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JUSTIFICACION -

JUSTIFICACION

Hace varios anos la Universidad EAN cred en el De-
partamento de Ciencias Basicas la linea de investi-
gacion en Pensamiento Complejo; linea en la que se
han realizado varias investigaciones conducentes a
implementar y difundir el pensamiento complejo en
la Universidad.

Siguiendo este lineamiento, se mostrara a
los estudiantes cémo este nuevo paradigma de
la ciencia de la complejidad ha venido permeando
todas las éreas del conocimiento, en particular
el modo en que se ensenan ciertos temas de
matematicas, principalmente en una unidad
fundamental como es la de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Los diferentes textos de ecuaciones
diferenciales ordinarias, en su gran mayoria,
solamente trabajan las soluciones de estas, desde
una mirada netamente analitica (esto es de manera
cuantitativa). Significa ensefarles a los estudiantes
una gran cantidad de métodos de integracién que
hacen de los cursos de ecuaciones diferenciales
cursos aridos y carentes de utilidad y aplicacién en
su vida cotidiana.

Con el avance de la ciencia y la tecnologia ya
se cuentan con diferentes maneras de enfrentar
las soluciones de una ecuacion diferencial de
manera: grafica, numérica, analitica y descriptiva.




Son muy escasos los textos que se tienen hoy en dia en
la literatura en espanol que enfoquen la ensenanza de
las ecuaciones diferenciales desde este punto de vista.
Por esta razdn, y teniendo en cuenta que el Proyecto
Educativo Institucional (PEl) de la Universidad EAN tiene
como base fundamental la competencia tecnoldgica,
la sistémica y la complejidad, se propone un texto
que involucre los cuatro aspectos antes mencionados,
donde la tecnologia y el pensamiento complejo sean su
columna fundamental en esta unidad de estudio.

Es necesario un cambio en las herramientas y las
estrategias de la ensenanza en los cursos de ecuaciones
diferenciales y, sobre todo, en la innovacién de unidades
de aprendizaje que a través del texto propuesto facilite a
los estudiantes el trabajo auténomo y el autoaprendizaje
adaptativo, logrando asi involucrar al educando en el
modelo pedagdgico de la Universidad EAN.

El texto que se estd proponiendo trata basica-
mente del cambio, el flujo, el movimiento y, en particu-
lar, de la rapidez a la que estos cambios se dan en los
diferentes fendmenos de la naturaleza. Cada ser vivien-
te experimenta cambios. Representar estos cambios
debe ser el marco de trabajo de cualquier documento
de ecuaciones diferenciales. Es por ello que el presente
texto trabaja en particular, la dindmica del estudio de los
sistemas que evolucionan con el paso del tiempo.



Se busca presentar una introduccién sdlida vy,
no obstante, muy accesible a los diferentes conceptos
de las ecuaciones diferenciales ordinarias, desde la
perspectiva de los sistemas dindmicos y recurriendo a
las herramientas tecnoldgicas, para abordarlos desde
el punto de vista gréfico, numérico y analitico. Este
texto se disefara pensando en los estudiantes de
la Universidad EAN que cursan la unidad de estudio
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Para terminar, es bueno decir que este es un
texto netamente didactico, que trata de mostrar el
curso de ecuaciones diferenciales desde un punto de
vista moderno.
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El presente libro estd basado en las nuevas visiones de la teoria de
ecuaciones diferenciales, que se han hecho necesarias por la creciente
sofisticacion alcanzada por la tecnologia. No significa el abandono
de métodos cuya utilidad se ha comprobado en la practica y que
siguen teniendo vigencia. Mds aun, se ha querido permanecer fiel a la
motivacién original de las ecuaciones diferenciales: la mecénica y la
fisica clasica.

La ensenanza de las Mateméaticas y de la ciencia en general,
esta siendo profundamente modificada desde sus propias bases, con
el desarrollo de la tecnologia computacional y los nuevos paradigmas
cientificos como son la dindmicas de sistemas, la complejidad y el
caos, todo esto reducido a la llamada: Teoria del Caos. Esta teoria se
aplica al mundo fisico, estd cambiando nuestras percepciones de la
vida, del universo, de la cultura, de la sociedad y todo lo demas.



La Universidad EAN ha tenido la visién de encaminar su PEI con
esta mirada desde La Teoria del Caos y ha empezado a trabajar con sus
estudiantes en esta nueva visién del mundo. Por esta razoén, escribir
un libro de Ecuaciones Diferenciales con este objetivo, en donde el
estudiante sea capaz de plantear correctamente las ecuaciones que
describen un fenédmeno dado, esto es mas importante que imponerle
desarrollar una gran maestria en técnicas de resolucién que, sin
desconocer de manera alguna su ingenio, pequen por una excesiva
especificidad que oculte la esencia de la teoria, esta mirada encaja
perfectamente en lo que esté propuesto en el PEI. En otras palabras,
el énfasis debe estar puesto en la modelacidon matematica, resaltando
los aspectos cualitativos y desarrollando las técnicas de resolucién
mas generales que dan justificacion al tratamiento simbdlico y numé-
rico mediante programas computacionales.



Hace muchos siglos, las personas creian que la energia solar era
causada por un dragén tratando de tragarse el sol y que los terremotos
eran causados por dioses descontentos en el inframundo. Estas
teorias fueron construcciones mentales que les ayudaron a explicar
el mundo que les rodeaba. La historia humana es un largo recuento
de esas visiones interesantes de la realidad, que ilustran una vieja
creencia de que los fenémenos pueden entenderse en comparacion
con el sistema mas sencillo basado en la versiéon limitada del objeto
real. Dragones chinos miticos y dioses mayas del inframundo eran
modelos religiosos. Por otra parte, los antiguos griegos, después de
observar el cielo desde hace muchos siglos construyeron un modelo
del universo fisico que consiste en una gran esfera hueca con la tierra
en su centro y los cuerpos celestes que se mueven a lo largo de varios
caminos en su superficie. Si bien este modelo mostré razonablemente
buen acuerdo con los datos disponibles en ese momento, desde
entonces ha sido sustituido por una descripcién méas precisa y com-
pleta del universo fisico.

Asi vemos que los diferentes modelos pueden servir para
responder a diferentes preguntas en diferentes momentos y
circunstancias. Los modelos son la forma de entender el mundo que
nos rodea. Para explicar la turbulencia alrededor de un ala de avion,
un ingeniero hablarg sobre el numero de Reynolds, un fisico sobre la
resonancia no lineal y un matematico sobre el estiramiento y plegado
de modelos de variedades suaves, todos ellos son un sello distintivo del



método cientifico, ese proceso filoséfico por el cual el conocimiento
cientifico se extiende y refina. El esquema de la siguiente figura ilustra
los pilares del método y la naturaleza ciclica de su evolucion.

Figura 1. Proceso en la modelacién de problemas del mundo real.

Problema del Modelo

«mundo real» Modelacion Matematico

Prediccion Andlisis

Interpretacion

Fuente. Elaborada por el autor.

A partir de observaciones cuidadosas del problema del mundo
real, se formula el modelo matematico, se plantea la solucién y se
analiza el resultado. Las predicciones sobre la base de los modelos y
soluciones se someten entonces a simulacién y verificaciéon por una
nueva ronda de observaciones. Si el acuerdo con las observaciones es
imperfecto, hipdtesis viejas son modificadas y nuevas son formuladas;
y el proceso continda. La historia de la ciencia es un registro de
perfeccionamiento continuo en la comprensién de nuestro mundo.




Un modelo no estéd destinado a ser la «cosa real», pero representa
las caracteristicas o aspectos de la realidad seleccionada. Los inge-
nieros estructurales construyen modelos para simular suficientes
propiedades importantes de puentes, presas, edificios y predecir
su comportamiento cuando esta bajo la presiéon por inundacién o
terremoto, o la ingenieria robdtica construye modelos de acciones
claves de las articulaciones y los musculos.



Aunque la fisica moderna sugiere que todos los sistemas son en dltima
instancia discretos y los cambios ocurren en saltos en puntos distintos
en el tiempo, la escala de tales cambios los hace mas comprensibles
al ser tratados como que cambian de forma continua con el tiempo.
Incluso una poblacién de moscas de la fruta es tratada por el bidlogo
como un cambio continuo. Mas comunmente estos sistemas de tiempo
continuo son modelados por ecuaciones diferenciales, ejemplos de
estos hechos se veran a lo largo de este libro. Cuando los intervalos
de tiempo son muy grandes, los cambios pueden ser tratados como
si fueran separados a saltos; variaciones diarias, semanales o anuales
en las variables econdmicas tales como precios de las acciones o
de los ingresos fiscales, o variables ecolégicas como las poblaciones
anuales de animales o plantas. Para este tiempo discreto o datos
muestreados, los sistemas de un modelo matematico util son la
ecuacion en diferencia.



En este libro se estudian los modelos matematicos aplicados a los sis-
temas dindmicos: los sistemas que cambian con el tiempo. Vamos a
modelar eventos como terremotos, no con los dioses del inframundo,
sino con variables matematicas y las relaciones entre ellas (ecuaciones
algebraicas principalmente, ecuaciones diferenciales y ecuaciones ite-
rativas). Nuestra meta puede ser entender de manera mas completa
el sistema como lo es ahora (;cémo los electrones giran alrededor
del nucleo del &tomo? Preguntd Erwin Schrodinger) o puede ser para
predecir los estados futuros.

Los fendmenos que estudiamos, fisicos, bioldgicos o sociales
se modelan mediante diferentes configuraciones o estados, que se
caracterizan por un conjunto de mediciones u observaciones, y como
estos cambian o evolucionan con el paso del tiempo.

De acuerdo con lo anterior, cuando se quiere modelar un feno-
meno de la naturaleza, en necesario tener en cuenta que todos ellos
se dan en el tiempo y que por tanto, dicho fendmeno estd cambiando
constantemente en dicho tiempo. Desde Newton y Leibniz, padres del
célculo y practicamente de las ecuaciones diferenciales, sabemos que
se tiene una herramienta poderosa para modelar el cambio, dicha he-
rramienta es la derivada. Por esta razén, cualquier ecuacion que per-
mita modelar un fendmeno de la naturaleza, necesariamente involucra
la derivada de una funcion.



Figura 2. Galileo Galilei (1564-1642).

Fuente. Tomada de Perero (1994).

Galileo Galilei fue el primer modelador de los tiempos modernos, es
decir, el creador de la ciencia moderna. Galileo nacié en Pisa Italia en
1564. Aungue se le conoce mejor por su trabajo en astronomia, sus
experimentos con objetos, los cuales dejaba caer desde cierta altura,
asi como el movimiento en planos inclinados, desembocaron en un
modelo para los cuerpos que caen, el cual relaciona la distancia re-
corrida con el tiempo transcurrido, lo que finalmente condujo a la ley
de la aceleracién. Después de tales experimentos Galileo apunté su
telescopio a los cielos y descubrié cuatro de las lunas que giran alre-
dedor de Jupiter. Con sus observaciones respaldé el modelo del siste-
ma solar de Copérnico. La conexién entre los mundos matematicos y
fisico encuentra feliz expresion en una frase de Galileo: «La filosofia
estéd descrita en el gran libro del universo, siempre, siempre abierto
a nuestra mirada... Y esté escrita en el lenguaje de las matematicas».



En mecdanica

Isaac Newton fue el responsable de un gran ndmero de descubri-
mientos en fisica y matematicas, pero quizas los tres mas importan-
tes son los siguientes:

El sistemético sobre el desenvolvimiento del célculo. Newton
es el responsable de acabar la realizacion y utilizacion del
hecho de que la integracion y la derivada son operaciones
inversas la una de la otra.

El descubrimiento de las leyes de la mecénica. Su principal
trabajo fue la segunda ley de Newton, la cual nos dice que la
accién de una fuerza sobre una masa (ver figura 3) es igual
a la razén de cambio del momento con respecto al tiempo. El
momento esté definido por el producto de la masa y la velo-
cidad, es decir mv. Entonces la fuerza es igual a la derivada
del momento. Si la masa es constante.

Figura 3. Accién de una fuerza sobre una masa.

m

Fuente. Elaborada por el autor.

i(mv)zmd—VZma 1
dt a

Donde a es la aceleracion. La segunda ley de Newton dice que la
razén de cambio del momento es igual a la fuerza F. Expresando esta
igualdad de estas dos formas podemos ver que la razén de cambio

Nno es otra cosa que:
F=ma (2)

Que es la expresion estandar de la segunda ley de Newton.



El descubrimiento de la ley universal de la gravitacion. Esta
ley dice que todo cuerpo con masa M atrae a otro cuerpo con
masa m en forma directamente proporcional al producto de
las magnitudes de las dos masas e inversamente proporcional
al cuadrado de las distancia de separacion entre ellas. Esto
significa que existe una constante G tal, la cual es universal,
que la magnitud de la fuerza es:

= ff..-?{.!?? (3)

r

Donde r es la distancia entre los centros de masa de los dos
CUerpos.

Figura 4. Representacion de la ley universal de gravitacion.

m G

M

Fuente. Elaborada por el autor.

Todos estos descubrimientos fueron hechos en el periodo
comprendido entre 1665y 1671. Los descubrimientos fueron presen-
tados originalmente por Newton en su obra Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, mejor conocida como Principia Mathematica,
publicada en 1687, Estos descubrimientos son los que hacen posible
el uso de la teoria de ecuaciones diferenciales. Sus leyes de mecanica
crean un modelo completo para el movimiento en general.

1 La primera edicion del Principia fue muy pequefia, no super¢ 200 ediciones.



El ejemplo mas simple es el movimiento de un balén sobre la
superficie de la tierra:

Figura 5. Una aplicacién de la ley de gravitacion universal.

Fuente. Elaborada por el autor.

Si x mide la distancia del balén sobre la tierra, entonces la velo-
cidad y la aceleracién del balén son:

dx dv d’x 4
V=—r ya=—=—Ff
dt dt dr’

Como se asume que el balén se mueve a una corta distancia,
comparada con el radio de la tierra, la fuerza dada por (3) se asume
que es constante. Observe que m, la masa del balén, se da en la fér-
mula (3). Se puede asumir entonces que F = m. g, donde g = Gm/r?y
r es el radio de la tierra. La constante g es llamada la aceleracién de
la tierra y se le da el nombre de la gravedad. El signo menos refleja el
hecho de que el desplazamiento x es medido positivamente sobre la
superficie de la tierra, y la fuerza de gravedad tiende a que x decrez-

ca. De la segunda ley de Newton, dada en (2), tenemos:

2
Z-mS )

-mg=ma=m—-=
& dt di?

La masa se cancela y se obtiene la ecuacion diferencial:
d2x(t) 6
o _ g (6)

di?

La cual es el modelo matematico para el movimiento del balén.



La ecuacion en (6) es llamada una ecuacién diferencial porque
involucra una funcién desconocida x(t) y al menos una de sus
derivadas. En este caso la mayor derivada que ocurre en la ecuacién
es de grado dos, por ello esta ecuacion es llamada una ecuacion de
segundo orden.

Otro ejemplo muy interesante de aplicacién de las ideas de
Newton fue la del movimiento planetario. Para este caso se asume
que la masa del sol es My esté fijo en el origen de nuestro sistema de
coordenadas. Denotamos por x(t) el vector que da la localizacion de
un planeta respecto al sol.

Figura 6. Ley de gravitacién aplicada a nuestro sistema solar.

Fuente. Elaborada por el autor.

El vector x (t) tiene tres componentes. Su derivada es:
_dx
V R
la cual es el vector velocidad del planeta. Para este ejemplo, la
segunda ley de Newton y su ley de gravitacion nos da:
d’x _ GMm x
ez |x2 clx]



Este sistema es una ecuacion diferencial de segundo orden,
es el modelo de Newton para el movimiento planetario. Veamos
otros modelos.

Consideremos una poblacién P (t) que va variando en el tiempo®@.
Matematicamente se puede decir que la razén por la cual la poblacién
esta cambiando respecto al tiempo esta dada por la derivada:

dp

dt
En otras palabras, en una poblacidn biolégica se puede decir
que la razén de cambio es proporcional a la poblaciéon presente
en un momento dado. Esto significa que existe una constante r,
llamada la razén de reproduccion, tal que la razén de cambio es
igual a r.P(t), luego colocando estas ideas en una sola expresion

matemética tenemos la ecuacion:

dP(t) _

Esta es la ecuacion para la funcién P (t), e involucra tanto a P (t)
como a su derivada, este es otro ejemplo de una ecuacién diferencial.
No es dificil demostrar por sustitucion directa que la funcién expo-
nencial:

P (1) = Pye'

Donde P, es una constante que representa la poblacion inicial,
es una solucién de la ecuacién diferencial. Si se asume que la razén
de reproductividad r es positiva, entonces la poblacién muestra un

crecimiento exponencial.

2 Por el momento, la pablacién puede ser cualquier cosa: humanos, paramecios, mariposas, etc.



Si se asume que la razén de crecimiento r no es constante,
entonces debemos asumir que para pequefas poblaciones a largo
tiempo las raciones de comida y el espacio son limitados. Cuando
esto sucede, el mejor modelo para la razén de reproductividad es
la funcién r( —%), y entonces la mejor expresiéon para la razén
a la cual la poblacién cambia es r(l _@) P(t) donde r y K son

K
constantes.

Cuando igualamos nuestras dos ideas acerca de la razén de
cambio de la poblaciéon obtenemos la ecuacion:

dP(t) _ _P(Y)
S =r(1-Y)rw

Esta ecuacién para la funcion P (t) es llamada la ecuacién
logistica. Veremos mas adelante como solucionar este tipo de ecua-
ciones diferenciales.

El ndcleo de un dtomo estd formado por combinaciones de pro-tones
y neutrones. Muchas de estas combinaciones son inestables, es
decir, los 4tomos se desintegran o se convierten en atomos de otras
sustancias. Por ejemplo, con el tiempo, el radio Rn - 226, intensamente
radiactivo, se transforma en el radiactivo gas raddn, Rn-222. Para
modelar el fendmeno de decaimiento radiactivo, se supone que la
razén dA/dt con la que los nucleos de una sustancia se desintegran, es
proporcional a la cantidad (mas precisamente, el nimero de nicleos,
A (1)) de la sustancia que queda en el tiempo t, es decir:

da ,dA

EOCAOE— (8)

Observemos que las ecuaciones (7) y (8) son exactamente

iguales; la diferencia radica solo en la interpretacion de los simbolos y
de las constantes de proporcionalidad. En el caso de la ecuacion (7),



k > O significa crecimiento de la poblaciéon y en la ecuacién (8) k < 0
significa desintegracion radiactiva.

Estos dos modelos que se interpretan con una sola ecuacién
de la forma dC/dt = r.C, describen otros tipos de crecimientos o
decrecimientos, como por ejemplo el crecimiento de un capital cuando
estd a una tasa anual de interés r compuesto continuamente, también
se puede aplicar a sistemas bioldgicos tales como la determinacién
de la vida media de un medicamento, es decir, el tiempo que le toma
al 50 % del medicamento para ser eliminado del cuerpo por excrecién
0 metabolizacién. En quimica el modelo del decaimiento, ecuacion (8),
se presenta en la descripcién matematica de una reaccién quimica de
primer orden. Lo importante de todos estos fendmenos es que: «<Una
sola ecuacién diferencial puede servir como modelo matematico de
muchos fendmenos de la naturaleza» (esto es como una regla en la
teoria de modelos).

Algunos problemas de naturaleza geométrica requieren de la solucion
de una ecuacién diferencial para su respuesta. Recordemos que para
una curva plana con ecuaciéon y = f(x) el dangulo @ para el cual la
tangente a la curva en el punto (x, y) forma con el eje x, estd dado por
la relacion:

dy
tan @ = =
X

El radio de curvatura R en el punto (x, y) de la curva y = f(x) esté
dado por: d2y

| =



Si hablamos de la ecuacion de todas las curvas para las cuales
se tiene la propiedad de que la pendiente o el radio de curvatura
tiene alguna relacion especifica para los puntos de coordenadas de la
curva, entonces se obtiene una ecuacion diferencial. La solucién nos
da la curva requerida.

Asi, por ejemplo:

a) Hallar todas las curvas del plano para el cual la parte
comprendida entre el eje x y el punto de tangencia es bisecado por
el ejey.

Como el eje y biseca la parte de la tangente entre el gje x y el
punto P(x, y) de tangencia (figura 7). El punto en el cual la tangente
cruza al eje y, tiene coordenadas (O, %y). La pendiente de la tangente
estd dada por:

Figura 7. Aplicacién de la curvatura de una curva.

y

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



Este ejemplo nos da otra ecuacion diferencial. Para el ejemplo

geomeétrico siguiente, recordemos que el radio de curvatura R de una
curva tiene la forma:

b) Determinar todas las curvas del plano, donde su radio de

curvatura en el punto (x, y) es igual a k- veces la distancia de este
punto al origen del sistema.

Se tiene que la distancia de cualquier punto del plano al origen
esta dada por:

Jx2 +y?

Y como el radio de curvatura R es k- veces esta distancia,
obtenemos la ecuacion:

R=kyx2+y? (10)

Luego, recordando del célculo el valor del radio de la curvatura
(9), e igualando (9) y (10) se tiene que:

3

dy)2 2 2 o2y, 4%
—_ = 2 —
(@) ] =r e ey
Observe que esta ecuacién ya no es tan facil de resolver, como
lo seria la ecuacion del ejemplo «a». Veremos mas adelante que si este
problema se plantea en coordenadas polares podemos obtener una

ecuacion diferencial mucho mas facil de resolver (figura 8).



Figura 8. Relacién entre la curvatura y la distancia al origen de una curva.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Consideremos el ejemplo de encontrar la antiderivada mas general
de la funcién f(x)= x. Si llamamos a su antiderivada F(x), entonces
la antiderivada de f(x) es F(x); es decir F(x) satisface la ecuacién
diferencial:

dFeo _
dx (11)
debido a que cualquier antiderivada de f(x) puede ser escrita
como:

Fx) =§X2 +C (12

Donde C es una constante arbitraria. Es razonable llamar a F(x),
las soluciones de nuestra ecuacién diferencial (11).

Como consecuencia de la constante arbitraria, tenemos un
ndmero infinito de soluciones, una diferente para cada C ((12) es
llamada una familia de soluciones). La figura 9 muestra algunas de las
soluciones (parabolas que abren hacia arriba) donde se nota el papel
de la constante C para el corrimiento vertical de dichas parabolas. Es



decir, cuando dos soluciones de la misma ecuacion diferencial difieren
entre si por una translacion vertical. Por esta razon, dos soluciones
diferentes no se intersecan.

Figura 9. Gréficas de antiderivadas de la funcién f(x) = x.

20 s -10 5 5 10 15 20

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Otro problema de antiderivada se nos da considerando la
ecuacion diferencial:

Q.lsl
X<
Il
X | =

(13)

Y queremos encontrar la antiderivada més general, F(x) de la
funcién f(x) = 1/x, es decir, determinar las soluciones de la ecuacién
diferencial (13). Como todas las antiderivadas de 1/x pueden escribirse
como:

Fx)=In|x|+C
O como
_{ Inx + C Six>0
F&) =In (=x)+C Six<0

Donde C es una constante arbitraria, y estas son las soluciones.
De nuevo, como consecuencia de la constante arbitraria, tenemos
una familia de soluciones. Ver figura (10), donde se ve claramente
el papel de la constante C, en la posicién vertical de las soluciones.
Si x > o, todas las soluciones de esta ecuacién diferencial tienen la



misma forma, y cualesquiera dos soluciones diferiran entre si por una
translacién vertical. Lo mismo es verdadero para x < 0.

Figura 10. Antiderivadas de la funcién f(x) = 1/x.

e

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

De acuerdo con la ley de Newton de enfriamiento/calentamiento,
la rapidez con que la temperatura de un cuerpo cambia es
proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la del
medio que lo rodea, que se llama temperatura del medio ambiente.
Si T (t) representa la temperatura del cuerpo en el tiempo t, Tm
es la temperatura del medio ambiente que lo rodea, y d T (t) /d t
es la rapidez con que cambia la temperatura del cuerpo, entonces
la ley de Newton de enfriamiento/calentamiento traducida en una
expresion matematica es:

% XT-Tm o, % =k(T() —Tw) (14
Donde k es una constante de proporcionalidad. En ambos casos,
enfriamiento o calentamiento, si Tm es una constante, se establece
que k<0 ok>0.



La frase «y es proporcional a x» implica que y estéd relacionado
con x mediante una ecuacién de la forma y = k x, donde K es una
constante. De manera similar «y es proporcional al cuadrado de x
implica que: y = kx?, y es proporcional al producto de x y z» implica
y =k xz 'y «y es inversamente proporcional al cubo de x» implica
y = k/x3. Por ejemplo, cuando Newton propuso que la fuerza de
atracciéon de un cuerpo a otro es proporcional, el producto de las
masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre
ellos, podemos escribir inmediatamente:

GMm

r2

Donde G es la constante de proporcionalidad, usualmente
conocida como la constante de gravitacion universal, M y m son las
masas de los dos cuerpos y r, la distancia entre ellos. Use estas ideas
para modelar cada una de los siguientes fenédmenos mediante una
ecuacion diferencial. Todas las razones son asumidas respecto al
tiempo.

1. La razén de crecimiento de una bacteria en un disco
Petri, es proporcional al nimero de bacterias en el disco.

2. La razén de crecimiento de una poblaciéon de ratones
en un campo, es inversamente proporcional a la raiz
cuadrada de la poblacién.




Una cierta drea puede sustentar una poblacién maxima
de 100 hurones. La razén de crecimiento de una pobla-
cién de hurones en esta area, es proporcional al pro-
ducto de la poblacién actual y a la diferencia entre la
poblaciéon actual y la poblacién méaxima sostenible.

La razén de decadencia de una cierta sustancia
radioactiva, es proporcional a la cantidad de sustancia
restante.

La razdn de decadencia de una cierta sustancia
radioactiva, es inversamente proporcional a la cantidad
de sustancia restante.

Una papa que se esta cocinando por algun tiempo, es
removida del sartén. Si la temperatura de la cocina es 65
°F, la razén de cambio a la cual pierde la temperatura la
papa, es proporcional a la diferencia entre la temperatura
del cuarto y la temperatura de la papa.

Un termdémetro estd localizado sobre el vidrio de un
congelador y se deja enfriar por un determinado periodo
de tiempo. El termdémetro es removido del congelador
y se coloca en el cuarto que estd a una temperatura
de 77 °F. La razén por la cual el termdmetro se calienta
es proporcional a la diferencia entre la temperatura del
cuarto y la temperatura del termémetro.




Una particula se mueve a lo largo del eje x, su posicién
respecto al origen en un tiempo t es x (t). Una fuerza
actua sobre la particula y es proporcional al movimiento,
pero opuesta al desplazamiento de él. Use la ley de
Newton para encontrar una ecuacion diferencial para el
movimiento del objeto.

Use la ley de Newton para encontrar la ecuacion del
movimiento de la particula en el ejercicio 8, si la fuerza es
proporcional, pero opuesta al cuadrado de la velocidad
de la particula.

10.

Use la ley de Newton para encontrar la ecuacion del
movimiento de la particula en el gjercicio 8, si la fuerza
es inversamente proporcional, pero opuesta al cuadrado
del desplazamiento de la distancia al origen.

1.

El voltaje a través de un inductor, es proporcional a la
razdn a la cual estd cambiando la corriente con respecto
al tiempo.

12.

Determine la ecuacion diferencial de todas las curvas
para las cuales la normal entre el punto (x ,y) y el eje x, es
constante de longitud a.

13.

Determine la ecuacién diferencial de todas las curvas
del plano, con la propiedad que el radio vector desde el
origen al punto (x, y) de la curva, es el doble de la longitud
de la porcidn de la tangente de este punto al gje x.




Figura 11. Pierre de Fermat (1601-1665).

Fuente. Tomada de Perero (1994).

Fermat, matematico francés, abogado de profesién, quien junto con
René Descartes fue considerado uno de los grandes matematicos del
siglo XVII, descubrié el célculo diferencial antes que Newton y Leibniz;
fue cofundador de la teoria de probabilidades junto a Blaise Pascal e
independientemente de Descartes, descubrié el principio fundamental
de la geometria analitica. Sin embargo, es mas conocido por sus
aportaciones a la teoria de numeros, en especial por el conocido
como ultimo teorema de Fermat, que preocupé a los matematicos
durante aproximadamente 350 anos, hasta que fue demostrado
en 1995 por Andrew Wiles, ayudado por Richard Taylor, sobre la base
del teorema de Shimura-Taniyama (Aczel, 2004).




Empezamos esta unidad respondiendo a la pregunta, ;qué es la
derivada? Algunas respuestas se vienen a nuestra mente recordando
nuestro curso de célculo. Algunas de ellas serian las siguientes:

La razén de cambio de una funcién.
La pendiente de la recta tangente a la gréafica de una funcién.
La mejor aproximacion lineal de una funcién.
El limite de las diferencias de los siguientes cocientes:

f/(XO) = limx—>x0 %ﬁ((:())
Una tabla que contiene las reglas y propiedades basicas de la
derivada como la siguiente:

Tabla 1. Tabla de derivadas bésicas.

f(x) f/(x)
C 0
X 1
Xn an—l
Cos (X) - sen (X)
Sen (x) Cos (x)
ex ex
In([x]) 1/x  x#0

Fuente. Elaborada por el autor.

Todas estas respuestas son correctas. Cada una de ellas nos da
una diferente forma de ver la derivada. Para el trabajo de ecuaciones
diferenciales es muy bueno recordar a fondo cada una de ellas.

En célculo aprendemos que una funcién tiene una razén de cambio
instantanea, y esta razén es igual a la derivada. Por ejemplo, si tenemos



la funcidn distancia x (t) medida desde un punto fijo sobre una linea,
entonces la razén a la cual cambia x (t) con respecto al tiempo es la
velocidad v. Entonces se tiene que:

vO=¥® =3

De forma similar, la aceleracion a (t) es la razén de cambio de la
velocidad, es decir:
dv _ d?x

at)=v/(t)= == 5=

Estos hechos acerca del movimiento lineal son reflejados
en muchos otros campos. Por ejemplo en economia, en las leyes
de oferta y demanda se dice que el precio de un producto esta
determinado por la oferta del producto y por la demanda de este. Si
se asume que la demanda es constante, entonces el precio P esté
en funcién de la oferta S, o P = P(S). La razén con la cual cambia
el precio cuando cambia la oferta es llamada el precio marginal.
En términos matematicos, el precio marginal es simplemente la
derivada P/ :%. También se puede hablar de la razon de cambio de
la masa de un material radioactivo, del tamafio de una poblacion, de
la carga sobre un capacitor, del aumento del dinero en una cuenta
o de muchas otras cantidades®. En todos y cada uno de ellos, la
cantidad del cambio se mide con respecto al tiempo. Muchas de las
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias involucran la
razdn de cambio respecto al tiempo. Por esta razon, t es usualmente
las variables independientes.

Sin embargo, hay casos donde las cosas pueden cambiar de-
pendiendo de otros pardmetros, como se vera mas adelante. En este
texto veremos estos ejemplos y muchos otros. El punto es que todas
las cantidades cambien, la razén por la cual cambia es la derivada de
dicha cantidad. Es un hecho importante hacer el proceso de modela-
miento y realizar el estudio de la ecuacion diferencial, por esta razén



nos referimos a la proposicién de que la derivada es la razén de cam-
bio como modelando la definicién de la derivada.

Esta idea nos permite una buena visualizacién de la derivada (figura
12). En ella se puede ver la gréfica de una funcién f, y la recta tangente
a la gréfica en el punto (xo,f(Xo)). La ecuacién de la recta tangente
esta dada por:

y=f (o) +/(x0) (x = xo) (15)

De esta formula, es facil ver que la pendiente de la recta tangente
es f/(x,)

Figura 12. Recta tangente a una curva en un punto dado.

Fuente. Polking, Bogees y Arnold (2006).

Mirando de nuevo la figura 12, podemos visualizar la razén de
cambio de la funcion f cuando x cambia cerca de x,. Este cambio es
el mismo al cual los cambios de las pendientes de las rectas secantes



se van acercando.

Podemos referirnos a esta caracterizacion de la derivada como
la definicion geométrica de la derivada.

Sea
L(x) = f(x0) + £/ (x0) (x — Xo) (16)

L es una funcién lineal (o afin) de x. El teorema de Taylor dice
que existe una funcién residuo R(x), tal que:

£00=L6) RO Y limy, 20 (17)

Este limite nos dice que R(x) es cada vez mas pequeno a medida
que X = Xo. En efecto, este hecho nos dice que Ry es mucho mas
pequeno que x — X, ya que dicho cociente tiende a cero. Esto también
nos dice que la funcién L(x) definida anteriormente, es la Unica funcién
lineal que tiene esta propiedad. Esto es lo que significa cuando decimos
que L es la mejor funcién lineal que aproxima a la funcién no lineal f.
También se puede observar que la gréafica de la recta tangente en la
figura 12 es la grafica de L(x). La figura 12 también nos muestra que
L(x) es una buena aproximacion para f(x), siendo x cercano a x,.

La féormula en (16) define L(x) en términos de la derivada de
f. En este sentido la derivada nos da la mejor aproximacion para la
funcién no lineal f cercano a x = x,. (Realmente para la formula dada
en 16 se requieren tres hechos importantes, x,, f(x,), y f/(xo), pero es
claro que la derivada es el dato més importante de estos tres).

Como la aproximacién lineal es un objeto algebraico, nos
referimos a esta forma como la definicion algebraica de la derivada.



Consideremos el cociente de diferencias:

f(x)—f(xq.
= fe-fC!
X—Xq

(18)

Este cociente es igual a la pendiente de la recta que pasa por los
puntos (x,, f(x,)) y (x, f(x)), tal como se muestra en la siguiente figura.

Figura 13.Recta secante a una curva.

(. f (x)
(0 /(X))

Y=x,) + m(x—x,)

Fuente. Polking, Bogees y Arnold (2006).

Nosotros nos referimos a esta linea como la linea secante.
Cuando x se aproxima a x,, las lineas secantes se aproximan a la recta
tangente, como se muestra en la figura 13. Esto refleja el hecho que:

. fx)-f(x
f/(xo) = lim ——— (19)

Esta es la pendiente de la recta tangente: /(x ), es el limite de
las pendientes de las rectas secantes.

El cociente de diferencias en 18, es también el promedio de
las razones de cambio de la funcién f entre x, y x. Como el intervalo
entre x, y x es cada vez mas pequeno, este promedio de razones



se aproxima al cambio instantéaneo de f. Este hecho nos permite ver
entonces la conexion con nuestra definicion de modelos.

La definiciéon dada en (19) se llama la definiciéon del limite del
cociente. Esta es la definicion que mas piensan los matematicos
cuando hablan de la derivada. Ademas, como pudimos ver, es muy Util
cuando queremos encontrar modelos matematicos.

Mediante la memorizacién de una tabla de derivadas y el manejo de
unas pocas reglas, especialmente la regla de la cadena, podemos
lograr las habilidades de la diferenciacion. No es dificil ver que se
puede calcular la derivada de cualquier funcidn. Esta habilidad es muy
importante. Muchas veces, es claro que esta definicién formulista de
derivada es diferente de las dadas previamente.

Un completo entendimiento de la definicién por férmulas es
muy importante, pero estas no proveen de toda la informacién dada
anteriormente por las otras definiciones, por lo tanto, no nos ayuda
a aplicar la derivada, en el modelado de la naturaleza, ni da entender
sus propiedades. Por esta razdn la definicion mediante férmulas no
es suficiente.

Esto no es cierto en las otras definiciones. A partir de una de
ellas, es posible construir una tabla que nos dara las férmulas que
necesitemos. Es cierto que esto seria una tarea muy dificil, pero es lo
que se hizo (o se deberia haber hecho) en su primer curso de calculo.

En resumen, hemos examinado las cinco definiciones de la de-
rivada, todas ellas enfatizan en diferentes aspectos o propiedades.
Las iremos usando todas ellas a medida que avancemos en el curso



de ecuaciones diferenciales. Ademas, un completo entendimiento de
la derivada requiere entender estas cinco definiciones. Incluso si su
respuesta no esta en la lista de estas cinco, puede ser correcta. El
famoso matematico William Thurston hizo una lista de 49 «definicio-
nes» de la derivada, claramente muchas de ellas solo se ven en cursos
avanzados de matematicas, pero lo que es claro es que la derivada
aparece en muchas partes de las matematicas y sus aplicaciones.



Recordemos las siguientes reglas de derivacién de su curso de célculo.
Sean f y g funciones diferenciables, entonces:

a.(ch) =cf/ b.(ftg/ =1 +g/ c(ftg)="f.g+f.g

También se tiene la regla de la cadena:
(fog) =f/(g(x).8/®

Use estas reglas y la tabla 1 dada inicialmente en esta seccion, para
encontrar la derivada de cada una de estas funciones.

1.f(x) = 4x -5 2.f(x) = 6x2 - 7x -9
3. f(x) = 5.sen (3x) 4. F(x) =cos (2 £ x)
5. f(x) = e 6. F(x) = 7ex*

7. f(x) = In(|7x]) 8. F(x) = Inx(cos(3x))
9. f(x) =x. In x 10. F(x) = e¥sen( 7 x)
.50 = s 12, Flx) = 2

13. Suponga que f es diferenciable en x,. Sea L «la mejor
aproximacion lineal» definida por L(x) = f(x,) + /(x;) (x - x,).
Dado que R(x) = f(x) - L(x). Muestre que:

R
lim
X=Xo X — Xp

=0



Para cada una de las siguientes funciones, trace la gréfica
de fy su Linealizacion L(x) = f(x,) + /(x,) (x = x,).

En el punto x, dado en el mismo sistema de coordenadas.

14. f(x) = e, si x, = 0.

NI

15. f(x) = cos x, si x, =

16. f(x) = Vx, si x, =1

17.1(x) =In (1+x), six, =0

La manera en que R(x) / (x - x,) en la ecuacion 17, se aproxima
a cero cuando x — x,, el numerador R(x) se aproxima a cero tan
rapido como el denominador x - x, lo hace. Para cada uno de los
siguientes ejercicios, haga un bosquejo de la grafica de y = x - x,,
y R(x) = f(x) - L(x) sobre el mismo sistema de coordenadas. Haga
aproximar ambos x - X, y R(x) a cero. ;Cuél se aproxima a cero mas
rapidamente R(x) o x - x,?

18.f(x) = x2 en x, = |

19. f(x) = sen (2x), en x, = %

20.f(x) =vx+ 1L, enx,=0

21.f(x) =xe~-lenx,=1




Figura 14. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

Fuente. Katz (1998).

Fue un matematico aleman que realizé contribuciones muy importantes
al andlisis y la geometria diferencial, algunas de las cuales allanaron el
camino para el desarrollo més avanzado de la relatividad general. Su
nombre esta conectado con la funcién zeta, la hipétesis de Riemann,
laintegral de Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann,
las superficies de Riemann y la geometria de Riemann. Sus estudios
iniciales fueron en Teologia y Filosofia y necesité el permiso de su
padre para estudiar Matematicas.

Podemos empezar de nuevo haciendo la siguiente pregunta,
;qué es la integral? Esta vez nuestra lista de posibles respuestas no
es tan larga:

1. El érea por debajo de la gréafica de una funcién.
2. La antiderivada.



3. Una tabla que contiene elementos tales como vemos en el
siguiente cuadro:

Tabla 2. Tabla de antiderivadas inmediata.

fx) f f(x)dx f(x) f f(x)dx

0 C Cos(x) Sen(x) + C

X+C Sen(x) -cos(x) +C

x? X X
X - +C e e+ (

Xn+1 1

x1 +C - Ln x|+ C
n+1 X

Fuente: Elaborada por el autor.

La primera respuesta enfatiza la integral definida:

f bf(x) dx

Es interpretada como el drea bajo la grafica de la funcién f
positiva entre x = ay x = b. Esta integral representa el area sombreada
en la siguiente figura.

Figura 15. Area bajo una curva.

s

&

Fuente Polking, Bogees y Arnold (2006).



Esta es la definicion mas fundamental de la integral, fue
inventada para resolver el problema de encontrar el area de las
regiones que no son simples rectangulos ni circulos. Después de su
origen como un método para usar esta aplicacién, se han encontrado
numerosos ejemplos.

Esta respuesta enfatiza la definicidn de la integral indefinida. En efecto,
la frase integral indefinida es sindnimo de antiderivada. Esta definicién
es reconocida en la siguiente equivalencia:

f/'=g sfysolosi [g()dx=f(x)+C  (20)

En 20, se hace referencia a una constante arbitraria de
integracion. Entonces el proceso integracion indefinida involucre el
proceso de la antiderivada. Dada una funcién g, debemos encontrar
una funcion f, tal que f/ = g.

La conexién entre la integral definida y la indefinida estd dada por
el teorema fundamental del célculo. Este dice que si f/ = g, entonces:

Petodx =) —f@) (2

Esta formulacién para la integral tiene las mismas caracteristicas
y fracasos, como la formulacién aproximada de la derivada, la cual
conduce a la habilidad préctica de la integracion, pero no conduce a
ningun entendimiento profundo de la integral.



Todas estas aproximaciones para la integral son muy importan-
tes. Pero es muy importante entender los dos primeros y la forma en
que estan conectados por el teorema fundamental. Sin embargo, para
la parte primaria del estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias,
realmente la segunda y tercera aproximacion son las mas importan-
tes, es decir, la de la tabla y la de encontrar antiderivada.



Introduccidn a las ecuaciones diferenciales -

1.8 Soluciones por
Integracion

La solucién de una importante clase de ecuaciones diferenciales se
logra mediante la antiderivada. Una ecuacién diferencial de primer
orden se puede escribir en la forma:

y=1(t,y) (23)

Donde el lado derecho es funcién que depende de la variable
independiente t y la funcidon desconocida y. Si el lado derecho sola-
mente depende de la variable independiente t, entonces la ecuacion
toma la forma:

y = f(t)

Y de acuerdo a (20), se tendria inmediatamente la solucién:

y () =/ fOdt (24)

Ejemplo 1:

Resolver la ecuacién diferencial:

y =cost

Solucion:
De acuerdo a (24), la solucién es:

y (t) = [ cos(t)dt = sen(t) + C (25)

o1
w



Donde C es una constante arbitraria, esto es bastante fécil,
es precisamente el proceso de integracién, muy conocido en sus
cursos de célculo. Resolver ecuaciones mas generales de la forma
(24), puede ya no ser tan facil como recordamos en nuestro curso de
célculo. La constante de integracién dada en (25) hace que nuestra
soluciéon sea una familia infinita uniparamétricas de soluciones
definida en (—oo, ). Este es un ejemplo de una solucion general
de la ecuacion diferencial. Algunas de las gréficas de las soluciones
para algunos valores de C, se dan en la figura 16.

Figura 16. Antiderivadas de la funcién cos x.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Lo anterior significa que las graficas de la curva solucion de la
ecuacion son las dadas en la figura anterior, nos muestra que son
translaciones verticales de una de ellas, lo que nos dice que toda
solucién se puede obtener a partir de una de ellas mediante una
translacion vertical.

Este siempre es el caso para las soluciones de la ecuacién
diferencial y/ = f (t). De acuerdo a (21), siy (t) = F (t) es una solucién
para la ecuacion, entonces todas las otras soluciones son de la forma
y(t) =F (1) + C, para alguna constante C. Las graficas de tales funciones
son translaciones verticales de la grafica de y (t) = F (1).



La constante de integracién se puede calcular si se conoce una
condicidon extra sobre la solucion.

Encuentre la solucién para y/ (t) = t et que satisface y (0) = 2.

Solucion:

Este es un ejemplo de un problema con condicion inicial. Este
tipo de problema siempre requiere encontrar una solucién particular
que satisface la condicién inicial y (0) = 2. De acuerdo a (21) la solucién
general para la ecuacién diferencial estd dada por:

y (0= te'dt (26)

Recordemos que esta integral se resuelve usando integracion
por partes. Ya que este método es muy util, se basa en general que:

fudv=uv— [vdu 27)

Donde u y v son funciones. Si ellas son funciones de t, entonces
du=u/ (t) dt,y dv =V/ (t)dt. Para la integral dada en (26), tenemos u (t)
=t,dv =V (T) =etdt. Entonces du =d (1), v (t) = ey'y por la ecuacién
(27), tenemos:

ftetdt = fudv=uv— fvdu =tet—fetdt

Después de evaluar la ultima integral tenemos:

y()=te'-e'+C=e(t-1)+C (28)

Esta es una familia uniparamétrica de soluciones y es la solucion
general de la ecuacion y/= tet Cada miembro de la familia existe sobre
el intervalo (—<°, ). La condicién y (0) = 2 puede ser usada para
determinar la constante C y dar la solucién particular.



2=y(0)=e"(0-1)+C=-1+C

Entonces C = 3y la solucién del problema con valor inicial es:

yt)=e't-1)+3 (29)

Es importante observar que la curva solucién definida por la
ecuacion (29), es un miembro de la familia de curvas solucién dada por
(28) que pasa por el punto (0,2), como se muestra en la figura 17.

Figura 17. Algunas antiderivadas de la funcién f(t) = tet.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

El uso de la condicién inicial para determinar una solucién par-
ticular, puede ser encontrado desde el comienzo del proceso de so-
lucién usando la definicion de la integral definida. Asi, en el ejemplo 2
podemos usar el teorema fundamental del célculo:

y(®-y0) = [Jy/ ®)dt

Entonces:
t

y(©) - y(0) = fo uetdu
t

y@®) =y(0) + fo ue' du

=2+ (uet — ey

=e'(1-1t) +3



Introduccidn a las ecuaciones diferenciales -

No siempre es necesario usar la letra t para la variable
independiente, se puede usar cualquier otra letra, lo mismo se puede
decir para la variable dependiente.

Ejemplo 3:

Encontrar la solucién del problema con condicién inicial:
/ 1
y'=5 cony(l)=3

Solucion:
Aqui, tomamos a x como la variable independiente. Integrando,
encontramos que:

y () =In(x]) +C

Para hallar la constante Cy poder dar la condicién inicial tenemos
en cuenta que y (1) = 3, es decir:

3=y(1)=In(1)+C=C.

Entonces, C = 3.

Una solucién para una ecuacion diferencial debe tener derivada
en todo punto de su dominio. Entonces debe ser continua. Como la
funcién y (x) = Ln (x) + 3, no estd definida en x = O, entonces debe
ser continua en (=©°,0) 0 (0,°°). Como necesitamos una solucién
que esté definida en x = 1, entonces escogemos (0, ©). Entonces la
solucion sera:

y(x)=In (x) + 3 parax >0




Anteriormente vimos cdmo podiamos aplicar la ley de Newton al
movimiento de un balén cerca de la superficie de la tierra. EIl modelo
que derivamos fue:

d?x

@ e

Donde x (1) representa la altura del balén sobre la superficie
de la tierra y g es la aceleracion debida a la gravedad. Si nuestras
medidas son x en pies y el tiempo medido en segundos, entonces g
= 32pies/seg>.

Supongamos que se lanza una pelota en el aire con velocidad
inicial v, = 20 pies/seg. Y también asumimos que el balon es lanzado
desde una altura de x, = 6 pies jcuanto tiempo se tarda para que la
pelota golpee el suelo?

Solucion:

Podemos resolver esta ecuacion usando el método dado en esta
seccién. Primero introducimos la velocidad, para reducir la ecuacién de
segundo grado a un sistema de dos ecuaciones de primer orden, asi:

dx _ dv__
E—V;Y FT 8 (30)

Resolviendo la segunda ecuacion, integrando a ambos lados
tenemos:

v()=-gt+C,



Evaluando esta ecuacién en t = 0, encontramos la constante de
integracion C, = v (0) = v, = 20, la velocidad inicial. Luego la velocidad
estd dada por v (t) = - gt + v, = - 32t + 20. Entonces la primera
ecuacion en (30) nos queda:

dx
i —gt+vy= —32t+ 20

Resolviendo e integrando, tenemos:
1
v(b) = Egtz + vot+ C, = —16t% + 20t + C,

Una vez mas, evaluamos esta ecuacion en t = 0, para obtener C,
=x (0) = x, = 6. Esta es la altura inicial de la bola. Entonces la solucién
final es:

1
X = -3 gt? + vot+xo = —16t% + 20t + 6
La pelota toca el suelo cuando x (t) = 0. Resolviendo la ecuacién

O0=-161t+20t+ 6y usando solamente la solucién positiva, vemos
que el baldn estéa en el suelo después de 15 segundos.



En el siguiente ejercicio, encuentre la solucién general de la ecuacion
diferencial. En cada caso chequee al menos seis de las ecuaciones de
las curvas solucion.

l.y/=2t+2 2.y/=3t2+2t+3.

3.y =sen (2t) + 2 cos (31) 4.y =2 sen(3t) - cos (bt)

1 y 3t
1+ t2 6.y = 1+2t2

5y =

7.y =t2e3t 8.y/ =t cos(3t)

En los siguientes ejercicios cada ecuacion tiene la forma y/= f
(t, y), siendo el objetivo encontrar una solucion de la formay =y (t);
es decir, encontrar y en funcién de t. Por supuesto, usted es libre
de elegir diferentes letras, tanto para las variables dependientes e
independientes. Por ejemplo, en la ecuacién diferencial s/ = s.e*, se
entiende que s’/ =ds / dt, y que se debe encontrar una solucién s como
funcidon de x, es decir s = s(x). En los siguientes egjercicios se pide
encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial dada. En cada
caso chequee seis miembros de la familia de soluciones particulares.

9. s/ = e®sen(w) 10. y/ = x. sen(3x)

11.x/ =s2e-s 12. s/ = e~vcos(u)
_r 3

13 r/ = u(1—uj ]4 y/ = X(4—X]




Observacion: para resolver los ejercicios 13 y 14 se debe usar

fracciones parciales.

En los siguientes ejercicios, encuentre la solucién particular de
cada problema con condicién inicial.

15.y=4t-6, y(0) =1

16.y=x+4 y(0)=-2

17.x=te™®, x(0)=1

t
]8 l’/ (1+t2) r (O) = ]

19.¢/=r?cos (2r) s(0) =1

20.P/=e*cos (4) PO =1

21.x=v4—t, x(0)=1

22.U =

. u@=-1

t+1

23.y'= teray Y (1) =0

24. u/—— v(0) =0

r+1’

En los siguientes ejercicios, asuma que el movimiento del balén
tiene lugar en un espacio libre de friccién. Es decir, que la Unica fuerza
que actua sobre el balon es la fuerza de la gravedad.

25. Un baldn es lanzado al aire desde una altura de 3 m con
una velocidad inicial de 50 m/seg. Cudl es la velocidad

del balén después de 3 seg.?

26. Una pelota se deja caer desde una altura de reposo
200 m. ;,Cual es la velocidad y posicion del balén 3 seg.

después?

27. Se lanza una pelota al aire desde una altura inicial de 6 m
con una velocidad inicial de 20 m/seg. ;Cual sera la altura
maxima de la pelota y en qué momento se producira este

hecho?




28. Una bola es impulsada hacia abajo desde una altura inicial
de 1000 m con una velocidad inicial de 25 m/seg. Calcule
el tiempo que tarda la pelota en tocar el suelo.

29. Para finalizar esta unidad de prerrequisitos se propone
una serie de integrales que le permitan al estudiante re-
cordar algunos métodos analiticos de integracion.

29-1 [ sentdt 29-2 [ cos 2t dt
29.3 [ dt 29-4 [(3x +7) dx
20.5 [sen26 d6 29-6 [(x3 — 1)* dx
pg.7 J(x*/% +x*%)dx 20-8 J(e* +3%) dx
29-9 [(r+1)*dr 20-10f (5-2) dx
29-11 J (55) dx 29-12 [ L gy
29-13 [ te™ di 29-14 [ xcos x dx

29.15 [ senxv2 + 3cosx dx 29-16 [ x%e?* dx

29.17 [xV1 —xdx 29.18 [ xInx dx
29-19 [ yseny dy 29-20 [(Inx)? dx
29-21 [In(x?) dx 0g.p0 [e¥5702t dt
29.23 [sen? 6 cos 6 d 6 29-24 [xV1 —x dx
29-25 [ dy 29-26 |~ 0 gy

1
29-27 fcoszz & 29-28 ICOSZX dx




29-29 [t*(t— 10) dt

29-30 [tan(2x — 6) dx

09.31 J; In(x®)dx

29-32 J; (Inx)2dx

29-33 f_nn e?*sen2xdx

10 —z
29-34 [, zeT*dz

29-35 f_Tlsen3 BcosHdb

29-36 1., 4 x3cos(x*)dx

3 o
29-37 [} Sz dx 29.38 Ji o
—l i t+2)?2
29-39 f(n;) dx 29-40 f( ‘:3) di
1 t+1
20-41 J (x* + 2x-+) b 29-42 J &t

20-43 [tet+1 dt

29.44 [tan 6 d 6

29-45 [ sen(5 6 )cos(56)d 6

20-46 | 77 O

dz
29-47 [ T

dz
29-48 | 1+4z2

29-49 [cos®2 6 sen2 6 d 6

29-50 [sen(5 6 )cos*(560)d 6

29.51 [sen3 6 cos® 0 d o

29-52 [ t(t—10)'dt

29-53 [cos 0 V1 +sen6 do

29-54 J xe*dx

29-55 [ t3etdt

29.56 [ x(x* + 1)7%dx

29-57 [(3z + 5)3dz

d
29-58 | 53z

2959 J Trserrw AW

29-60 J % tan(Inx)dx

29-61 [ 3sen(Inx)dx

dx
29-62 | 7=




wdw
29-63 J ez

V41
29-64 [ - dy

nw dw dx
20-65 | 7o 29-66 J 1im
xcosVxZ+1

du
20-67 | 3urs

290-68 [ i dx

td

T dt
29-69 J 14+x?

29-70 J ue'" du

29-72 [eV>*3dx

29_73 f r(ln I')Zdr

29-74 [(e¥ +x)*dx

29_75 fuzlnu du

5x+6

29-76 | 725 9%

1
29-77 fsen3(2x) dx

dar
29-78 | =55

09.79 [ y?sen(cy)dy

29_80 fe_Ctsenkt dt

09.g1 [ €*cos(3t)dt

20-82 f(xﬁ + \/Ex> dx

29-83 [ V3 + 12x2%dx

29-84 [ (x? — 3x + 2)e~**dx

dx
29-85 | 7o

1
29-86 | Ty

x3
29-87 | o5 dx

241
29-88 [ o dx

dx
29-89 f x2Tha

dx
29-90 J 7o

dz
2091 J 753

2992 [ (2+3) dx

Zt

29-93 [ 7 4t

2994 J 107 dx

20-95 f(xz + 5)3dx

29-96 [ v arcsenv dv




29-97 | sen®(26)cos*(26) df

29.98 [ cos (2sen(x)cos(x) dx

29.99 f\/4 — x2dx

20- 1oof—dz

senwcosw

29-]O]f 1+cos2w

1
209-102 J 7235 40

X

[——dx
29-103 7 cos?x

29—104 f—dx

29-105 f\/x+1

Y, x+ dx

29-106 | =7

e
29-107 / e_2y+1d3’

z

fﬁdz
29-108 - (z°-5)

zZ
20-109 | g5

+tanx)

1
20110 [ S

20-111 f x2+3x+3 dx

29.112 [(x + senx)*(1 + cosx)dx

29-113 [(2x® + 3x + 4)sen(2x)dx
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Figura 1. Sir Isaac Newton (1642-1727).

Fuente. Perero (1994).

Comenzd a trabajar en la ciencia y las mateméaticas al entrar en el
Colegio de la Trinidad en Cambridge, en 1661. En 1665 se gradud
sin honores y volvié a casa para evitar la peste, que se difundié con
rapidez por toda Inglaterra ese mismo ano. Durante los dos anos si-
guientes, descubrid el célculo, determind los principios fundamentales
de la gravedad y el movimiento de los planetas y reconocié que la luz
blanca estd compuesta por todos los colores; mantuvo en secreto es-
tos descubrimientos. En 1667, Newton volvié al Colegio de la Trinidad,
obtuvo su grado de maestro y permanecié como profesor. Newton
continué su trabajo relacionado con sus antiguos descubrimientos,
formuld la ley de la gravitacion, teoria bésicas de la luz, la termodi-
namica y la hidrodindmica e inventé el primer telescopio de reflexion.

En 1687 fue persuadido para que publicara su obra Philosophae
Naturalis Principia Mathematica, que contenia las leyes basicas del
movimiento; se le considera uno de los libros cientificos mas influyen-
tes jamas escritos. A pesar de sus grandes logros, Newton se decia



a si mismo: «Creo que he estado jugando como nino en la ribera di-
virtiéndome ahora y encontrando después un guijarro mas liso o una
caracola mas bonita de lo normal, mientras que el gran océano de la
verdad yace ante mi con todos sus secretos».

Las ecuaciones diferenciales surgieron por primera vez en los
trabajos de Newton y Leibniz. En 1671, en el capitulo 2 de su trabajo
«Método de fluxiones y series infinitas» Isaac Newton hizo una lista de
tres tipos de ecuaciones diferenciales:

o L 5y 4 by
d. dx - f(x) b dx - f(x' }’) C. x1 le + xz 6x2

= y.

Resolvié estas y otras ecuaciones, usando series infinitas y
discutid la no unicidad de las soluciones.



La idea de esta seccién es formalizar el concepto de lo que es una
ecuacion diferencial y desarrollar métodos para analizar ecuaciones
diferenciales ordinarias, aprovechando todas las ideas dadas en la
seccién anterior, en donde se vio la potencia del célculo diferencial
e integral. Lograremos este objetivo abordando los diferentes
temas desde los puntos de vista geométrico (grafico), numérico y
analitico. Debido a que cada una de estas perspectivas en ocasiones
proporciona informacién incompleta, siempre necesitamos comparar
la consistencia de los resultados.

Las estrategias propuestas en esta seccion le permitiran analizar
adecuadamente las soluciones de una ecuacion diferencial, incluso
aunque no resulte posible expresar analiticamente dichas soluciones.



Conceptos Basicos (ldeas Cualitativas) -

2.1 Definicion y ejemplos de
una ecuacion diferencial y su
clasificacion

Empezamos dando una definicién de lo que es una Ecuacién Dife-
rencial:

«Es una ecuacién que contiene derivadas de una o mas va-
riables dependientes con respecto a una o mas variables
independientes».

Una Ecuaciéon Diferencial Ordinaria (EDO) contiene solo
derivadas ordinarias.

Una Ecuacion Diferencial Parcial (EDP) contiene derivadas
parciales.

El orden de una ecuacién diferencial hace referencia al orden
de la mayor derivada que aparece en la ecuacion.

Ejemplo 1:

w
dt
orden con variable independiente t, y variable dependiente y.
b, &
dt?
de segundo grado con variable independiente t, y variable

a. — = f(t,¥) es una ecuacién diferencial ordinaria de primer

= f(t,y,y/) es una ecuacién diferencial ordinaria

dependiente y.
2
c. 2 6:1732] + y% + ty? = 0, es también una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden con variable independiente t y

variable dependiente y.
5

d. %—%z 4yt, es una ecuacion diferencial ordinaria
de quinto grado con variable independiente t y variable

dependiente y.



92 9%z C . . .
e. # +-7=XYyz €s una ecuacion diferencial parcial de
segundo orden con variables independientes x y, t, y variables

dependientes y, v, z.

Ecuaciones diferenciales simples y soluciones explicitas

Ya vimos en la unidad 1, dos de los muchos ejemplos de
ecuaciones diferenciales que abarca el célculo. Todos los problemas
donde aparece la integral indefinida (o antiderivada) de una funcién
g(x), podrian haberse abordado tratando de encontrar y(x) como una
solucién de:

dy
ax gx) (1)
La soluciones de (1) tienen la forma:

yo =/ gG)dx + C @)

Donde fg(x)dx es cualquier antiderivada especifica de g(x).
La constante arbitraria C indica que tenemos un ndmero infinito de
soluciones relacionadas entre si por una translacion vertical.

Antes de entrar a dar el mecanismo de soluciones de ecuaciones
diferenciales, veamos una definicidn:

Definicién 2-1. Una ecuacion diferencial ordinaria de primer
orden es una ecuacioén diferencial que contiene la primera
derivada de una funcién desconocida. Si y es una funcion
desconocida que depende de x, entonces la ecuacioén dife-
rencial de primer orden se escribe:

2L=gxy) 0

dx

Donde g(x, y) es una funcion de las variables X, v, y.




El miembro derecho de la ecuacién (3) puede contener a x, y, y

explicitamente, por ejemplo:
Z_i] — xZ +y2

Sin embargo, en esta unidad vamos a analizar ecuaciones
diferenciales en donde g solamente depende de la variable x, luego
veremos cuando g depende solamente de y, y por ultimo, cuando g
depende de x, y de y. Recordemos que si y es una funcién de x (y
= f(x)), se dice que x es la variable independiente y, y es la variable

dependiente.

Definicion 2-2. Una solucién explicita de la ecuacién diferen-
cial ordinaria de primer orden

2~ g(x,y) (4)

dx

Es una funcién y = y(x), con una derivada en un intervalo a < x
< b, la cual satisface idénticamente la ecuacion diferencial (4).

Observaciones:

Debido a que una solucién explicita tiene una derivada en el
intervalo a < x < b, debe ser continua en ese intervalo, ya que tiene
derivada. Una solucion explicita nunca posee una tangente vertical (ya
que tiene derivada en dicho intervalo).

Una solucidn explicita puede contener una constante arbitraria.
Si la tiene, tendremos un numero infinito de soluciones, que
constituyen una familia de soluciones explicitas. Si no contiene una
constante arbitraria, tendremos una solucién explicita. Con frecuencia
las soluciones explicitas particulares se conocen simplemente como
soluciones particulares.



La grafica de una solucién particular se conoce como curva
solucion de la ecuacion diferencial.

Por ejemplo, en la seccion 1 ejemplo 1 donde Z—i = cos (1),
vimos que la familia de soluciones esta dada por: y(x) = sen (t) + C.
Por otro lado, si observamos el ejemplo 3 de la seccién 1, donde
se tiene z—z = i,con y (1) = 3, encontramos que y(x) = In(x) + 3, es
una solucion explicita de la ecuacion diferencial dada. Si ademas
queremos resolver esta misma ecuacién, pero con la condicién y
(-1)= 0, entonces tenemos como solucién y(x) = In(x), ya que y (-1)
=In |-1] + € = 0 de donde C = 0. Las gréficas de estas curvas
solucién se dan en la figura 2.

r.'l'n'

Figura 2. Familia solucién para . =/nx.
X

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En general cuando nos dan una ecuacion diferencial, con una
condicion inicial, es decir:

dy

v gxy)  yOy) =y

Se llama problema con condicion inicial, y el punto (x;, y,) se
conoce como valor inicial, condicion inicial o punto inicial.




Figura 3. Gottfried Leibniz (1646-1717).

Fuente. Perero (1994).

Leibniz, matematico y filésofo, descubrié el célculo aproximadamente
al mismo tiempo que Newton, pero independiente de él. Ambos se
disputaron el crédito del descubrimiento. Resolvié las ecuaciones di-
ferenciales tal como lo hacemos nosotros hoy en dia.



Hay otra forma de expresar la solucién de (3) cuando se especifica
una condicion inicial como (x,, y,), también puede expresarse como:

VX = f;‘o g®)dt +y(x,) = f;;g(t)dt + Yo (5)

Esta dltima forma de solucidén es particularmente Util, cuando
resulta imposible evaluar la integral en términos de funciones
conocidas. Veamos un ejemplo.

Una funcién importante, empleada de manera extrema en la
aplicacion de la teoria de probabilidades y procesos de difusion, es la
solucion de la ecuacion diferencial:

W _ 2,
dx_\/ﬁe (6)

restringida a las condiciones iniciales siguientes:

y(0)=0 (7

La solucién explicita de (5) se puede expresar como:
2 _42
y(x)z\/—Efetdt+C ®)

Esta integral no se puede resolver por métodos analiticos, por
lo tanto, para hallar la solucién particular utilizamos la ecuacion dada
en (5) con x, =0y y, =0, para obtener:

X

2 2
= - -t
y(x) 77:]0 e t dt



Conceptos Basicos (ldeas Cualitativas) -

2.3 Soluciones graficas
usando el calculo

Ejemplo 3:

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:

dy/de=y'==  (9)

Trazar la gréfica de la funcion.

Solucion:
Al tener la derivada 1/x de la funcién que estamos buscando, y
recordando nuestro curso de célculo podemos analizar:*

Monotonia: ;Dénde son crecientes las soluciones y dénde
decrecientes?

Concavidad: ;Dénde tienen concavidad hacia arriba las
soluciones y dénde la tienen hacia abajo?

Simetria: ;Existen algunas simetrias?

Singularidades: ;Es posible comenzar en una curva solucién
donde x < O y continuar a lo largo de la curva para llegar
finalmente a valores positivos de x?

Unicidad: ;Se intersecan algunas soluciones?

Vimos en la seccién 1.8, ejemplo 3, que la grafica de la solucion
general de dicha ecuacién diferencial, es:

Inx+C six>0
y=Inlx[+Coy )= {in(—x) + € six <0

4 Este método cualitativo no es mas que recordar la aplicacion de la derivada del curso de calculo diferencial.
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Algunas de las soluciones se muestran en la siguiente figura.

Figura 4. Familia solucién para ;'Iy =1/x.

Fid

4‘

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

A partir de esta figura podemos ver:

a. Monotonia: las graficas son decrecientes para x <0 y
crecientes para x >0.

b. Concavidad: es cdncava hacia abajo para x # 0.

c. Simetria: si (es simétrica respecto al eje y). No obstante
ninguna solucién particular tiene simetria. Es la familia de
soluciones la que tiene esta simetria. Es decir, esta es una
propiedad global mas no local.

d. Singularidades: no para ninguna solucion particular, ya que el
eje y es una asintota como se ve en la grafica.

e. Unicidad: en esta gréfica la respuesta es afirmativa.

Ahora imaginémonos que no se pudiera integrar explicitamente
el lado derecho de la ecuacién (9), por lo tanto, no podriamos dibujar
las soluciones particulares, tal como se hizo en este ejemplo para dar
respuesta a los cinco items analizados.

Veamos codmo se haria un andlisis cualitativo de esta ecuacion
diferencial, haciendo uso del conocimiento del célculo diferencial.



Del célculo sabemos que si y/ > 0 sobre un intervalo abierto
[, entonces se requiere que y sea creciente en dicho intervalo, y
que si y/ < 0 significa que y es decreciente en el intervalo. También
sabemos que si y/ > 0 en un intervalo | requiere que la funcién
y tenga concavidad hacia arriba en dicho intervalo, y si y/ < 0
significa que la funcién tiene concavidad hacia abajo en el intervalo.
La figura 5 muestra las diferentes formas generales de la curva
solucién para los cuatro casos: a) y/ <0, y/ > 0; b) y/ >0, y/ > 0; c)
y/' <0y, y"<0;d)y >0,y <0.

Figura 5. Tipos concavidad y monotonia de una curva.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Con esta informacién podemos regresar a hacer el anélisis cuali-
tativo de la solucién de nuestra ecuacion diferencial:

1
dy/dx—y/—;

a) Monotonia: de la funcion 1/x, sabemos que ella es positiva
si x > 0, por lo tanto, la derivada es positiva para x > 0 y por
lo tanto, y es creciente en este intervalo. Del mismo modo
se tiene que 1/x es negativa si x < 0 y por lo tanto, y es
decreciente para x < 0.




b)

Concavidad: Si calculamos y”/ con respecto a X, se tiene que:

oy 1

dx? x2

Es siempre negativa para x = (. De manera que las soluciones
deben tener siempre concavidad hacia abajo para todo x # 0.
Simetria: la simetria a través del eje y implica que no hay
cambio alguno en la familia de soluciones si se reemplaza
X por — x en ambos miembros de la igualdad de (9). Si
reemplazamos x por - x obtenemos:
ay 1, dy

—-dx -X dx X
Que es exactamente la ecuacion original. Asi, la familia de
soluciones que satisface a (9), permanece inalterada por el
intercambio de x por - x, y de este modo debe ser simétrica
respecto al eje y.

d) Singularidades: debido a que la ecuacion diferencial (9) no

esta definida en x = 0, entonces se dana la continuidad de
la funcién en dicho valor, luego aqui se tiene un punto de
singularidad.

Unicidad: el enunciado de que dos soluciones se intersecan
significa que existe un punto comudn (x,, y,) a través del
cual pasan dos distintas soluciones particulares de (9),
digamos y,(x) y vy,(x). Debido a que tanto y, como y, son
soluciones de (9) debemos tener que Y; = 1/x, y yz/ =]
/X, de manera que yl/ = yz/ , 0 (yl/ - yz/) = (. Esto implica
que y,(x) — y,(x) = C. El hecho de que Yo = ¥1(xo) y
Yo = ¥, (x,) requiere que C = 0, de modo que y, (x) =y,
(x). En otras palabras, las dos curvas son una misma. Esto
significa que solamente una solucién de (9) puede pasar a
través de cualquier punto de (x,, y,). Otra manera de decir
esto es que, una solucién de la ecuacién diferencial (9) que
pasa por cualquier punto dado es Unica.



Este Ultimo argumento es valido para cualquier ecuacion dife-
rencial de la forma y/ = g(x), y entonces sirve para demostrar
que dos soluciones no pueden intersecarse para ecuaciones.

Apliguemos el andlisis gréfico a la funcién:

dy 2 2

_z_e_

dx &
Solucion:
2,2
. , 2,

Monotonia: la derivada de y que es 7= para todo valor
de x representa un numero positivo, por lo tanto la funcién y
es siempre creciente.

Concavidad: si derivamos de nuevo a dy/dx se tiene:

d?y 4x

X

_=__e_

dx? NE
Se pued Y 0six<0,yiL < 0six>0
e puede ver que —>0six< 0,y — si X >

Luego todas las funciones solucion seran céncavas hacia
arriba si x < 0, y céncava hacia abajo si x > O-.

Simetria: si cambiamos x por - x, en la ecuaciéon diferencial
dada tenemos que el lado derecho no cambia por estar x al
cuadrado, pero el lado izquierdo cambia de signo, luego nos
queda:

dy_2

_dx_\/TTe

La familia de soluciones no es simétrica respecto al eje y.
Pero si cambiamos x por -x y, y por — y simultdneamente la
ecuacion no nos cambia, es decir que las funciones solucién
son simétricas respecto al origen.
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Singularidades: no hay puntos en donde la derivada sea cero
o donde la derivada no exista.

Unicidad: un argumento semejante al del ejemplo tres nos
muestra que las soluciones no se pueden intersecar.

Basados en toda la informacién anterior se puede hacer un
bosquejo de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial anterior.

Figura 6. Campo de pendientes y una curva solucién de la ecuacién diferencial
dy 2

de  fm
! ¥
— g g ;’/'_2 -~ ]
(RN S j}/‘/ -~ R —
B s [l -~ —_
— e Farar ~ —
e e el ,-"'_,.f‘/ - —
—_ e . AV -~ i
el SR Eag gl g | ~ e
N Sl ol ‘f/'_;f o fe e wem
——— e el ,r""_/",f ~ — —
el el P e — i
— g __,"f/ —— —
— — - g f’f’/ —
1 L. e -
-2 = ) Y e — 2 x
— e o R A -}
R Z s Ve e
-_—— pom o e e :;/ — e -
..... S Ly -~ s o
_.__.—-"H o o — e
- - TR A e
_—— e g & oy = =——
St-e s YA = —|=-
-0 |=-n -~ ~ e
-- El-E Ve Vs E—| E-
— g [ o =D v ey il L

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



En la seccién anterior vimos cémo, aplicando técnicas del célculo, era
posible obtener una gran cantidad de informacién cualitativa acerca
de las soluciones de y/ = g(x) a partir de los signos de la primera
y segunda derivadas. Sin embargo, todavia hay informacién en
la ecuacion diferencial, porque ademas de los signos también nos
proporciona la magnitud de la pendiente de la recta tangente en cada
punto de la curva solucién.

En esta seccién veremos cémo encontrar las soluciones graficas
de una ecuacién diferencial de primer orden de la forma:

y=1(xy)

Comenzaremos con un ejemplo bien sencillo.

5 Estos conceptos son clave en el analisis cualitativo de una ecuacion diferencial ordinaria. Estos son los mis-
mos elementos que usamos para la grafica de funciones en el Calculo. Una completa referencia de estos métodos
y pruebas son dadas por J. H. Hubbard & B. H. West Differential Equations: A Dynamical Systems Approch. Springer
Verlang, 1989.
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Ejemplo 5:

Consideremos la ecuacion diferencial, hacer un analisis gréafico
de las soluciones:

dy
w1 o

Solucion:

Esta ecuacion describe la funcién cuya razén de cambio es
siempre 1. Con los conocimientos de célculo, tracemos algunas curvas
solucién de (10). Debido a que el lado de la derecha es positivo, se
tiene que las soluciones son crecientes en todo punto de su dominio.
También se tiene que para todos los puntos (x, y), la solucién de esta
ecuacion diferencial tiene una linea tangente cuya pendiente es 1.
Para transferir esta informacion a una gréfica podemos seleccionar
varias coordenadas (x, y) y trazar segmentos cortos de recta con
pendiente 1, tal como se muestra en la siguiente figura.

Figura 7. Segmento de pendiente en el punto (xy).

Ay

A
\
>

Fuente. Elaborada por el autor.




Si lo repetimos en cada punto, obtenemos una figura como la si-

guiente.

v

Figura 8. Campo de pendientes para la curva ; :
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Esta colecciéon, formada por segmentos cortos de la recta tan-
gente en cada punto, recibe el nombre de campos de pendientes, o
campos de direcciones de la ecuacién diferencial, ya que proporciona
un segmento corto de la linea tangente a la curva solucién por cada

punto seleccionado.

Ahora, si se quiere construir una curva solucién cuyas lineas

tangentes sean consistentes con el campo de pendientes. Si inten-

tamos trazar una curva cuya linea tangente tenga pendiente 1 en

todos partes, terminamos dibujando una linea recta con pendiente 1.

De hecho, la familia de rectas y

de (10).

on

x + C constituye las curvas soluci



Coémo trazar el campo de pendientes para y’ = g(x, y)

1. Seleccione una ventana rectangular en el plano x -y enla
cual visualizar el campo de pendientes.

2. Subdivida la region rectangular en una cuadricula de
puntos (x, y) igualmente espaciados. El nimero de puntos
en la direccion de x, y la direccién de y puede ser diferente.

3. En cada uno de estos puntos (x, y) determine el valor
numérico de g (x, y) y dibuje un segmento de recta corto
en (x, y) con pendiente g(x, y).

Consideremos ahora la ecuacion diferencial:
dy
dx =X (11)

Hacer un analisis de su campo de pendientes y trazar dicho campo.

Solucion:

Esta ecuacion diferencial modela la situacion en donde la razén
de cambio de la funcién desconocida es igual al valor de la variable
independiente.

Recordando nuestros conocimientos de calculo, vemos que (11)
indica que las soluciones y = f(x) crecen si x > 0 y decrecen si x < 0.
Ademas, debido a que y” = 1, la segunda derivada es siempre positiva,
de modo que y tiene concavidad hacia arriba en todo su dominio.
Finalmente, si sustituimos x por — x en (11) la ecuacién diferencial
permanece sin cambios, asi que la familia de soluciones es simétrica
respecto al eje y.

Debido a que el miembro de la derecha de la ecuacién (11)
estéd definido para todos los valores de x, no hay singularidades.
Ademas, tal como se mostré en el ejemplo 3 de la seccidn 2.3, las
soluciones no se intersecan.



Si se construye el campo de pendientes, como se muestra en la
figura 9, se puede obtener méas informacion: tenemos una pendiente
cero en x = 0, y las pendientes de los segmentos de recta cortos se
incrementan a medida que x aumenta. Observe que el campo de pen-
dientes es simétrico respecto al gje y.

dy

Figura 9. Campo de pendientes de la ecuacion diferencial T =X
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Fuente . Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Debido a que el campo de pendientes de una ecuacién diferencial
proporciona la inclinaciéon de la recta tangente a las soluciones en
muchos puntos, la gréfica de cualquier solucién particular de ecuacién
diferencial debe ser consistente con estas rectas tangentes. Notese
que las curvas solucidon de (11) tienen tangentes horizontales para x
= 0, pendientes positivas para x > 0 y pendientes negativas para x < 0.
Observe también que estas pendientes llegan a ser mayores a medida
que X crece.




Figura 10. Campo de pendientes con algunas curvas solucién.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Para trazar a mano una curva solucién en la gréfica del campo de
pendiente, se comienza en algun punto (ver figura 10), por ejemplo, en
donde ya se ha trazado una tangente corta. Como la solucién serd una
funcion diferenciable, la linea tangente cercana a cada punto resulta
ser una buena aproximacion de la gréafica. Asi, podemos proceder
avanzando una corta distancia hacia la derecha en la direccion indicada
por las tangentes y observando el aspecto del campo de pendientes
alli. Luego ajustamos la direccion de nuestra curva para que cambie
de manera consistente con el campo de pendientes. La figura 10 nos
muestra un caso especifico. Considérese la curva solucién que pasa
a través del punto (0,1). Conforme nos movemos hacia la derecha
a partir de este punto, la curva cambia de inclinacién horizontal, de
tal manera que la pendiente aumenta continuamente. Esto da como
resultado la curva A que se muestra en la figura. Observe que la
concavidad que se obtiene en dicha curva es hacia arriba, tal como lo
predijimos anteriormente del andlisis cualitativo. La figura 10 muestra
otras curvas solucién dibujadas a mano.



Como trazar a mano curvas solucion a partir del campo de
pendientes de y/ = g(x, )

1. Primero trace el campo de pendientes de la ecuaciéon
diferencial dada.

2. Comience en un punto inicial y cologue en él un puntito. Si
el punto cae sobre un segmento de recta corto, la pendiente
de la curva solucién se localiza en ese punto. De lo contrario,
estime el valor de la pendiente de la tangente en ese punto
examinando las pendientes cercanas. Este valor muestra la
direccion del campo de pendientes en ese punto.

3. Avance en esta direccién una distancia corta hacia la derecha.
Cologue un puntito en el lugar donde termine.

4. Ajuste su direccién de tal modo que sea consistente con la
direccion del campo de pendientes en la vecindad del punto
donde se quiere terminar.

5. Repita los pasos 3y 4 la cantidad de veces que sea necesario,
uniendo los puntos con una curva.

6. Comience con un nuevo punto inicial y regrese al paso 2.

Consideremos de nuevo la ecuacion diferencial:

dy

1
dx ; (12)

Analizar su campo de pendientes.



Solucion:

De acuerdo al andlisis previo, sabemos que la grafica de
cualquier curva solucidn, siempre tiene concavidad hacia abajo, forma
decreciente para x < 0 y con forma creciente para x > 0. También
sabemos que la familia de soluciones es simétrica respecto al eje y.

Al dibujar el campo de pendientes de (12), véase la figura 11.

Figura 11. Campo de pendientes de la ecuacién diferencial % = i
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Fuente . Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Observamos que las curvas solucion, consistente con este cam-
po de pendientes, aumentan para x > 0 y decrecen para x < 0, y que
las pendientes ubicadas por encima de un cierto valor especifico de x
son iguales. La figura 12 muestra unas cuantas curvas solucion traza-
das sobre este campo de pendientes. Nétese que las curvas solucién
tienen concavidad hacia abajo en todas partes y que el campo de
pendientes parece ser simétrico respecto al eje y. Obsérvese también
que cada una de las curvas solucidon son translaciones verticales de
las otras.



. . ., . .oy !
Figura 12. Campo de pendientes de la ecuacién diferencial iy con algunas
. . RN X
soluciones particulares.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ahora que se tienen algunas curvas solucién sobre el campo de
pendientes de la figura 12, pareceria que un campo de pendientes
seria el resultado de trazar muchas curvas solucién y posteriormente
borrar partes de ellas, dejando segmentos cortos que asemejan a
segmentos de las rectas tangentes. Esta es una de las principales
aplicaciones de los campos de pendientes, a saber, determinar
la gréfica de una solucién de una ecuacién diferencial, ya sea que
resulta, o no, posible de obtener facilmente, una solucién explicita
en términos de funciones conocidas. Los campos de pendientes
también son utilizados para verificar la consistencia con sus hallazgos
concernientes a monotonia y concavidad.

Es muy claro que la derivada 1/x nunca es igual a cero, es decir
que ninguna curva solucién tiene una tangente horizontal. Pero a
pesar de esto podemos proporcionar a la derivada un valor constante
y observar para cuél valor (o valores) de x las curvas de solucién
tendrén pendiente constante. Asi por ejemplo, ya que 1/x = 1 para x
= 1, los segmentos de recta cortos tendran una pendiente de 1 para
todos los puntos en el campo de pendientes donde x sea igual a 1.




En general, podemos decir que las curvas solucién tendran una
pendiente igual a m dondequiera que:

1
—-_=m
X
1
Es decir; X =—
m

Que es una linea vertical a través del punto (1/m, o).

A esta linea vertical se le denomina isdclina «de igual inclinacién»
de la ecuacion diferencial. Todas las curvas solucién de y’ = 1/x tendran
la misma pendiente m cuando crucen la iséclina para este valor de x.
Por ejemplo, las curvas solucién de dicha ecuacién diferencial tendran
una pendiente T cuando x = 1, una pendiente de %2 cuando x = 2,
una pendiente de - /2 cuando x = - 2. Podemos ver que la figura
13 es consistente con esta informacién que muestra isdclinas para
m=i§ym=il

. . . . . v !
Figura 13. Campo de pendientes de la ecuacién diferencial 2L con algunas
R X

isoclinas.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



Definicion
Una isdclina correspondiente a la pendiente m de la ecuacion
diferencial y/ = g(x, y), es la curva caracterizada por la ecuacion
g(x, y) =m.

Cdémo trazar a mano iséclinas para y’ = g(x, y)

Procedimiento

Escriba:

1. gx,y)=m (13)

2. Donde m es una constante.

3. Dé valores diferentes para m. Para cada valor de m resuelva
dicha ecuacién para y en términos de x y de m, o para x en
términos de 'y, y, m. Si no se puede resolver, intente identificar
las curvas definidas implicitamente por la ecuacién (13).
Esto da la isoclina correspondiente a la pendiente de m.

4. Para cada valor de m, grafique la iséclina correspondiente a
la pendiente m.

Si se construyen campos de pendientes a mano, dibuje seg-

mentos de recta cortos con Pendiente m, que crucen a la

iséclina apropiada.

Es bueno observar que:

Para cualquier m particular, la iséclina correspondiente a la
pendiente m puede componerse de mas curvas.

A la isdclina correspondiente a la pendiente m también se le
conoce como iséclina para la pendiente m.

Si g(x, y) no incluye la vy, las iséclinas son verticales.

En el caso general en que g (x, y) dependa tanto de x como
dey, las iséclinas pueden no ser rectas. Por ejemplo, si g(x, y)
= x% + y? entonces las iséclinas x? + y?> = m son circulos con
centro en el origen y radio Vm.
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Ejemplo 8. De nuevo la funcion error:

Consideremos la ecuacion diferencial que da origen a la funcion error:

2 a2
y==e™

Analizar su campo de pendientes.

Solucion:
La isdclina correspondiente a la pendiente m esta dada por:

e =m (14)

il

Esta condicién nos dice que no hay iséclina para las
pendientes m < 0, o pendientes m > %Fz 1.128. Si resolvemos (14)
para x obtenemos x = i{ln [2/(mﬁ)]}1/2 como ecuacioén de la iséclina
correspondiente a la pendiente m. las iséclinas para las pendientes
0.1; 0.3; y 0.7 se ilustran en la siguiente figura.

Figura 14. Campo de pendientes para la funcién de error con algunas iséclinas.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra

Notese que en este caso cada iséclina se compone de rectas
verticales.
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Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden.
Esboce la solucién explicita para tres diferentes valores de la constante
arbitraria C. Luego encuentre el valor especifico de C y la férmula y(x)
para la solucién particular que pasa por el punto dado.

dy

1. —=xpa

dy

2. -=x"p(11)

dy

3, 7 = C0SX p (00
dy

4, 7, = Senx p (0 2)
dy —x

5. -=e¢*p])
d

6. == =1/x* p(11)

ely
7. TP L)

d T
8 = =1/0+x) p3

9. Z=1/[x(1-x)] p 21

dy
10. 77 = Lnx p(11)

W _ y2p-

1. =% po1

dy _ _
12. =€ *xenx P (0,1)

13. La integral de Fresnel. Con la ayuda de (5) escriba una inte-
gral que represente la solucidon del problema de valor inicial:



% = ﬁsenx2 y (0) = 0.

Esta solucién, conocida como la integral seno de Fresnel, que
se denota por S (x), no puede ser expresada en términos de
funciones conocidas.

a) ¢Cuél es el valor de S (0)?

b) ;Cudl es la relacién entre S(x) y S (-x)?

c) Mediante un programa de computadora o calculadora
con integracién numérica, obtenga valores aproximados
(digamos tres cifras decimales) de S(x) en x = 2 y x = 4.
Utilice esta informacion y los resultados de los encisos a. y
b. para graficar S(x) en el intervalo [-5, 5]. ;Cuénta confianza
tiene la exactitud de la gréfica que se obtuvo?

d) Repita el enciso c. parax =1, 3y 5. s Cambiaron estos valores
la precisidon de su anterior gréfica para S(x)?

e) Repita el enciso c. parax=0.5,1.5,2.5,3.5y4.5. ;Cambiaron
estos valores la precision de su anterior gréafica para S(x)?

f) ¢Qué piensa que le ocurre a S(x) a medida que x tiende a co?

Figura 15. Augustin-Jean Fresnel (1788-1827).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN).



Fresnel fue un fisico e ingeniero francés que contribuyd
significativamente a la teoria ondulatoria de la luz, y
estudié el comportamiento de la luz tanto tedrica como
experimentalmente.

14. La integral seno. Utilizando (5) escriba a continuacién
una integral que represente la solucion al problema
de valor inicial dt /dx = g(x), y (0) = 0, donde

{Se:x six #0
1 six=0

G(x) =

Esta solucién, conocida como la integral seno, se nota por
S(x), no puede ser expresada en términos de funciones
conocidas. Utilice las ideas del ejercicio 3 para graficar la
solucién a esta ecuacién diferencial. ;Qué piensa que le
ocurre a S(x) a medida que x tiende a co?

15. Encuentre la familia de soluciones para cada una
de las ecuaciones diferenciales Z—Z= e*y Z—Zz e
Dibuje estas dos familias de soluciones en un solo plano,
empleando la misma escala para los ejes x y y. ;Qué
advierte acerca del &ngulo de interseccion entre estas dos
familias de soluciones? ;Podria deducirlo directamente a

partir de las ecuaciones diferenciales sin resolverlas?

16. Escriba algunas funciones impares y encuentre sus an-
tiderivadas. ;Qué propiedad comparten estas antideriva-
das? Haga una conjetura que comience asi: la antideriva-
da de una funcion impar... Y demuestre su conjetura.



17. Utilice las propiedades de monotonia, concavidad, sime-
tria, singularidades y unicidad para trazar varias curvas
soluciéon para cada una de las siguientes ecuaciones dife-
renciales de primer orden. Posteriormente, dibuje la curva
solucién particular, de manera que pase por el punto P.
Cuando haya terminado su analisis comparelas con las ob-
tenidas en el gjercicio 1.

Q
<

a) 2 =x° P(1,1)
b) 2 = x* P(1,1)
c) 2 = cosx P (0, 0)
d) 2 = senx P (0, 2)
6) 2 =e* PO 1)
f) 2= 1/x? P(1,1)
o) R P (-1,1)

dx

hZ=1/a+x?)  P(1,7)

) Z=1/x@-0] P21

o dy_
J) — = Lnx P(1,1)

k) & = x2¢-x PO, 1)

dx

) % = e *xenx P (O, 1)

18. Nuestra intuicién sugiere que si g(x) — Q a medida que
X — oc, entonces las soluciones de la ecuacion diferencial
y/ = g(x) tendrén asintotas horizontales. Explique por qué
es errénea.




19. Para la ecuacion diferencial:

s
x(x—4)

Encuentre la solucién explicita que satisface la condicién inicial.

a.y(1)=0 b.y(1)=0 cy(5) =0

20. ¢Para qué valores de a y x,, la solucion del problema de
valor inicial es vélida para todo x > 0?7

1

y = y(x,) =0

T x(x—-a)

21. De nuevo la integral del seno de Fresnel. Valiéndose de
las propiedades de monotonia, concavidad, simetria, sin-
gularidades y unicidad, trace diversas curvas solucién para
la ecuacion diferencial y/ = \Esenxz. Luego dibuje la gréfica
de la solucién particular que satisface y (0) = 0. s Qué pien-
sa que ocurre a y(x) a medida que x — oc? Compare sus
respuestas con la que encontré para el ejercicio 3.

22. De nuevo la integral seno. Valiéndose de las propiedades de
monotonia, concavidad, simetria, singularidades y unicidad,
trace diversas curvas solucién para la ecuacién diferencial.

{Senx six #0
X

1 Ssix=0

y =G(x) =

Luego dibuje la gréafica de la solucién particular que
satisface y (0) = 0. ;Qué piensa que ocurre a y(x) a medida
que x —» oo? Compare sus respuestas con la que encontrd
para el ejercicio 4.




23. Elteorema de la unicidad. Demuestre que si y, (x) y y,(x)
son soluciones del problema de valor inicial y/(x) = g(x),
y(x,) =y, donde g(x) es continua, entonces y, (x) = y,(x).
¢Como garantiza este resultado el hecho de que las so-
luciones diferentes de la ecuacién diferencial y/ = g(x) no
se intersecan?

24. Demuestre que la familia de antiderivadas de una
funcion par es simétrica con respecto al origen. ;Bajo qué
condiciones una antiderivada de una funcion par seré una
funcion impar? Proporcione algunos ejemplos.

25. Trace el campo de pendientes para las siguientes
ecuaciones diferenciales de primer orden. En cada caso
dibuje algunas iséclinas para confirmar su trazo. Enseguida
dibuje la curva solucién a través del punto P Cuando haya
terminado su andlisis comparelas con las obtenidas en el
gjercicio 1y 7.

a) %:xs P(1,1)

b) Z—i}:x“ P(1,1)

c) z—zzcosx P (0, 0)

d) 2= senx P (0, 2)
dx

6) L=e* P (0. 1)

f) 2= 1/x2 P(1,1)
dx

9) %:m P(-1,1)

h 2 =1/(1+x%) P(13)



) Z=1x0-0] P@1

Y _ Inx P (1,1)
dx
ay
dx

= x%e™* P (0, 1)

1) Z—Z = e *xenx P(O,T)

26. Explique por qué es util utilizar la grafica de las iséclinas
correspondientes a una pendiente infinita, aun cuando
ningun punto sobre la curva solucién tenga una tangente
vertical.

27. La figura 16 muestra un miembro de una familia de
soluciones de la ecuacion diferencial y/ = g(x) donde g(x)
es una funcién dada.

a) Aproveche esta informacién para trazar la grafica de otros
miembros de la familia de soluciones. No intente encontrar
y(x) o, g(x).

b) ;Puede obtenerse cada solucién de la ecuacién diferencial
mediante la técnica del enciso a?

Figura 16. Una solucién de la ecuacion diferencial y'= g(x).

Fuente . Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



28. Considere las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales:

y =x2-1.

y/ = Inlx|

y' =x-1,

y=x+1,

a. El campo de pendientes de una de las ecuaciones anteriores

esta representado en la figura 17. Relacione la ecuacién

apropiada con la figura y explique cuidadosamente sus
razones. No grafique ningun campo de pendientes para

responder a esta pregunta.
b. Bosqueje brevemente una estrategia para este proceso de

identificacion.

Campo de pendientes de una funcién.

Figura 17.
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Fuente . Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

29. Si un objeto se deja caer de un aeroplano, su velo-

cidad de caida después de x segundos se expresa

aproximadamente mediante la ecuacion:

y/ = 2(1_ e~kx)



Donde g = 9.8 ?n;z y k = 0.2 seg-1. Aqui y(x) es la distancia
recorrida en caida libre al tiempo x; de modo que y(x) = 0. Si
este objeto cae desde 5000 metros de altura, calcule cuantos
segundos recorre antes de que impacte con la superficie de la
tierra por medio de:

a) Campos de pendientes, monotonia y concavidad.

b) Encontrando la solucién explicita.
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2.6 Ecuaciones diferenciales
autonomas

En la unidad 2.2 analizamos las ecuaciones de la forma % = g(x), don-
de el lado derecho es una funcién en términos de la variable indepen-
diente x. En esta unidad vamos a analizar las ecuaciones diferenciales
de primer grado de la forma:

dy
—=90)
Donde la funcién ahora depende de la variable dependiente y.

En esta seccidn aplicaremos las técnicas vistas en la unidad 2, el
andlisis gréafico y las soluciones explicitas, a dicho tipo de ecuaciones.

Definicion
Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma:

dy
— = 14
=90 (14
Donde g (y) es una funcién de y solamente, se denomina

autonoma.

Ejemplo 9:
El primer ejemplo de una ecuacién diferencial autbnoma, toman-
do el ejemplo andlogo de la unidad 2.2 (y/ = 1/x) es:
y/ =3 (15)

Encontrar una funcién que tenga la propiedad de que su deriva-
da es la reciproca de la funcién dada.



Solucion:
Veamos qué informacién cuantitativa podemos obtener de las
soluciones de (15), aplicando los conceptos del célculo.

Siy >0 entonces y/ > 0y las curvas de solucion son crecientes.
Siy <0, entonces y’ < 0y las curvas solucién son decrecientes. Para
determinar la concavidad de las curvas, necesitamos y’. Si derivamos
con respecto a x, encontramos que:

T
yi=-1z (16)

Y en este caso difiere de la situacién de la unidad 2.2, en la que
la segunda derivada eran funciones explicitas de x. Aqui encontramos
expresada la segunda derivada en términos de la primera. Sin embar-
go, podemos sustituir el valor de y/ por el de la ecuacion (15) en (16)
para hallar:

1
V== 7

Aun cuando el miembro de la derecha de (17) no sea funcion
explicita de x, este indica que el signo de la segunda derivada esté
determinado por el signo de y. De modo que si y > 0, las curvas
solucién tienen concavidad hacia abajo, mientras que siy < 0 tendran
concavidad hacia arriba.

Construyendo ahora el campo de pendientes de (15). Al calcular
las pendientes de las curvas solucidén en puntos equidistantes (x, y),
observamos que a lo largo de la rectay = O (el eje x), las pendientes
son infinitas. A lo largo de la recta y = 1 las pendientes son iguales 1.
Alo largo de la recta y = 2 las pendientes tienen un valor ¥2. A lo largo
de larectay =- 1 todas las pendientes son iguales a - /2. Exactamente
como en el caso y/ = g(x), podemos construir el campo de pendientes,
que se muestra en la siguiente figura.



Figura 18. Campo de pendientes de la ecuacién auténoma y':—:—.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Analicemos ahora el caso de las iséclinas, a saber: ;Dénde es
la pendiente de la curva igual a m? ;Cémo podemos decir si esta
afirmacion es correcta? La simetria a lo largo del eje x significa que al
sustituir y por -y se obtiene la misma imagen. Si en (15) sustituimos y
por -y, en ambos lados de la ecuacién, obtenemos de nuevo (15); asi

que la familia de soluciones correspondientes a ella debe ser simétrica
al eje x.

Notemos que (15) dio pendiente infinita si y = 0. Esto significa
que y = 0 (el eje x) se excluye del dominio de cualquier solucion.
Aunque parece que ningun par de curvas solucién se intersecan, no
podemos verificar este hecho por el momento.

Asi sin resolver (15) explicitamente, hemos sido capaces de
obtener la forma general de las curvas solucién, con técnicas gréficas.

La figura (19) muestra estas soluciones (observe que la figura contiene
12 soluciones y no 6).



Figura 19. Campo de pendientes de la ecuacién auténoma y’= — con algunas curvas
soluciones.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Por dltimo, podemos dar la solucién analitica. Si intentamos apli-
car la técnica del capitulo 1 a (15), escribiendo a continuacion:

yo =1 dx

nos proporcionaria una solucién para y(x), porque para evaluar
la integral tendriamos que conocer y de manera explicita como
funcién de x. De haberla conocido explicitamente como funcién de
x tendriamos ya la solucién. Esto no significa que no haya soluciones
explicitas de (15). Si tanto y vy, y/ estuvieran en el mismo miembro
estariamos en una mejor posicién para integrar. Multiplicando ambos
lados de la ecuacién (15) por y se obtiene:

yy=1

De esta forma podemos integrar ambos lados de la ecuacién
con respecto a x para encontrar:

[y.y/dx = [dx




El lado izquierdo se puede integrar para obtener:

) dy 1,
j%ydx=Jyg;dx=ij=§y4%&

Lo cual nos lleva a que:
1
;yz + Cz =X + Cl

Donde C, y C, son constantes arbitrarias. Si hacemos C = C, -
C,, entonces la solucion de (15) es:

§y2=x+C

Observe que es posible expresar este resultado como una fun-
cién explicita para y, resolviendo encontramos la familia de soluciones:

y(x) =tV (Q2x + C) (18)

Pareceria que en contraste con la situacién planteada en el
capitulo 1, la constante arbitraria en (18) no representa una translacién
vertical entre ningun par de soluciones, sino una translacion horizontal.
La figura (20) muestra varias soluciones particulares de esta familia
con valores iniciales (0,2), (0,-1), (2,2), (2,-1).



Conceptos Basicos (ldeas Cualitativas) -

. . - ) .
Figura 20. Campo de pendientes de la ecuacién auténoma y’= — con algunas cur-
vas soluciones particulares.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Observe que las soluciones dibujadas a mano (figura 19) y las
graficas de nuestras soluciones explicitas (figura 20) coinciden.

Ejemplo 10:

Consideremos ahora la ecuacion diferencial auténoma:

dy
—=40-y) (19)

Hacer un andlisis cualitativo de la ecuacién diferencial.

Solucion:

Observe que el lado derecho no depende de la variable indepen-
diente x.

SiO<y<1entoncesy’>0ylas curvas de solucion son crecientes
en dicho intervalo. Por otra parte siy < 0 o siy > 1, entonces
y/ < 0y las curvas solucién son decrecientes en estos intervalos.
Para determinar la concavidad de las curvas, necesitamos y//. Si
derivamos implicitamente con respecto a x, encontramos que:

109



y/=(4y — 4y*) =4y/ —8yy/ (20

En este caso difiere de la situacion de la unidad 2.2, donde la
segunda derivada eran funciones explicitas de x. Aqui encontramos
expresada la segunda derivada en términos de la primera. Sin embargo,
podemos sustituir el valor de y/ por el de la ecuacion (19) en (20) para
hallar, usando derivacién implicita:

y/=32y° — 48y* + 16y = 16y(2y* =3y + 1) 21)

=1l6y.(y-1)(y-"2)

Aun cuando el miembro de la derecha de (21) no sea funcion
explicita de x, este indica que el signo de la segunda derivada esté
determinado por el signo de y. De modo que siy>1,00<y< 2 las
curvas solucién tienen concavidad hacia arriba, mientras que siy < 0
0 Y2 <y < 1 tendran concavidad hacia abajo.

Construyendo ahora el campo de pendientes de (19). Al calcular
las pendientes de las curvas solucién en puntos equidistantes (x, y),
observamos que a lo largo de larectay = O (el eje x), 0, y = 1 las
pendientes son infinitas. A lo largo de la recta y = 2 las pendientes
son iguales -8. A lo largo de la recta y = -2 las pendientes tienen un
valor -24. Alo largo de larectay = - 1 todas las pendientes son iguales
a - 8. Exactamente como en el caso y/ = g(x), podemos construir el
campo de pendientes, que se muestra en la figura 21.



Figura 21. Campo de pendientes de la ecuacién auténoma y”
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Analicemos ahora el caso de las iséclinas, a saber: ;jDonde es
la pendiente de la curva igual a m? ;Cémo podemos decir si esta

afirmacion es correcta? La simetria a lo largo del gje x significa que al

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

sustituir y por -y se obtiene la misma imagen. Si en (19) sustituimos y
por —y en ambos lados de la ecuacidn, no se obtiene la igualdad (19);

,

asi que

la familia de soluciones correspondientes a ella no debe ser

simétrica al eje x.

0,y 1. Esto significa

Notemos que (19) dio pendiente infinita siy

1 se excluye del dominio de cualquier solucién.

0 (elejex),y,y
Aunque parece que ningun par de curvas solucioén se interseca, no

podemos verificar este hecho por el momento.

quey

(19) explicitamente, hemos sido capaces de

Asi sin resolver
obtener la forma general de las curvas solucion, con t

ficas.

écnicas gra

2



La figura 22 muestra estas soluciones.

Figura 22. Forma general de las curvas solucién.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Por ultimo, podemos dar la solucién analitica, si intentamos

aplicar la técnica del capitulo 1 a (19), escribiendo a continuacion:

El ejemplo anterior sugiere algunas observaciones generales

acerca de las ecuaciones diferenciales auténomas de la formay’ = g

(y).

Las soluciones de una ecuacion diferencial autonoma son
siempre funciones definidas explicitamente para x (y), aunque
no necesariamente para y(x). En ocasiones es posible resolver

X =X (y) paray = y(x).

1. Las iséclinas de las ecuaciones diferenciales auténomas
son siempre lineas horizontales.



2. Siy =g (y) permanece sin cambios después de sustituir
y por -y en ambos lados de la igualdad de la ecuacion
diferencial, entonces la familia de soluciones es simétrica
a lo largo del eje x.

3. Siy/ =g (y) permanece sin cambios después de sustituir
simultdneamente y por - y asi como x por - x en ambos
lados de la ecuacién diferencial, entonces la familia de
soluciones es simétrica con respecto al origen.

4. Empleamos la expresién curva de solucién analitica para
describir la grafica de una solucién explicita de una
ecuacion diferencial. Esta denominacion la distingue de
una curva solucién trazada a mano, obtenida directamente
del campo de pendientes de la ecuacion diferencial.

5. Si conocemos una solucién de una ecuacion diferencial
auténoma, digamos y(x) = f(x) entonces y(x) = f(x + C)
donde C es una constante, es otra solucion, porque la
grafica de f(x + C) es una translaciéon horizontal de la
grafica de f(x).

El modelo elemental de crecimiento poblacional se basa en la hipdtesis
de que «la razén de crecimiento de una poblacién en un tiempo t es
proporcional al tamano de la poblacién en ese tiempo t». Modelar,
mediante una ecuacion diferencial este problema.

6 También llamado Madelo de Malthus, del crecimiento poblacional. Este articulo es incluido por J. R. N Newman,
en El mundo de la Matematica, volumen 2, 1996.



Solucion:

Nuestra hipétesis no dice que la razén de cambio de la poblacién
solo depende del tamano de la misma. En este modelo de crecimiento
no se tiene en cuenta las limitaciones de espacio o recursos naturales.
Por tal razén, a este modelo se le puede considerar muy incipiente.

Ahora, si llamamos:

t = tiempo (variable independiente)

P (t) = Poblacién en el tiempo t (Variable dependiente)

k = constante de proporcionalidad, (parametro) entre el
cambio de crecimiento y el tamano de la poblacién.

Con la notacién anterior podemos expresar nuestro modelo como:

ap(t)
——=kP(t) (22)

Es decir, la razén de cambio de P(t) es proporcional a P(t). Si

la constante k es mayor que cero entonces estamos diciendo que

la poblacién esta creciendo, mientras que para k menor que cero la

poblacién esta decreciendo.

Monotonia y concavidad: de acuerdo con lo visto en célculo
tenemos que si k > 0, entonces la funcidon P (t) seréa creciente, y si k <
0 entonces P (t) esta decreciendo. Para ver la concavidad calculamos
la segunda derivada (22) con respecto a t, y tenemos:

d?P dP(t)
az - ay

Sustituyendo por (22), se tiene:

2

F = kzp(t)




Como K2 > 0, entonces el signo de la segunda derivada
solamente esta determinada por P (t). Como la poblacién siempre es
positiva entonces la segunda derivada es positiva y la concavidad de
las soluciones siempre es hacia arriba.

Campos de pendientes y simetria: construyendo ahora el
campo de pendientes de (22). Al calcular las pendientes de las curvas
soluciones en puntos igualmente espaciados (x, y), observamos que
a lo largo de la recta P (t) = O (el eje 1), las pendientes son cero. A
lo largo de la recta P (t) = 1, las pendientes son iguales a k, lo cual
se muestra en la figura 23. Observe que el campo de pendientes es
simétrico respecto al eje t, ya que al remplazar P (t) por -P (t), se
tendria la igualdad. Esto si se pudiera hablar de poblaciones negativas.

Isdclinas: ;Ddénde es la pendiente de las curvas solucion igual a

dp
m? Esto ocurre cuando o my cuando P (t) = mk, estas representan
lineas horizontales, tal como se muestra en la figura 23.

Figura 23. Pendiente.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



De esta forma, sin resolver de manera explicita, hemos encon-
trado la forma general de las curvas solucién con la ayuda de las
técnicas gréficas.

Solucién analitica: veamos ahora el enfoque analitico. Si
dividimos en la ecuacién 22 por P(t), obtenemos:

1 dP() _
P(t)" dt

Integrando a ambos lados obtenemos:
In|P(t)| =kt +C (23)

Donde k es una constante arbitraria. Si trabajamos con P (t) > 0
y tomamos exponencial a ambos lados de (23), se tiene:

P(t)=e"*C = eCekt = C e* tomando como C; = €€,

expresién que nunca es cero.

De esta forma se tiene una familia de soluciones:
p(t)=Cre" C, # 0 (24)

Pero es claro que si P (t) = O, la ecuacién anterior se satisface,
es decir que (24) se satisface aun siendo C, = 0.

Observe que el valor de C, es la interseccion de la gréafica con el
eje de p (t), ya que P (0) = C,. La figura 24 nos muestra unas gréaficas
soluciéon de la ecuacion diferencial.



Figura 24. Algunas gréficas solucién de la ecuacién diferencial P(t) = ('__-‘f-{’“.

jl

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Observando las soluciones dadas en la figura 20 y 21
se ve claramente la compatibilidad de las soluciones trazadas
cualitativamente y de las soluciones dadas analiticamente.

Si aplicamos la soluciéon al crecimiento poblacional (k > 0),
observamos que si P(0) > O, la poblacién crece sin medida conforme t
— o<, En el caso que se tuviera k < 0 y ademas P (0) > 0, vemos que la
cantidad de poblacién tiende a cero cuando t = ©<. En ambos casos
si P (0) = 0, es decir no hay poblacién presente, entonces nunca habra
poblacién futura, es decir P (0) = O para todo t.




d
En el ejemplo 10 vimos que ﬁ =0 cuandoy =0, 0 cuando y = 1,

estas dos ecuaciones se llaman soluciones de equilibrio de la ecuacién
diferencial.

Definicion

Si la ecuacion diferencial y/ = g(x, y) tiene una solucién de la
forma y(x) = constante, la solucién recibe el nombre de solu-
cién de equilibrio.

En el ejemplo 11, se observa que las soluciones cercanas a

la solucién de equilibrio P (t) = O de 2 = kP(t), tienen diferentes

caracteristicas dependiendo de si k > 0 (()usi k < 0. Sik >0y partimos
de una solucién cercana de la solucién de equilibrio P (t) = 0, nos
acercamos hacia y = 0 cuando x aumenta. Una solucién de equilibrio
de este tipo se conoce como solucién de equilibrio estable. Si K >
0y partimos cerca de la solucién de equilibrio p (t) = O, nos alejamos
de y = 0 a medida que x aumenta. A una solucién de equilibrio de
esta clase se le da el nombre de solucién de equilibrio inestable.
Es posible que una solucién de equilibrio parezca estable desde un
extremo e inestable desde otro extremo. A una solucién de equilibrio

de esta naturaleza se le denomina semiestable.

Estas ideas nos conducen a la siguiente definicion:

Definicion

Dada la ecuacion diferencial y/ = g(x, y), se trata de una ecua-
cién que tenga una solucion de equilibrio, es decir, una solu-
cion de la forma y(x) = constante. Una solucién de equilibrio
se denomina estable si todas las soluciones de la ecuacion



diferencial que parten cerca de esta solucién de equilibrio
permanecen cercanas a dicha solucién de equilibrio a medida
que x — o<, Una solucién de equilibrio es inestable si todas
las otras soluciones de la ecuacién diferencial que parten de
las cercanias de esta solucién de equilibrio se alejan de esta
soluciéon a medida que x — cc. Si una solucién de equilibrio
no es ni estable ni inestable, recibe el nombre de solucion
indiferente.

. . 2 . . 2 d
Consideremos la ecuacion diferencial autonoma d—y = ky.
X

Analizar el comportamiento grafico, para algunos valores de k.

Solucion:
Si tomamos k = 1 entonces nuestra ecuacién auténoma se

convierte en:
dy _

dx

Si el valor inicial y(x,) es positivo, entonces y(x) — o a medida
que x aumenta. Si y(x,) = 0, entonces y(x) = 0. Finalmente, si y(x,) <O,
entonces y(x) = —©° conforme x aumenta. Observe que un pequeno
cambio en la condicidn inicial puede ocasionar un gran cambio en el
comportamiento final. Asi por ejemplo, si y(x,)=10t"", entonces y(x)
— — conforme x crece. A este hecho se le conoce como sensibilidad
a las condiciones iniciales.
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Ejemplo 13. La ecuacion logistica’:

Para poder lograr un modelo de crecimiento mas acorde a la realidad
se le puede hacer unos ajustes al modelo de crecimiento ya visto,
que tenga en cuenta el entorno y sus recursos limitados, para esto
tomamos las siguientes hipdtesis:

Si la poblacién es pequefa, la razén de crecimiento de la
poblacién es proporcional a su tamano.

Si la poblacién es demasiado grande para ser soportado por su
entorno y recursos, la poblacidon disminuird. Lo que significa que la
razén de crecimiento es negativa.

Construir el modelo para la ecuacion logistica.

Solucion:
Para este modelo tenemos de nuevo:

t = tiempo (variable independiente)
P (t) = poblacién en el tiempo t (variable dependiente)

k = coeficiente de la razén de crecimiento para poblaciones
pequenas (parametro)

Sin embargo, nuestra hipdtesis acerca de los recursos limitados
introduce otra cantidad, el tamano de la poblaciéon que corresponde a
ser «demasiado grande». Esta cantidad la da un segundo pardmetro,
que denotamos por M, que se llamard la «capacidad de soporte del

7 El modelo original de Malthus es usado solo para situaciones muy simples. EI modelo logistico nos permite
representar situaciones mas reales.



entorno o medio». En términos de la capacidad de soporte, estamos
suponiendo que P (t) crece si P (t) < M; no obstante si P (t) > M,
suponemos que p (t) estd decreciendo.

De esto y teniendo en cuenta la hipdtesis tenemos:

dP(t) _
2~ kP (1)

Si p (t) es pequena (primera hipdtesis).

dpP(t)

Si P(t) > M, < 0 (segunda hipétesis)

Necesitamos construir un modelo que sea «algebraicamente
simple» 0 por lo menos tan simple como sea posible, que permita
modificar el modelo exponencial ya visto lo menos posible. Asi se
puede intentar un modelo de la forma:

0 = k. (algo). P()
Y este factor «algo» sea cercano a 1 sip (t) es pequeno, pero si
P (t) > M, queremos que ese «algo» sea negativo. La expresién mas

simple que hace que esto se cumpla es la expresion:

Observe que esta expresion esigual a 1 si P (t) = 0 y es negativa
si P (1) > M.

Luego el modelo que se requiere es:

d”—“)zk.(1—@).1)(t)

dt M

(25)

Este modelo es llamado el modelo logistico de la poblacién con
velocidad de crecimiento k y capacidad de soporte M. Es una ecuacién
diferencial de primer orden. Se dice que no es lineal porque su lado
derecho no es una funcion lineal de P (t), como lo era el modelo de
crecimiento exponencial visto en el gjemplo 11.



Veamos el andlisis cualitativo, para lograr hacer un mejor analisis
empecemos buscando los puntos de equilibrio de dicha ecuacion, y a
partir de ellos analizaremos el resto de los item.

Puntos de equilibrio: los puntos de equilibrio de la ecuacion
logistica se obtienen igualando en (25) a dp / dt = 0, esto es:

P(t)
k.(l —7) P(t) = 0 de donde,

P(t) =0 yP(t) =M estas son las curvas de equilibrio de la
ecuacion diferencial. Esto quiere decir que la derivada de P, desaparece
para toda t, la poblacién permanece constante siP =0 o P = N. Es
decir, las funciones constantes P (t)=y P (t) = M resuelven la ecuacién
diferencial. Estas dos soluciones constantes tienen mucho sentido:
si la poblacién es cero, permanecera en cero indefinidamente; si la
poblacidon es exactamente la asociada a la capacidad de soporte, ni
crecerd ni disminuird. Igual que antes, decimos que P =0y P = N son
puntos de equilibrio. Las gréficas de las funciones constantes P (t) = 0
y P (t) = N son llamadas soluciones de equilibrio (ver la siguiente figura).

Figura 25. Gréfica de los puntos de equilibrio para la ecuacién logistica.

fiP)

I]':I

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



De acuerdo con lo visto en célculo podemos hacer el andlisis de
signos de la siguiente manera:

O M
P (t) < >
- - + +
+ + + -
P(t)
(-2 ] . -

Este anaélisis de signos nos permite ver el comportamiento de
la poblacién a largo plazo. Si la poblacién inicial se encuentra entre
0 y M, tenemos entonces que f (P) > 0. En este caso, la razén de
crecimiento dP/dt = f (P) es positiva y en consecuencia la poblacién
P (t) esta creciendo. En tanto que si P (t) se encuentra antes de O o
después de M, la poblacién estd decreciendo. Sin embargo, cuando
tiende a la capacidad de soporte M, dP/dt = f (p) se acerca a cero, por
lo que se espera que la poblacién se nivele cuando tiende a M.

Figura 26. Puntos de equilibrio de la ecuacién logistica.

P

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

SiP (t)>M,entoncesdP /dt=f(P)<Oylapoblaciénestad disminu-
yendo. Caso similar sucederia si P (t) <0, se tendria que dP/dt=f (P) < 0.
Asi, a partir solo del conocimiento de la gréfica de f, podemos esbozar
varias soluciones con condiciones iniciales diferentes, todas sobre los




mismos ejes. La unica informacién que necesitamos es el hecho de
que P =0y P =M son soluciones de equilibrio; P (t) crece si 0 < P <
M, y P (t) disminuye si P > M o P < =. Por supuesto, los valores exactos
de P (t) en cualquier tiempo dado t dependeran de los valores de P
0), ky M.

Figura 27. Gréafica del comportamiento de las curvas solucién para la funcién
logistica.

P=N

"]
P =1 i

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



Figura 28. Charles Emile Picard (1856-1941).

Fuente. Bell (2002).

Picard fue un eminente matematico francés y secretario permanente
de la Academia de Ciencias de Paris. Su trabajo matematico incluye
resultados profundos en el andlisis complejo, EDP y EDO, en particular
el teorema de existencia y unicidad.

Hemos visto un procedimiento cualitativo para el estudio de
soluciones de ecuaciones diferenciales. Un problema que no hemos
considerado, es scomo sabemos que hay solucion? Esta pregunta
conduce a una discusion sobre condiciones iniciales y a la unicidad de
las soluciones de una ecuacién auténoma. La unicidad garantiza que
las diferentes soluciones no se intersecan. Veamos unos ejemplos que
nos ilustren esta situacion.




Jorge Augusto Pérez Alcézar

Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos

Ejemplo 14. Asintotas verticales

Consideremos la ecuacién diferencial auténoma:

(26)

= y2

ay

dx

Hacer un andlisis gréafico de la ecuacion diferencial.

Solucion:

El campo de pendientes de (26) se muestra en la siguiente

figura.

b
1 -

dy
v

Figura 29. Campo de pendientes para la ecuacién diferencial auténoma
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Fuente . Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Este campo de pendientes es simétrico con respecto al origen.
Ademas las curvas solucién son crecientes para y # 0. También se

tiene que al calcular la derivada de (26) se tiene:

6



hacia arriba si

én son céncavas

y > 0 y cdncavas hacia abajo si y < 0. Si observamos el campo de

z

De modo que las curvas soluci

pendiente de la figura 29, nos damos cuenta que esto esta de acuerdo
con dicha informacion. La figura 30 ilustra algunas curvas solucién.

J)

dv
alx

Figura 30. Gréfica de algunas soluciones de la ecuacién auténoma (

||||||||||| ] e e

e s o T T, Y, e Py T

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ahora, encontrando la solucidn explicita, se tiene que y(x) = O
es una solucién de equilibrio. Si y(x) # 0, entonces de (26) se tiene:

x+C

Resolviendo para y encontramos la familia de soluciones:

27)

_ 1
x+C

y(x)

Esta familia de soluciones no contiene la solucién de equilibrio

y(x) = 0 para cualquier C finito.



Observe que el denominador de 27 tiene una asintota vertical
en x = - C. Asi por ejemplo, la solucién que pasa por el puntoy (1) =

1 es:
1
Yy =5

la cual tiende a +°° a medida que x pasa de 1 a 2. No olvide que

una solucién no puede pasar a través de su asintota vertical. También

observe que conforme x — oo, la funcién dada por (27) tiende a cero.

Asi por ejemplo, la solucién que pasa a través del puntoy (-1) =-1 es:
1

y(x) = x_-I—Z

Que tiende a cero cuando x tiende a oo desde - 1.

Podemos evaluar la constante arbitraria en (27) para cualquier
condicién inicial. Asi, si la condicién inicial es y (0) =y, # 0, se tiene C

=-21 y por lo tanto:

Yo 1

yx) = - I
x — —
Yo

De este modo, se tienen dos casos:

a) Siy, > 0, entonces y(x) — oo, si X —>yi desde la izquierda:
0

asintota vertical.

b) Siy, <0, entonces y(x) — 0, (desde la parte inferior) conforme
Xx— oc; asintota horizontal.

Sinembargo, siy, = 0, entonces tendremos solamente la solucion
de equilibrio y(x) = 0.

Obsérvese que cuando dibujamos la figura (29) olvidamos las
asintotas vertical y horizontal. Esto se debe a que el andlisis grafico



puede no mostrar todo. Las soluciones no necesitan prolongarse
indefinidamente. La figura (30) muestra el campo de pendientes
original y algunas curvas solucién analiticas particulares que pasan
por los puntos iniciales (1,1), (-1,-1), (3, 1/3), (-3,-1/3), (5,1/5) y (-5,
1/5), en los cuales se muestran las propiedades anteriores.

El teorema de existencia y unicidad

Siglxyy 29CY) ootan definidas y son continuas en una
regién rectang?jlar R={&xyla<x<bc<y<d} en
el plano x - y. Y si (x, Yy, es un punto del rectangulo, en-
tonces existe un € > 0 y una funcién y(x) definida para
X, - € < X <X, + € que resuelve el problema de valor inicial:

—=g(x,y) y(xo) = ¥o

0
dy
dx

Unos comentarios acerca del teorema de existencia y unicidad.

El teorema de existencia y unicidad garantiza que hay una
solucion. Si se lee con atencién se puede ver que la funcion
solucion puede tener un dominio muy pequeno de definicion.
El teorema dice que existe un £ > 0 y que la solucién tiene un
dominio que incluye el intervalo x,- € < x < x, + & El €puede
ser extremadamente pequeno, por lo que aunque el teorema
garantiza que existe una solucidn, esta puede ser definida
solo para intervalos muy pequenos.

Este teorema de existencia y unicidad también nos garantiza
la existencia de una Unica solucién. Este teorema de existencia
y unicidad nos dice que si queremos resolver el problema con
valor inicial 5 = 9(x,); ¥(xo) = yo, entonces se nos garantiza
que existe una curva solucién que pasa a través de ese punto
(X Yo)» Y Que ninguna otra curva solucion pasa a través de
ese punto, sabiendo que g(x, y) y ‘”ﬁ—’;” son continuas para
todos los puntos cercanos a (X, ).



El teorema no sugiere cémo encontrar la solucién. No
obstante, garantiza que existe una por buscar.
Este teorema nos dice que si g(x, y) y === g( )
para todo x y toda y, entonces hay una squC|on Unica valida.
Existe una solucidn Unica, pero puede no ser vélida para todo

son continuas

Xy today.

Este teorema no dice que si g(x, y) y ——= son discontinuas,
entonces no habra solucion. En este caso, el teorema no es
concluyente y no nos dice nada.

g( )

Analizar la aplicacién del teorema de existencia y unicidad para la
ecuacion diferencial (26), es decir:

av _ 2
L=y )

Solucion:
g( .y)

Aqui g(x, y) = y?, de modo que =2y Por lo tanto g(x, y)
Yy, ——= Bg( ” son continuas para todo x y toda y. El teorema establece que
eX|ste una solucion dnica que satisface la condicion inicial y(x,) =y,.
en otras palabras, existe una curva Unica que pasa a través del punto
y(x,) =y, Esto significa que las curvas solucién no se intersecan,
debido a que de otra manera habria dos soluciones distintas con la
misma condicién inicial en el punto donde se intersectarian. Ahora la
funcién y(x) = O es una solucién de (28) de modo que ninguna otra

solucién puede intersectarla.



(29)

1

Conceptos Basicos (Ideas Cualitativas)

y' = (y — 1)%/3 con condici6n inicial y(1)
La figura 31 ilustra el campo de pendientes de (28), y la figura

Aplicar el teorema de existencia y unicidad a dicha ecuacién
32, una curva solucién a través del punto (1,1).

Consideremos la ecuacién diferencial auténoma:
diferencial.

Ejemplo 16

Figura 31. Campo de pendientes para la ecuacién diferencial (29).

Solucion:
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



Figura 32. Campo de pendientes con la solucién particular de (29).
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ahora veamos el enfoque analitico. Aunque la funcidon es
continua en todos los numeros reales, su derivada con respecto a vy,
a saber g(y —1)7%/3 es discontinua en todo punto en donde y = 1,
y esto incluye la condicién inicial. Asi, a pesar de la figura (29), no se
garantiza que exista solamente una solucién a través del punto (1, 1).

Podemos escribir (29) en la forma:

1

S
oo Y =1

lo cual, integrando da como resultado 3 (y — 1)/3 =x + (. 0
bien:

y() = —(x+0)°* +1

Si aplicamos la condicién inicial y (1) = 1 se tiene que C =-1; de
manera que se tiene la solucion:

y) = —(x -1 +1



Si nos detenemos aqui, concluiremos que existe solamente una
solucién a través de (1,1) y que la figura 32 es correcta. Estariamos
equivocados, puesto que (29) tiene una solucién adicional que hemos
pasado por alto, la solucién de equilibrio y(x) = 1. Esta también
satisface la condicion inicial, De este modo:

y(x) =1
Es otra solucién a través de (1, 1).

La siguiente figura muestra el campo de pendientes de (29),
junto con las dos soluciones:

Figura 33. Gréfica en donde se ve que falla la unicidad.
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Fuente. (Gréfica realizada por el autor con el programa Geogebra)



Si analizamos la figura (29), podemos ver realmente cuatro
soluciones. Las dos obvias dadas anteriormente. Sin embargo, tomando
y(x)=1 para x<1, y la ramificacién y(x)=$ (x —1)® +1, tenemos una
tercera. Finalmente, tomando y(x) = % (x —1)® 4+ 1, parax < 1lyluego
y(x) = 1, tenemos una cuarta. De hecho, estas dos Ultimas no solamente
son continuas en x = 1, sino que también son diferenciables alli.

Consideremos ahora un problema con valor inicial para la ecuacion
diferencial autbnoma:

y/ =y y (%) =Y, (30)
Teniendo en cuenta que tanto y*? como su derivada respecto
a 'y, ¥2y'2 son continuas a lo largo de sus dominios, de modo que el
teorema de existencia y unicidad se aplica para cualquier x, y cualquier
Y,- También la ecuacion (30) tiene solucion de equilibrio en y(x) = 0.

En el caso de las soluciones de no equilibrio, siy > O la solucién
se incrementa, mientras que si y < O la ecuacién diferencial no esta
definida debido a que:

1/2 1/2,,3/2 _ 3

2

2

y/ =2yteyl = 2yi/zy y

La gréfica de la solucién es céncava hacia arriba para 'y # 0.
El campo de pendientes para (30) se muestra en la siguiente figura.
Observe gue no se dibuja nada paray < 0.



Figura 34. Gréfica del campo de pendientes de la ecuacion diferencial (30).
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Encontremos ahora la solucién explicita de (30). En el caso de
no equilibrio, cuando y(x) # 0, dividimos (30) por y%?2 para obtener

y3/2y!

1, que al integrar da como resultado -2y'/2 = x + C o bien:

G

-2
x+C

Elevando al cuadrado la ecuacién anterior se obtiene:

(32)

(x+C)2

y(X)

Observe que no hay valor finito de C que permita que la solucién

0 quede implicita en (32).

de equilibrio y(x)

0, a saber,

, Observamos que pasa a través de los puntos (2,1) y (-2,1).

Si consideramos el caso particular de (32) cuando C

4

2
El camf)o dependientes para (30), junto con la funcién (32) con C
es deciry

y(x) =
figura.

0,

, ¥ los puntos (2,1) y (-2,1), se muestran en la siguiente

_ 4
x2



Figura 35. Gréfica del campo de pendientes con dos curvas solucién para (32).
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Pero entonces tendriamos un error; el miembro de la derecha
dey= % y el campo de pendientes estan en desacuerdo, ;jdénde esta
el error? Se ha incurrido en un descuido muy comun. De hecho, si solo
hubiéramos obtenido la solucién explicita sin hacer el analisis grafico,
no nos dariamos cuenta de que algo estaba equivocado. Nuestro
error se encuentra en el paso de (31) a (32). El miembro derecho de
(31) debe ser positivo, lo cual significa que (31) solamente es valido
para x < - C. En consecuencia, la forma correcta de expresar la familia
de soluciones utilizando (32) es:

4

—_—, <-C
x+c32 *

y(x) =

. 4 - o
Asi,y = es la solucién de este problema de valor inicial vélida
solamente para x < - C y su gréfica aparece en la figura 36.



Conceptos Basicos (ldeas Cualitativas) -

Figura 36. Gréfica de la solucién verdadera para la ecuacion diferencial dada.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Para ilustrar lo que ocurre con otro punto inicial, notemos que las

. o « e, “ e . 4 Ly
soluciones explicitas para la condicién inicial y (2) = 1 es - Valida
para x < 4. Esta soluciéon también se muestra en la figura (32). Este
gjemplo nos muestra que se debe tener cuidado cuando se resuelve

y(x). Es un error comudn introducir funciones que no constituyen
soluciones.

Definicion
Una solucién particular de y’ = g(x, y), que no se obtiene de
la familia de soluciones (que contenga la constante arbitraria

C) seleccionando un valor finito para C, se denomina solucion
singular.

Ejemplo 18:

Consideremos la ecuacién diferencial auténoma:

y=y1-y? (33)
con la condicidn inicial y (0) = 0. Analizar y resolver la ecuacién
diferencial.




Solucion:

Tenemos que, tanto 4/1 — ¥? como su derivada -y ,/1 — y?, son

continuas en la vecindad de (0, 0), asi que no se tiene ningun problema
con la unicidad de la solucién.

Si dividimos (33) entre /1 —y? y hacemos la integracion,
obtenemos:
dy
[y
I'T"
Lo que nos lleva a:
Arcsen y=x+C, (34)

Si utilizamos la condicién inicial, encontramos que C = 0, de
modo que (34) se reduce a:

Arcseny=x (35)
De donde se obtiene:

y = sen(x) (36)

Pero de acuerdo con la ecuacién (33), las soluciones deberian
ser crecientes (o tener lineas tangentes horizontales cuando y = +1),
mientras que las soluciones que se han encontrado (36), oscilan. Esto
es un error. La figura 37 permite ver qué sucede cuando el campo de
pendientes para (34) y la solucién (35) se trazan juntas.



Figura 37. Gréficas de las funciones (34) y (35).

Fuente . Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Se ha cometido un error semejante al del gjercicio 17 cuando se
pasa de (35) a (36). El intervalo de la funcién y = arcsen(x) es [—g,;ﬁ]
de manera que (35) solamente es vélida para —g <x < g Asi que (36)
solamente es vdlida para —g <x < g La solucién correcta para (33)

restringida a y(0) = O es:

y = sen(x) donde —g <x

IN
N1

Este error es facil de cometer. De hecho, la mayoria de los
paquetes de software que resuelven ecuaciones diferenciales
proponen a (36) como solucién de dicha ecuacién, que no lo es.




Analisis cualitativo

1. Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:

Utilice métodos gréficos (célculo, campos de pendientes
isdclinas) para trazar algunas curvas solucion.

Resuelva la ecuaciéon diferencial para y(x) con métodos
analiticos.
Confirme que los encisos a y b son consistentes.

a.y =-y2 b.y =-1-y2
c.y =y2 d.y =y
e.y =y fy =/1— y?

2. Determine la familia de soluciones explicitas para cada una
de las ecuaciones diferenciales y/ = ey, y/ = -e™. Trace la
grafica de estas dos familias de soluciones, utilizando la misma
escala para el eje x vy, el eje. ;Qué nota acerca del angulo de
interseccion entre estas dos familias de soluciones? ;Podria
haberlo descubierto directamente a partir de las ecuaciones
diferenciales, sin resolverlas?

3. Resuelvay/ = 1 -, sujeta a la condicidn inicial:

a.y (0)
b.y (0)
c.y ()
d.y (X) =,

0
1
2




4. Considere las cuatro ecuaciones diferenciales siguientes:
y=y+1, y=y-1, y=Inlyl y =y2-1

a) El campo de pendientes de una de estas ecuaciones se
muestra en la figura 38. Relacione la ecuacién apropiada
para la figura, estableciendo cuidadosamente sus razones.
No esboce ninguna gréafica del campo de pendientes para
responder a esta pregunta.

b) Disene brevemente una estrategia general para este proceso
de relacion.

Figura 38. Campo de pendientes para alguna de las funciones del gjercicio 4.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra

5. Las figuras (39) y (40) son campos de pendientes descono-
cidos, que creemos son los campos de pendientes correspon-
dientes a dos de las siguientes ecuaciones diferenciales:



2 2
ye+1 ye—1
a.y = b.y =
Y=y y y2+1
y2+1 y2-1
c.y =- dy =-%
y2-1 ye+1

Figura 39. Campo de pendientes para alguna de las funciones del ejercicio 5.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Figura 40. Campo de pendientes para alguna de las funciones del ejercicio 5.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



. Identifique la ecuacién diferencial a la que pertenecen cada
uno de los campos de pendientes desconocidos. Confirme la
informacién haciendo uso del célculo y las isdclinas. No trace
la gréfica de ningun campo de pendientes para responder la
pregunta.

. Ahora sobreponga los dos campos de pendientes
desconocidos, quizaés colocando uno sobre otro y mirandolo
a contraluz. Otra manera de hacerlo consiste en trazar la

gréfica de los campos de pendientes para:
y2+1 y2—1
y2-1 y2+1

y =a

Cona=1x1yb=0ydespuéscona=0yb==1 ;Qué
observa? ;Haria esta informacion mas facil el anélisis del
enciso a?

6. ¢Puede el campo de pendientes de las ecuaciones
diferenciales de la forma y/ = g(x), ser simétrico a lo largo del
gje x si g(x) no es la funcién cero? Si su respuesta es afirmativa,
proporcione las condiciones requeridas sobre g(x) y pruebe
su afirmacién. Si su respuesta es negativa, proporcione un
ejemplo donde no sea simétrico.

7. ¢Puede el campo de pendientes de las ecuaciones
diferenciales de la forma y/ = g (y), ser simétrico a lo largo
del eje y si g (y) no es la funcién cero? Si su respuesta es
afirmativa, proporcione las condiciones requeridas sobre
g (y) y pruebe su afirmacion. Si su respuesta es negativa,
proporcione un ejemplo donde no sea simétrico.

8. Resuelva la ecuacion y/ = - y2. Demuestre que la solucién
de equilibrio es semiestable. Explique por qué una solucién de
equilibrio semiestable no es estable.




9. Describa el comportamiento de las soluciones de y/ = a +
by, si:

a) a<0yb<0,b=0,b>0.
b)a=0yb<0,b=0,b>0.
c)a>0,yb<0,b=0,b>0.

Modelos simples

10. Tiempo de duplicacién. Una medida del crecimiento
exponencial, y () = Cek9, donde k> O, es el tiempo de
duplicacion, T, o sea, el tiempo que toma para que el valor
de y en cualquier tiempo en particular, t;, en duplicarse, es
decir, y (t,), se duplique a 2y (t,). Demuestre que T, = In(2/k).
Observe que T, es independiente de t (t,). ;Qué le dice esto?

11. Vida media, constante de tiempo y tiempo de estabilidad.
Existen varias medidas de decaimiento exponencial, y (t) = C
ek, donde k < 0.

a) Vida media, T,. Tiempo que toma para que el valor de
y en cualquier momento particular, t,, es decir y (t)) se
reduzca hasta el valor de y (to)/2. Demuestre que T, = -
In (2/k). Notese que es independiente de y (t).

b) Constante de tiempo, T_. Tiempo en que la tangente en
el punto (0,y (0)) cruza al eje t. Demuestre que T_=-1/k.
Confirme que la vida media es de aproximadamente el
79 % de la constante de tiempo. En algunas disciplinas,
el valor de y para cinco constantes de tiempo, es decir,
5T, se considera cero, scual es el valor de y para cinco
constantes de tiempo?



c) Tiempo de estabilizacion, T_. Tiempo después del cual
el valor de y nunca excede el 1 % del valor maximo de
y. Demuestre que para el decaimiento exponencial,
T, =-2In (10/k). Verifique que el valor del tiempo de
estabilizacion sea de cuatro a cinco constantes de
tiempo.

12. Poblacién mundial. En el ano 1800 la poblacién mundial
era aproximadamente de 1.000 millones, mientras que en
1900 era de 1.700 millones. Si la poblacién P (t) al tiempo t
obedece la ecuacién diferencial Z—IZ = kP, calcule la poblacién
mundial en el ano 2000. ;Cual serd el tiempo de duplicacion?
¢Piensa que estas son buenas aproximaciones si la poblacion
mundial en el ano 1990 era de 5.300 millones, y se estuviera
duplicando cada 40 afnos?

13. Al tiempo t = 0 un cultivo de bacterias tiene N, bacterias. Una

hora mas tarde, la poblacién ha crecido un 25 %. Si la poblacién
_ - . dP ,

P al tiempo t obedece a la ecuacion diferencial - = kP, ;cuanto

tiempo le tomaréa duplicarse a la poblacién?

14. Después de administrar un medicamento, la concentracion
de este en el cuerpo disminuye el 50 % en las siguientes 10
horas. ;Cudnto tiempo pasard para que la concentracién
del medicamento alcance el 10 % de su valor original, si la
concentracién C al tiempo t obedece a la ecuacién diferencial

L = ke?
dt

15. Dispersion de rumores. La Universidad de Arizona tiene
35000 estudiantes. El primer dia del semestre, una clase de
35 estudiantes piensan que escucharon a su profesor de
matematicas decir que cada uno recibiria la calificacién de



A en el curso. El siguiente dia una cuidadosa investigacion
de la poblacién completa de estudiantes mostré que hasta
el momento 700 estudiantes habian escuchado el rumor. Si
el rumor se dispersa de acuerdo a la ecuacion logistica y/
= ay (b - y), donde y es el nimero de estudiantes que lo
han escuchado, jen qué tiempo estara avisado el 90 % de la
poblacién de estudiantes?

16. Adquisicion de tecnologia. De 10.000 companias, 100 han
adquirido una nueva tecnologia al tiempo t = 0. Si el nimero
y (t) de companias que han adquirido la tecnologia al tiempo
t (en unidades de anos) satisface la ecuacion diferencial y/ =
0.00001y (10000 - y), determine el nimero de companias
que se espera adquieran la tecnologia después de cinco anos.

17. La ecuacion logistica. En la ecuacion logistica y/ = ay (b
-y), aplique el cambio de variable y(x) = T/u(x), y demuestre
que u satisface la ecuacion autébnoma u’ = a (1 - u b). Resuelva
la ecuacion para u(x) y utilice este resultado para hallar la
solucion de la ecuacion logistica. ;Es este método mas facil
que el dado en el texto?

18. La ecuacion logistica. Demuestre que la solucion de la
ecuacion logistica y/ = ay (b - y) es simétrica alrededor del
punto de inflexién (sugerencia: traslade la ecuacién diferencial
de modo que el punto de inflexion (x,, b/2) quede en el origen.




Figura 41. Tomas Malthus (1766-1834).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Thomas Malthus, economista britanico, clérigo y demdgrafo.
Cursé estudios en el Jesus College, de la Universidad de Cambridge. En
1973 fue elegido miembro del equipo de direccién del Jesus College,
puesto al que renuncia en 1804 al contraer matrimonio. En el afio
1798, oficié en la parroquia de Albury, en el Surrey. De 1805 hasta
su muerte ejercié como catedratico de Economia Politica e Historia
Moderna en el colegio de la East India Company en Halleybury.

Su principal contribucién a la economia fue su teoria de
la poblacién publicada en su libro: Ensayo sobre el principio de la
poblacion (1798), donde sostiene que la poblacion tiende a crecer
mas rapidamente que la oferta de alimentos disponibles para sus
necesidades. Cuando se produce un aumento de la produccién de
alimentos superior al crecimiento de la poblacién se estimula la tasa
de crecimiento; por otro lado, si la poblacién aumenta demasiado con
relacion a la produccién de alimentos, el crecimiento se frena debido a
las hambrunas, las enfermedades y las guerras. Gracias a sus escritos
se llevaron a cabo los primeros estudios demograficos sisteméticos.



La ecuacion logistica

La figura 42 muestra la grafica de dos funciones. Una de ellas
definitivamente no es una solucién de una ecuacion logistica. ;Cuél
es? Explique por qué.

Figura 42. Grafica para una funcién logistica.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

19. Resuelva y/ = %(1 —y?) sujeta a la condicién inicial:
a.y(0)=0 b.y (0) =1. c.y (0) =-1.

20. Describa el comportamiento de las soluciones de y/ =
ay(b -vy) si:

a. a<0yb<0,b=0,b>0.

b. a=0yb<0,b=0,b>0.

c. a>0,yb<0,b=0,b>0.

21. Infeccién viral. Supongamos que tenemos un grupo
homogéneo de N individuos, que al tiempo t (medido en dias) se
compone de x individuos susceptibles a la infeccion (digamos
por parte de algun virus) y de y individuos infectados. También
supongamos que no se remueve el virus de la circulacion por



recuperacion, aislamiento o muerte (esta seria la situaciéon
correspondiente a las primeras etapas de una infeccion
respiratoria de las vias superiores). Esto quiere decir que
tenemos x + y = N. Si suponemos que la razén de cambio
de los individuos infectados como al nimero de individuos
susceptibles de la infeccién, se tiene la ecuacién diferencial
% = kxy = k(N — y)y. Si suponemos que al tiempo t = 0,
una persona comienza a enfermar mientras que el resto no
esté infectado, nuestra condicién inicial es 'y (0) = 1.

a) Mediante el andlisis directo de la ecuacién diferencial,
determine el nimero de personas infectadas en el
momento en que la infeccién tiene la razén de cambio
mas rapida.

b) Resuelva el problema del valor inicial paray.

c¢) Los archivos publicos de epidemias registran el nimero
de nuevos casos que aparecen cada dia. La cantidad
estd dada por —-dx/dt y la gréfica de -dx/dt contra t se
denomina curva de epidemia. Calcule esta cantidad y
trace la gréafica de este resultado.  Cual es el maximo valor
de la funcién? Demuestre como podria haber hallado el
valor maximo sin resolver la ecuacion diferencial.

22. La ecuacién de Gompertz. Las observaciones sobre el
crecimiento de tumores animales indican que el tamano vy (t)
del tumor al tiempo t puede describirse mediante la ecuacion
diferencial y/ = - k y In (y/b), donde k y b son constantes
positivas. Esta ecuacién diferencial en ocasiones se conoce
como la ley de Gompertz.




a) Construya campos dependientes de la ecuacion que
puntos de inflexién se presentan a lo largo de la recta
y = n para diversos valores de k y b. ;Qué otro campo
de pendientes ha observado que posea las mismas
caracteristicas generales?

b) Haga uso del andlisis grafico para determinar las
regiones en las cuales las soluciones de la ecuacién
diferencial aumentan, disminuyen, tienen concavidad
hacia arriba o concavidad hacia abajo. Confirme cuales
puntos de inflexién se presentan a lo largo de la recta y
= be ™.

c) sTiene esta ecuacion diferencial soluciones de
equilibrio? Si es asi, scudles son? Si no, explique la
razon.

d) Resuelva la ecuacion diferencial sujeta a la condicion
inicial y (0) = y,, y,> 0.

Existencia y unicidad
23. i Tiene y/ = 3y - 2 algunas soluciones de equilibrio? ;Para
qué condicidn(es) inicial(es) seria esta solucion de equilibrio la
Unica solucién de un problema con condicién inicial?

24. Considere el problema de valor inicial y/ = y*2,y (0) = 1.

a) De acuerdo con el teorema de existencia y unicidad,
;stiene este problema de valor inicial una solucién Unica’?
b) Resuelva y’/ = y%2 para encontrar -
Demuestre, a partir de esta Ultima ecuacién que la
condicién inicial y (0) = 1 implica que C = 3/2 0 C =
-1/2. De este modo, hay dos diferentes soluciones para



el problema de valor inicial, de manera que este no
tiene solucién Unica.

c) Reconcilie las respuestas que se obtuvieron para los
encisos ay b.

25. Resuelva la ecuacién diferencial y/ = y'/3. Algunos dicen
que existen por lo menos tres diferentes soluciones que
pasan a través del punto (0, 0). ;Estan en lo correcto? Haga
sus comentarios.

26. Demuestre que la funcién definida por: §y’; =x+Coy(x) =

) 1 six <1
fx) = %(x—1)3+1 six>1

Es diferenciable en todas partes.

(

2 1

3 (x+0)

27. La ecuacion logistica. Considere la solucién de equilibrio y
=b de la ecuacion logistica y/=ay (b-vy) iEs posible para una
solucién cercana alcanzar esta solucidon para un valor finito de
X? (sugerencia: utilice el teorema de existencia y unicidad).

28. La ecuacion logistica. Considere la ecuacion logistica
y/=ay (b-vy).

a.Siy (0) > b, demuestre que la solucién tiene una asintota
vertical a la izquierda de x = O (sugerencia: haga uso de
la solucién de la ecuacion logistica). ;Qué le ocurre a
esta solucién a medida que se aproxima a la asintota
desde la derecha?

)2/3



b. Siy (0) <0, demuestre que la solucidn tiene una asintota
vertical a la derecha de x = 0. ;Qué le ocurre a esta
solucién a medida que se aproxima a la asintota desde
la izquierda?

29. Ahorro de dinero. Cuando los ahorros son compuestos
continuamente a una tasar, el capital, P, cambia con el tiempo,
t, de acuerdo a la ecuacion diferencial Z—IZ = r.P. Afin de atraer
nuevos negocios, un banco local hace mejores ofrecimiento al
calcular el capital de un nuevo inversionista de acuerdo a la
ecuacion diferencial z—i = r.P" donde n es una constante, y
n > 1. Discuta las ventajas y desventajas de abrir una nueva
cuenta en este banco.
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Figura 1. Robert Luke Devaney (1948).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Robert Luke Devaney nacié el 9 de abril de 1948. Recibié su AB,
de la Holly Cross College y su Ph. D., de la Universidad de California
(Berkeley) en 1973 bajo la supervision de Stephen Smale. Después se
unié a la facultad de la Universidad de Boston en 1980.

Devaney es conocido por una formulacion simple para definir
un sistema cadtico, que no requiere conceptos avanzados tal como la
teoria de la medida. En 1989 escribié: Una introduccion a sistemas
cacticos. Devaney define un sistema cadtico, si él tiene dependencia
sensitiva a condiciones iniciales, es decir que es topoldgicamente
transitivo (para todo par de conjuntos abiertos) y sus érbitas periddicas
forman un conjunto denso.



Existe otra manera de analizar las ecuaciones diferenciales auténo-
mas, aplicando lo que se conoce como andlisis de la linea de fase.
Este método no ofrece una solucién explicita, pero proporciona el
comportamiento cualitativo de las soluciones con muy pocos célculos.
La clave de esta técnica es el teorema de existencia y unicidad, el cual
garantiza que las soluciones no pueden intersecarse. Veamos unos
ejemplos.
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3.1 Comportamiento
cualitativo de soluciones
utilizando puntos de

equilibrio y lineas de fase

Ejemplo 1. Analizar la linea de fase de la ecuacion

logistica:

Y=y (@2-y) (1)

Solucion:

Primero hallamos la solucién de equilibrio de (1), las cuales son y(x)
=0,y y(x) = 2. Por el teorema de existencia y unicidad sabemos que
ninguna otra solucién puede cruzarse con cualquiera de estas dos
soluciones, por esta razén nos concentramos en las tres regiones
formadas por estas soluciones de equilibrio, a saber y <0, luego O <y
<2y finalmente y > 2.

Siy <0, entonces por (1) y’ < 0, de modo que en esta regién
y es una funcién decreciente de x, entonces, a medida que se
incremente x, y se aleja de la solucién de equilibrio y(x) = 0.
Si0<y< 2. Eneste caso vemos que (1) requiere que y’> 0, de
manera que para los valores de y, e identificar las soluciones
de equilibrio mediante cualquier valor de x tenemos 0 <y < 2,
entonces la solucidn y(x) sera una funcion creciente de x. No
puede intersecar y(x) = 2.

2 <y. En este caso y/ < 0 de modo que para cualquier valor
de x tenemos que 2 <y, entonces la solucidon y(x) sera una
funcién decreciente de x. No puede intersectar a y(x) = 2.



Todo lo anterior lo podemos expresar graficamente trazando
una linea horizontal (o vertical) para representar los puntos O y 2,
llamados puntos de equilibrio. Entonces en las tres regiones y < 0, 0
<y< 2, 2<y, colocamos flechas para indicar si una solucion y(x) se
aleja o se acerca a la solucién de equilibrio en su frontera, a medida
gue x aumenta.

Figura 2. Linea de fase para la ecuacién auténoma dada.
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Fuente. Elaborada por el autor.

Por ejemplo, en el caso a, si y < O, entonces y se aleja de la
solucién de equilibrio y(x) = 0; lo cual se indica con flechas que
apuntan a la izquierda. Efectuando el mismo procedimiento en las
otras regiones se obtiene la figura 1, llamada linea de fase.

Que y(x) = 0 sea una solucién de equilibrio inestable (o fuente)
se caracteriza por flechas en cada extremo del punto de equilibrio,
cada una alejandose de él. Las flechas que apuntan hacia el punto de
equilibrio indican una solucién de equilibrio estable (o un sumidero),
en este caso y(x) = 2.

Si inicialmente y(x,) =y, > 2, esperariamos que la solucion y(x),
que pasa a través del punto (x,, y,), disminuya hacia 2 a medida que
x aumenta. Sin embargo, esta solucidén y(x) no puede alcanzar a 2
para ningun valor de x, debido a que y(x) = 2 es otra solucién 1 el
teorema de existencia o unicidad, lo que garantiza que dos soluciones
no pueden intersecarse.

La figura 3 muestra soluciones tipicas consistentes con los ana-
lisis de la linea de fase. Observe que el eje y nos sirve de linea de fase.




Figura 3. Gréaficas del comportamiento de las soluciones de la ecuacién diferencial
auténoma dada.
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Fuente. Elaborado por el autor con el programa Geogebra.

En el gjercicio 29 de la seccién anterior, vimos que algunas de
las soluciones de la ecuacién logistica y/ =y (2 - y) tienen asintotas
verticales. Si inicialmente y (0) > 2, entonces existe un valor negativo
de x para el cual y viene desde +oo. Si y (0) < O, entonces existe un
valor positivo de x para el cual y - —oc. De este modo, siy (0) > 2, la
solucién no regresa durante todo el camino hacia x = - o, y siy (0) <
0, la solucién no avanza por todo el camino hacia x = +oo. No obstante,
el ejercicio 28 de la seccién anterior muestra que si 0 <y (0) < 2,
entonces la solucidn se extiende desde -co hasta +co. El andlisis de la
linea de fase, como el anélisis grafico, no muestra estas propiedades.

En resumen:
Una manera simple de construir la linea de fase paray’ =g
(y), consiste en trazar la grafica de g(y), para el ejemplo g(y)
=y(2 -y), tomando y como el eje horizontal.



Figura 4. Busqueda de los puntos de estabilidad a partir de la grafica de g(y).
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Fuente. Elaborado por el autor con el programa Geogebra.

a) Los puntos de equilibrio se encuentran donde la gréfica de
g (y) cruza al gje y, por lo tanto, se deben identificar estos
puntos sobre el eje y.

b) Los valores dey para los cuales g (y) > O se encuentran donde
la funcidn y es creciente. Identifique estas regiones sobre el
gje y con flechas que apuntan hacia la derecha.

c) Los valores dey para los cuales g (y) < O se encuentran donde
la funcidon y es decreciente. Identifique esas regiones sobre el
gje y con flechas que apuntan hacia la izquierda.

d) El eje y es ahora la linea de fase.

Otra manera de concebir la linea de fase consiste en imaginarse
las curvas solucién proyectadas sobre el eje y. En la figura 5 si
imaginamos que observamos hacia abajo desde x = oo, y posteriormente
proyectamos las direcciones de todas las curvas solucién sobre el eje
y, podriamos caracterizar las propiedades de estas soluciones con
flechas a lo largo del eje vertical. Al girar esta linea 90° se obtiene la
linea de fase de la figura 1.
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Ejemplo 2. Analizar la linea de fase de la ecuacion

logistica:

Figura 5. Linea de fase para y'=v.

y =y (2)

Ahora examinemos la linea de fase para (2). Solamente existe
un punto de equilibrio, a saber y (x) = 0, y la linea de fase se da en la
figura 4, la cual se construye muy facilmente, comprendiendo que g
(y) =y es negativa si y < 0 y positiva siy > 0.

y<0 y=0 y>0

< »

<% \ L
\
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Fuente. Elaborada por el autor.

Ahora analicemos esta linea de fase. De la direccion de las
flechas vemos que y = O es un equilibrio inestable (o fuente). Si una
curva solucién comienza con y < 0, disminuird a medida que x aumenta
y se aleja de la solucidn de equilibrio y (x) = 0. Del mismo modo, una
solucién que inicia con y > O se incrementa en la medida que crece.
Si comparamos esta observacion con la figura 6, vemos que nuestra
linea de fase se puede obtener al proyectar la dicha figura sobre el
gje y, insertando las flechas para indicar las soluciones crecientes o
decrecientes y girando 90° en direccién de las manecillas del reloj.
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Figura 6. Campo de pendientes con algunas curvas solucién para y'=y.

¥

IFFFEEREY. J L
N ENEEEE 1 (¥
IEEE R et
SRR EEEE Lo
FELFLEFE LS
FESFEL LR LA
LALELLEES e
PR A et
FAFEA TS
P o
P o
o F
— e Lo,

F iy o 2 L
e =
,_h,,_,‘.‘..‘.._,_\._\.:':ﬁ-. o T T, T, S o,
g, B P T, e, T, T, e e, e, e, e D S e
AR R R R RN g Ty, oy, e ", Py, " e M
B T e ) W
T el BhANN
L T T T ) RN NS
EEELEEEEEERE R R AARARAM
S EEEEEE R SRR W R VR
P T i N A R T T RRAN
R I TR EEEE R R AR \l“}
R T I I AR

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 3. Analizar la linea de fase de la ecuacion

logistica:

y =y 3)
Existe una sola solucién de equilibrio, a saber y(x) = 0. Debido a

que g(y) = y? es una parabola que se abre hacia arriba y que toca al
gjeyeny =0, lalinea de fase (3) estd dada por la figura 6.

Figura 7. Linea de fase para la ecuacién auténoma y’= y2.

y<0 y=0 y>0
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Fuente. Elaborada por el autor.

Las soluciones de (3) que comienzan con y < O se incrementan
hacia la solucién de equilibrio y = 0 conforme x aumenta, mientras que
las soluciones que inician en y > 0 también se incrementan y se alejan
de la solucién de equilibrio y = 0 conforme x aumenta. Vemos que la
solucién de equilibrio y(x) = 0 no es ni equilibrio estable ni en equilibrio
inestable. Se encuentra en equilibrio semiestable (o indiferente).

161



No deberiamos pensar que las flechas en la linea de fase de
la figura 7 implican que a medida que x aumenta, una soluciéon que
comienza eny < O pasa a través de y = 0 o continda incrementandose.
La ecuacion y(x) = 0 es una solucién y, segun el teorema de existencia
y unicidad, ninguna otra solucién puede pasar a través de ella. De este
modo la figura 7 nos dice que si una solucién con y < 0, se mantiene
con y < 0. Si comparamos esta observacion con la figura 25 de la
unidad anterior, vemos que la figura 7 puede obtenerse mediante
la proyeccién de la figura 25 de la seccién anterior sobre el eje v,
insertando las flechas para indicar las soluciones crecientes, y girando
90° en direccion de las manecillas del reloj.

Observacion

Cuando se analice la linea de fase, hay que darse cuenta si el
teorema de existencia y unicidad se satisface, ya que ninguna solucion
interseca las soluciones de equilibrio.

Como dibujar lineas de fase

Podemos dar una definicién mas precisa de la linea de fase
dando los pasos requeridos para dibujarla. Para la ecuacion
auténoma % =f):

Dibuje la linea.

Encuentre los puntos de equilibrio (los ndmeros tales que f
(y) = 0, y marquelos sobre la linea.

Encuentre los intervalos de valores vy, para los cuales f (y)
> 0, y dibuje flechas que senalen hacia arriba (o hacia la
derecha) sobre esos intervalos.

Encuentre los intervalos de valores vy, para los que f (y)
< 0, y dibuje flechas que senalen hacia abajo (o hacia la
izquierda) en esos intervalos.
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Ejemplo 4. Analizar la linea de fase de la ecuacion

diferencial autonoma:

y=fy)=0*- Dy -2) (4)

Como la funcién f(y) = (y? — 1)(y — 2), su gréfica se muestra en
la siguiente figura.

Figura 8. Gréfica de la funcion f(y) dada.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La linea de fase se puede leer en el eje x de la figura 7.

Observemos que se puede factorizar la ecuaciéon como:

f)=-Dy+Dy-2)

Es decir que los ceros de esta funcion sony =1,y=-Tyy=2.
Estos son los puntos de equilibrio. De acuerdo con esto tenemos tres
soluciones de equilibrio:

y®=-1, yx=1y, yx=2
Como estas son funciones constantes, la posicién sobre la linea

de fase modelado por ellos es también constante. Las soluciones de
equilibrio son dibujadas en la figura 9.



Figura 9. Lineas de estabilidad o equilibrio de la ecuaciéon auténoma dada.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Es facil ver que el teorema de existencia y unicidad se cumple
para la ecuacion diferencial autbnoma dada en (4). Luego las curvas
solucién de no equilibrio no pueden cruzar las soluciones de equilibrio.
Se tienen cuatro intervalos limitados por los puntos de equilibrio. Si
una solucidon y(x) estd en uno de estos intervalos. entonces estaré
alli por siempre. El movimiento de los puntos solucién a lo largo de la
linea de fase esta limitado por los puntos de equilibrio. En cada uno
de los cuatro intervalos el lado derecho de la gréfica de f (y) tiene un
signo constante:

fy) <0 en(-o0,-1),
fy)>0en(-1,1),
f(y)<Oen(l,2),
f(y)>0en (2, o).

Esta informacién puede ser obtenida a partir de la figura 9. De
todas formas si no se tiene una grafica se puede analizar el signo de
f en cada punto de cada intervalo.
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Si f(y) no es una solucién de equilibrio para la ecuacion (4), y y(x)
estéd en uno de los intervalos (-1, 1) y (2, =) donde f(y ) > O, entonces
y/(x) = f(y(x)) > O, entonces y (x) es creciente. Esto significa que x se
mueve hacia la derecha a lo largo de la linea de fase. Indicamos este
hecho mediante una flecha hacia la derecha en la linea de fase. Asi
mismo, en el intervalo (- ©,—=1), y (1, 2) donde f (y) < O, x se esta
moviendo hacia la izquierda y trazamos una flecha hacia la izquierda
en dichos intervalos. De manera similar, una solucién de equilibrio en

(2, ©2).

Ejemplo 5. Analizar la linea de fase de la ecuacion

diferencial autonoma:

da
== (2~ y)sen(y) 5)

Solucion:
La linea de fase para esta ecuacién diferencial esta dada en la
figura 10. Considérese que los puntos de equilibrio

Figura 10. Linea de fase de la ecuacion diferencial auténoma.

A

y=2
y=0 - T
y=-1,

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Sony =2,y = k7 para cualquier entero k. Si queremos esbozar
la gréfica de la solucién y (t) con el valor inicial y (0) = 0.4. Como y
=0,y y = 2 son puntos de equilibrio de esta ecuaciéon y 0 < 0.4 < 2,
sabemos del teorema de existencia y unicidad que O <y (t) < 2 para
todo t. Ademads, debido a que (2 - y) sen(y) >0 paraO<y< 2, la
solucién es siempre creciente. Como la velocidad de la solucién es
pequena cuando (2 - y) sen(y) es cercana a cero, y puesto que esto
sucede solo cerca de puntos de equilibrio sabemos que la solucién
y(t) crece haciay = 2 cuando t = ©°, Ver figura 11.

Figura 11. Gréafica de una curva solucion.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

De manera similar, si nos movemos hacia atras, la solucién y (y)
decrece. Siempre permanece arriba de y = 0 y no puede detenerse,
ya que 0 <y < 2. Entonces, cuando t— —°, la solucién tiende haciay =
0. Podemos dibujar una imagen cualitativa de la gréafica de la solucién
con la condicién inicial y (0) = 0.4. Ver figura 11.

Del mismo modo, podemos esbozar otras soluciones de equi-
librio en el plano t -y a partir de la informacién dada por la linea de
fase. Las soluciones de equilibrio son faciles de encontrar y dibujar,
ya que estdn marcadas sobre la linea de fase. Los intervalos sobre
la linea de fase con flechas sefalando hacia arriba pertenecen a las
soluciones crecientes, y aquellos cuyas flechas sefnalan hacia aba-



jo corresponden a las soluciones decrecientes. Las gréaficas de las
soluciones no se cortan de acuerdo con el teorema de existencia y
unicidad. En particular, no pueden cortar las gréficas de las solucio-
nes de equilibrio. Ademas, las soluciones deben continuar creciendo
o decreciendo hasta que se acercan a una solucion de equilibrio. Por
consiguiente, podemos esbozar muchas soluciones con condiciones
iniciales diferentes facilmente. La Unica informacién que no se tiene
es qué tan rapido crecen o decrecen.

Figura 12. Comportamiento general de las soluciones para la ecuacién diferencial
auténoma.

w
w=2x

/
w=rm {
w=2 >—
w=20 = 1

-2 2

w=-T K

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Las observaciones dadas en los ejercicios anteriores condu-
cen a algunos enunciados generales que pueden aplicarse a
todas las soluciones de las ecuaciones auténomas. Siy (t) es
una solucién de una ecuacioén autébnoma:

2= f)
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Entonces:

Sif (y (0)) =0, entonces y (0) es un punto de equilibrio
Y,y (t) =y (0) para todo t.

Sif (y (0)) >0, entonces y (0) es creciente para todo ty
y (t) = ©°, cuando t se incrementa, o bien y (t) tiende al
primer punto de equilibrio mayor que y (0).

Sif (y (0)) <0, entonces y (t) es decreciente para todo t
y y(t) = — 9, cuando t se incrementa, o bien y(t) tiende
al primer punto de equilibrio menor que y(0.)

Cuando t decrece, podemos encontrar resultados similares
que también son validos (el tiempo hacia atras). Si f (y (0)) > O,
entonces y (t) tiende (en tiempo negativo) a - ©°, o al siguiente punto
de equilibrio menor. Si f (y (0)) < 0, entonces y (t) tiende (en tiempo
negativo) a + =2, o al siguiente punto de equilibrio mayor.

Ejemplo 6. No todas las soluciones existen todo el

tiempo:

Analizar la ecuacién diferencial autbnoma:
dy _ 2
—==1+y) (6)

Solucion:
Esta ecuacion tiene su punto de equilibbrioeny =-1ydy /dt>
0 para todo otro valor de y.



Figura 13. Comportamiento general de las soluciones para la ecuacién diferencial
auténoma.

>_
~_ °©

\

7
/

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

y=-1

Y

La linea de fase indica que las soluciones iniciales mayores que
-1 crecen para todo ty tienden a + °° cuando t aumenta.

Si calculamos de forma explicita la solucién, determinamos que
esas soluciones son de la forma:

1
yO=-1+37

para alguna constante C. Como se supone que y (0) > -1,
debemos tener:

1
y(=-1-7> -1

lo que implica que ¢ < 0. Por lo tanto, esas soluciones estan
definidas solo para t < - C y tienden a oo cuando t = —C, por la parte
de abajo (ver la figura 13). No podemos decir si las soluciones explotan
en un tiempo finito simplemente viendo la linea de fase.

Las soluciones con condiciones inicialesy (0) > - 1 son asintéticas
al punto de equilibrio y = -1 cuando t aumenta, por lo que estan
definidas para todo t > 0. Sin embargo, esas soluciones tienden a —
en un tiempo finito cuando t disminuye. Otro ejemplo peligroso es el
siguiente.
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Ejemplo 7:

Analizar la ecuacion diferencial auténoma:
dt -y (7)

Solucion:

Siy> 1, dy/dt es negativa; y siy < 1, dy/dt es positiva. Siy = 1,
dy /dt no existe. La linea de fase tiene un agujero. En y = 1. No hay
una manera estandar para denotar tal punto sobre la linea de fase,
pero usaremos un pequeno circulo vacio para marcarlos (figura 14).

Figura 14. Comportamiento general de las soluciones para la ecuacién diferencial
auténoma.

=
" AN
//

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Todas las soluciones tienden hacia y = 1 cuando t aumenta.
Como el valor de dy/dt es grande si y esté cerca de 1, las soluciones
se aceleran cuando se acercan ay = 1y alcanzan dicho valor en un
tiempo finito. Una vez que una solucién alcanza el valory = 1, no puede
continuar porque ha dejado el dominio de definicién de la ecuacién
diferencial. Ha caido en un agujero situado en la linea de fase.
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Ejemplo 8. Trazado de la linea de fase a partir de

informacion cualitativa:

Analizar la ecuacion diferencial auténoma:
dy _
) (®)

Donde la gréfica de f (y), estd dada por la figura 15.

Solucion:

Figura 15. Linea de fase trazada a partir de la funcion f(y).

VALY

N

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Para dibujar la linea de fase de la ecuacién diferencial dada,
tenemos que conocer la posicidon de los puntos de equilibrio y los
intervalos sobre los que las soluciones son crecientes o decrecientes.
Es decir, tenemos que saber cudles son los puntos en que f (y) =0, los
intervalos en donde f (y) >0 y aquellos en que f (y) < 0. En consecuencia,
podemos dibujar la linea de fase para la ecuacién diferencial solo con
la informacioén cualitativa acerca de la funcion f (y).

Por ejemplo, suponga que no conocemos una férmula para f
(y), pero que tenemos su gréfica (figura 15). De la gréfica podemos
determinar los valores de y para los cuales f (y) = 0 y decidir en qué
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intervalos f (y) > 0 y f (y) < 0. Con esta informacién es posible dibujar
la linea de fase (ver figura 15) y a partir de ella obtener las graficas
cualitativas de las soluciones (figura 16). Podemos pasar entonces
de la informacion cualitativa de f (y) a las gréficas de las soluciones
de la ecuacion diferencial dy/dt = f (y), sin escribir una férmula.
Para modelos donde la informacién disponible es completamente
cualitativa, este enfoque es muy apropiado.

Figura 16. Comportamiento general de las soluciones de la ecuacién diferencial

dada.

y=a /

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Una ecuaciéon diferencial que ocurre cuando se describen
epidemias, donde y representa el nimero total de personas que han
contraido una enfermedad y han sido «removidas» en un tiempo t.
Dependiendo de la epidemia, «removido» puede significar aislado,
inmune o fallecido; por ejemplo, la ecuacion para este modelo viene
dada por:

y/ =5-0.5y —5e7 Sujetaay(0)=0.1 (9)



Solucion:

Esta ecuacion diferencial (9) es auténoma y satisface las condi-
ciones del teorema de existencia y unicidad. De manera que tenemos
soluciones Unicas que nos permite analizar su linea de fase. Primero
tracemos la gréfica de f (y) = 5— 0.5y — 5e™ (ver figura 16), pero,
¢qué dominio deberia considerarse? Después de observar f(y) vemos
que f (0) =0, lo que nos da una solucién de equilibrio, y (t) = 0. ;Exis-
ten otra? Si pensamos en f (t) para valores grandes de y, vemos que
el término -be-y seria despreciable cuando se compara con los otros
dos términos de la expresion general, asi, para y muy grande, f (y)
~ 5—0.5y, o cual es cero cuando y = 10, de manera que podemos
anticiparnos y decir que otra solucién de equilibrio aproximadamente
es f (t) = 10. Haciendo uso de un método. Para encontrar raices y re-
solver f (y) = O cerca de 10, encontramos que y = 9.999546; asi que
la segunda solucién de equilibrio se halla en f (t) & 9.999546.

Figura 17. Gréfica de la funcién f(y) = 5 — @.5v — e

|
&
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ademas

af _ -y _ -
i —0.5+5e7Y = -0.5e77(e¥ — 10) (10)




De manera que g (y) se incrementa sieY-10<0, es decir, para
—oo<y<In10~=~23,ydecrecesieyY-10>0, es decir paraln 10
<y < oo, Si de nuevo observamos la gréfica de f (y) =, se puede ver
que es muy semejante a la gréafica de una parébola, y asi tendra
una linea de fase similar a la de la ecuacion logistica, es decir, la
solucién de equilibrio y (t) = 0 es inestable (o fuente), mientras que
y (1) = 9.999546. Es estable (o sumidero) (ver figura 18).

Figura 18. Linea de fase para la ecuacién diferencial auténoma dada.

y=0 y = 9.999546
|

> <
> l <

\

A
A

Fuente. Elaborada por el autor.

De esta manera sabemos que las soluciones de (9) tendran la
apariencia general de la ecuacion logistica. Sin embargo, de (9) y (10)
sabemos que el punto de inflexion se presenta en'y = 2.3, no en la
mitad, es decir no eny = 4.99973.

Siintentamos resolver (9) de manera analitica para las soluciones
de equilibrio llegamos a:

1
fS—O.Sy—Se‘y dy=t+C

Pero la integral no puede ser evaluada en términos de funciones
familiares, de modo que no podemos hallar una solucién explicita para
y. Asi que, jcoémo trazamos la gréfica de la solucion a través de (0,
0.1) exactamente?

Si empleamos la condicién inicial y (0) = 0.1, podemos escribir
la solucién en la forma:

\ /
f dw=t
050 5w-5-¢"



Esto presenta a t como una funcion explicita de y para 0 <y
< 9.999546. Se puede utilizar una técnica de integracién numérica,
como por ejemplo la regla de Simpson.

La siguiente figura muestra el campo de pendientes y la solucion
numérica de (9) restringida ay (0) = 0.1, que esta de acuerdo con el
anélisis de la linea de fase y la ubicacion del punto de inflexion.

Figura 19. Campo de pendientes con una solucién numérica de la ecuacién difer-
encial auténoma.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

De los ejemplos anteriores sabemos que es posible determinar
la linea de fase y clasificar los puntos de equilibrio para una ecuacién
diferencial auténoma dy / dt = f (y), partiendo solo de la gréafica de f (y).
Como la clasificacién de un punto de equilibrio depende Unicamente
de la linea de fase cerca del punto de equilibrio, entonces se puede

determinar el tipo de punto de equilibrio y, a partir de la grafica de f
(y) cerca dey,.




Si y, es un punto estable (o sumidero), entonces las flechas
sobre la linea de fase justamente debajo de y, sefnalan hacia arriba,
y las flechas justo arriba de y, senalan hacia abajo. Por lo tanto, f (y)
debe ser positiva cuando y es menor que y,, y negativa cuando y es
mayor que Y,

Figura 20. Grafica de un punto de equilibrio estable y su clasificaciéon de acuerdo

a la funcion f(y).

fix

¥y =5

—— e

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Entonces f debe estar decreciendo conforme y se aproxima
a y,. Inversamente, si f (y) = O y f esta decreciendo para toda y
cercana a y,, entonces f (y) es positiva justo a la izquierda de y, y
negativa justamente a la derecha de y,. Por consiguiente, y, es un
punto estable (o sumidero). De manera similar, el punto de equilibrio
Y, €S un punto inestable (o fuente), siy solo si f esta creciendo para
todo y cercano ay,.



Figura 21. Gréfica de un punto de equilibrio inestable y su clasificacién de acuerdo

a la funcion f(y).

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Todo lo anterior se puede analizar con una poderosa herramienta
del célculo, que nos permite dilucidar si una funcién esta creciendo o
decreciendo en un punto en particular: la derivada. Usando la derivada
de f (y) combinada con las observaciones geométricas anteriores,
podemos dar criterios que especifiquen el tipo de punto de equilibrio.

El teorema de Linealizacion

Suponga que Yy, es un punto de equilibrio de la ecua-
cién diferencial dy / dt = f (y) donde f es una funcion
diferenciable continuamente. Entonces:

Si f/(y,) < O, entonces y, es un punto estable (0 sumidero).
Si f/{y,) > O, entonces y, es un punto inestable (o fuente).
Si f/{y,) = 0, o si f/(y,) no existe, entonces y, puede ser esta-
ble, inestable o semiestable (0 nodo).

Para demostrar este teorema, expandimos f (y) en una serie de
Taylor alrededor de y =y, de modo que obtenemos:

fW =~ f o)+ O —yo)f o)



Donde f/ (y,) es el valor de la derivada en y = y,. Debido a que f
(y,) = 0, entonces se tiene que:

fy= O =y0)f (o)

Asi cerca de y, se tiene que % =f ) == y)f o)
Sif/ (y,) <0, entoncesdy /dt>0siy<y,ydy/dt<Osiy
> Y, paray proximo avy,. Esto caracteriza a y (t) = y,, como
estable (sumidero).

Sit/ (y,) >0, entonces dy /dt<Osiy<y,ydy/dt>0siy
>y, paray proximo avy,. Esto caracteriza a y (t) = y,, como
inestable (fuente).

Sif (y,) =0, entonces de este analisis no podemos caracterizar
la solucién de equilibrio (o nodo).

Este resultado es particularmente util si la ecuacién diferencial
contiene parametros.

|dentificar la estabilidad de las soluciones de equilibrio corres-
pondiente a la ecuacion diferencial auténoma dy/dt =y (a -y), donde
a es una constante.

Solucion:

Tenemos que f (y) =y (a-y) = ay - y? y las soluciones de equilibrio
sony () =0yy (t)=a. Como f/(y) = a - 2y; encontramos f/ (0) = a, y
f/ (a) = - a. Asi, si a < O la solucién de equilibrio y (t) = O, mientras que
la solucién de equilibrio f (t) = a es inestable. Si a > 0, la solucién de
equilibrio f (t) = O es inestable, mientras que la solucién de equilibrio
f (t) = a es estable. Si a = o, entonces f/ (0) = 0, y la prueba no nos
proporciona conclusién alguna (de hecho, en este caso la solucién de
equilibrio es semiestable).



El teorema anterior se aborda con las soluciones de equilibrio.
¢Qué podemos decir acerca de las soluciones de no equilibrio? Si
examinamos todas las ecuaciones auténomas que hemos discutido
en este capitulo, vemos que sus soluciones son ya sea de equilibrio
y mondtonas: no hay soluciones oscilantes . Este hecho es verdadero
en general, de acuerdo al siguiente teorema, cuya demostraciéon no
haremos.

Teorema
Las soluciones de no equilibrio de y/ = f (y) son mondtonas si
f (y) es continua.

Una consecuencia de este teorema es que las soluciones de
las ecuaciones auténomas no pueden oscilar, de manera que carece
de sentido describir el comportamiento periédico con una ecuacién
diferencial auténoma.

Como una aplicaciéon de los conceptos y teoremas vistos en
este capitulo, analizaremos una modificacién del modelo logistico de
poblacion

La ardilla negra es un pequeno mamifero de las montanas roca-
llosas. Estas ardillas son muy territoriales, por lo que su poblacién es
grande, y en este caso su razén de crecimiento decrece y puede llegar
a ser negativa. Por otra parte, si la poblacién es demasiado pequena,
los adultos fértiles corren el riesgo de no ser capaces de encontrar
parejas adecuadas, y la tasa de crecimiento es nuevamente negativa.




Solucion:
El modelo

Podemos enunciar las hipétesis de este modelo:

Si la poblaciéon es muy grande, la razén de crecimiento es
negativa.
Si la poblacién es muy pequena, la razén de crecimiento es
negativa.

La poblacién decrece entonces solo si estd entre «demasiado
grande» y «demasiado pequena». Ademas, es razonable suponer que,
si la poblacién es cero, se quedarad en cero. Entonces, también es
posible que:

Si la poblacién es cero, la razén de crecimiento es cero.
Sea:

t = tiempo (variable independiente)

S (t) = poblacién de ardillas en el tiempo t (variable
dependiente)

K = coeficiente de razén de crecimiento (parametro)

N = Capacidad de soporte (parametro), y

M = constante de «escasez» (pardmetro)

La capacidad de soporte N indica que la poblacién es «demasiado
grande» y el parémetro de escasez M senala qué poblaciéon es «muy
pequena.



Se quiere un modelo de la forma dS / dt = g (S) que se ajuste
a las hipotesis. Podemos pensar en las hipdtesis como determinantes
de la forma de la grafica de g (S), en particulas donde g (S) es positiva
y donde es negativa. Observe que dS / dt =g (S) <0 si S> N, ya
que la poblaciéon decrece cuando se eleva la tasa de crecimiento.
También, g(S) < O cuando S < M, porque la poblacién decrece si no
hay incremento. Finalmente, g (S) >0 cuando M<S<Nyg (0) =0. Es
decir, queremos que g (S) tengan una gréfica como el de la figura 22.

Figura 22. Gréfica de la funcion G(S).

g(S)

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La gréfica de g para P > 0 no es importante, porque un nimero
negativo de ardillas no tiene sentido.

El modelo logistico dard un comportamiento «correcto»
para poblaciones cercanas a la capacidad de soporte, pero para
las poblaciones pequefas (debajo del nivel M de «escasez»), las
soluciones del modelo logistico no concuerdan con las hipdtesis.
Por consiguiente, tenemos que modificar el modelo logistico a fin de
incluir el comportamiento de las poblaciones pequenas y el parametro
M. Un modelo inicial seria de la forma:

ds s
—=g@©)=ks (1 - N) (algo)




El término «algo» debe ser positivo si S > M, y negativo si S < M.
La expresion mas simple que satisface esas condiciones es:

«algo» = (% - 1)

Luego el modelo es:

ds S\/ S
“ =,z,:r.w=a-_ﬁ'[ /- —] [ 2 f]
dlt N M

Este es el modelo logistico con el término adicional:

S
(7-1)
M
A este modelo es al que llamamos modelo logistico modificado
de poblacién. La ecuacion diferencial es:

ds S\/ S
s =,z,:r.w=a-_ﬁ'[ - —] [ o f]
dr N M

Con 0 <M< Ny k>o.Hay tres puntos de equilibrio: S=0,S =M
y S=N.Si0<P<M,tenemos que g (S) <0, por lo que las soluciones
con condiciones iniciales entre 0 y M decrecen. Asimismo, si S > N,
entonces g (P) <0, y por lo tanto las soluciones con condiciones iniciales
mayores que N también disminuyen. Para M < S < N, sabemos que g
(S) > 0. En consecuencia, cuando la condicién inicial estéd entre My N
se incrementa la solucidén. Nuestra conclusion es que los equilibrios
en 0 y N son estables (sumideros) y el punto de equilibrio en M es
inestable (o fuente). La linea de fase y las graficas de las soluciones
tipicas se muestran en la figura 23.
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Figura 23. Gréfica del comportamiento de las soluciones alrededor de los puntos
de equilibrio.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



En los siguientes ejercicios esboce las lineas de fase para la ecuacion
diferencial dada. Identifique los puntos de equilibrio como estables
(sumidero), inestables (fuente), semiestables (nodo).

d a

| L==3y(1-y) 5 =y —6y—16
d

3 %:cosy 4 d—fzycosy

dy _ dy _ 2
5 E—(y—Z)seny 6. =7 +y+10

dy 1 ay _
7. @y 8. ar — Ay

dy d
9. ==Y0 -1 10, 22 =Y +°

dy d
N.o=0-Hr-2)° ]2_%=(y2—1)(y2—3)

En los siguientes ejercicios se da una ecuacioén diferencial
y se especifican varias condiciones iniciales. Esboce
las gréficas de las soluciones que satisfacen a esas
condiciones iniciales. En cada ejercicio, coloque todas sus
gréficas sobre un par de gjes.

13. Ecuacion del gjercicio 1;y (0) = 1, y (2) = -1, y
(0) =%, y (0) = 2.

14. Ecuacion del ejercicio 2;y (0) =1, y(1)=0, vy (0)
=-10, 1y () =5.




15. Ecuacion del gjercicio 3;y (0) =0, y(-1)=0, vy
(=1 yO=35 yO=n

2

16. Ecuacioén del gjercicio 4;y (0)=0, vy (3)=1, y(0)
=2 y (0) =-1.

17. Ecuacion del ejerciciob; y (0) =1, y(0)=7/4 vy
O =-1.  y(0)=3.

18. Ecuacion diferencial del ejercicio 6; y(0) =0, vy
(1) =3, y (0) = 2.

19. Ecuacién diferencial del ejercicio 7;y (0) = 0,y (1/2)
=1,y (0) =2

En los siguientes ejercicios, describa el comportamiento a largo
plazo de la solucién de la ecuacién diferencial:

% = y2—4y+2
Con la condicion inicial dada:
20.y(0)=0 21.y (0) =1
22.y (0) =-1 23.y (0)=-10
24.y (0) =10 25.Y (3) =1

26. Considere la ecuacién auténoma dy / dt = f (y). Suponga
que sabemos que f (-1) =f (2) = 0.

a. Escriba todos los posibles comportamientos de la
solucién y (t) que satisface la condicién inicial y (0) = 1.
b. Suponga también que f (y) > 0 para- 1 <y < 2. Describa todos



los posibles comportamientos de la solucidn y (t) que satisface
la condicién inicial y (0) = 1.

En los ejercicios siguientes, encontrard la gréfica de una
funcién f (y). Esboce la linea de fase para la ecuacion diferencial
auténoma dy / dt = f (y).

Figura 24. Graficas de las funciones f(y) para las ecuaciones diferenciales auténomas.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En los ejercicios siguientes se muestra una linea de fase para
una ecuacion diferencial autébnoma dy / dt = f (y). Haga un bosquejo
de la gréfica de la funcién correspondiente f (y). (Suponga que y = 0
esté en la mitad del segmento mostrado en cada caso).




Figura 25. Lineas de fase para el comportamiento de ciertas ecuaciones diferen-

ciales autdbnomas.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

35. Suponga que desea modelar una poblacién con una
ecuacién diferencial de la forma dP /dt = f (P), donde P
(t) es la poblacién inicial en el tiempo t. Se han efectuado
experimentos que dan la informacidn siguiente:

Los unicos puntos de equilibrio en la poblacién son P = 0, P

=10y P =50.

Si la poblacién es 100, la poblacién crece.

Si la poblacién es 25, la poblaciéon aumenta.

a) Esboce las posibles lineas de fase para este sistema
si P> 0 (hay dos).

b) Haga un croquis aproximado de las correspondientes
funciones f (P) para cada una de las lineas de fase.

c) Dé una férmula para la funciones f (P) cuyas graficas
concuerdan cualitativamente con el enciso b, para
cada una de sus lineas de fase.




36. Suponga que la informacién experimental en el
gjercicio 31 cambia a:

La poblacion P = 0 permanece constante.

Una poblacién cercana a O disminuira.

Una poblacién de P = 20 aumentara.

Una poblacién de P > 100 decrecera.

a) Esboce la linea de fase méas simple posible que
concuerda con la informacién experimental anterior.

b) Haga un bosquejo de la funcién f (P) para la linea de
fase del enciso a.

c) ¢Qué otras lineas de fase son posibles?

37. Sea f (y) una funcién continua.

a. Suponga que f (-10) > 0 y f (0) < 0. Demuestre que
hay un punto de equilibrio para dy /dt = f (y) entre
y=-10yy=10.

b. Considere que f (-10) > O, que  (0) < O y que hay
muchos puntos de equilibrio finitos entre y = -10,
yy =10.Siy =1 es una fuente, demuestre que dy
/ dt = f (y) debe tener por lo menos dos sumideros
entre y =10 y y =10 ;puede decir donde estén
localizados?

38. Digamos que dy / dt tiene un punto de equilibrio en 'y
=y0.y
a) .y, =0, (y) =0,y fy,) > 0:
¢es y0 una fuente, un sumidero o un nodo?
b) / (y) = 0, 7 (y,) = 0,y #7(y,) <O
ies y, una fuente, un sumidero o un nodo?
c) /{y) =0,/ (y) =0,
ies y, una fuente, un sumidero o un nodo?



39. a) Esboce la linea de fase para la ecuacion diferencial:

dy 1
dt ~ (y-2)y+1)

Y analice el comportamiento de la solucién con
condicién inicial y (0) = Y.

b) Aplique procedimientos analiticos al problema de
valor inicial.

=———  y(0) =V

dt  (v=2)(v+1Y

40. La ecuacion de Gompertz. Recordemos que la ecuacién
de Gompertz es de la formay/ = -k y In (y/b), donde k y b
son constantes positivas. Aplique el analisis de las lineas
de fase para esbozar las curvas solucién de la ecuacion.
¢Qué otra ecuacion diferencial tiene curvas solucién con
algunas de estas propiedades?

41. Sobre el mismo plano dibuje las funciones y (2 -y)
y sen (gy) como funciones de y para 0 <y < 2. ;Qué
sugiere esto acerca de las soluciones de y/ =y (2 -y) y de
y/ = sen (g y) cony (0) =y, cony (0) =y, donde O <y, <
27 ;Qué pasa siy, > 27

42. Pichones pasajeros. Durante el siglo XIX, habia una
poblacién de pichones pasajeros en Estados Unidos. A fin
de reproducirse con éxito, tenia que haber un gran ndmero
de pichones presentes. La reproduccion exitosa rara vez
ocurre en poblaciones reducidas. En la Ultima parte del
siglo, los pichones pasajeros fueron cazados con mas
sana que en el pasado, y en 30 anos se extinguieron. Se
ha sugerido que la poblacién P (t), de pichones pasajeros,
como una funcién de tiempo, t, podria describirse mediante
la ecuacion diferencial:



dP
- = aP(P—b)(c—P)

Donde a, b y ¢ son constantes positivas, y ademas b <
c. Sin resolver esta ecuacioén diferencial, pero trazando la
familia de soluciones después de emplear un analisis de la
linea de fase, decida si este es un modelo razonable. Si lo
es, scudles son las interpretaciones fisicas de b y c?

43. Considere la ecuacion diferencial y/ = cos y.

a) ¢Tiene alguna de las curvas solucidon puntos de
inflexion? Si es asi, ;D6nde se encuentran?, si no,
;por qué?

b) Enumere todas las soluciones de equilibrio y con un
analisis de linea de fase defina el comportamiento
cualitativo de la solucién de esta ecuacion
diferencial sujeta a y (0) = y,. ;Qué le ocurre a la
soluciéon a medida que t = ©0? [Sugerencia: puede
ser importante examinar el campo de pendientes y
trazar soluciones a través de los puntos siguientes:
(0.-2), (0, 0), (0. 3!

¢) Encuentre la solucion explicita del problema de valor

inicial del enciso b. De esta solucion, ;puede decir
qué pasa con la solucién a medida que t = ©°7?

44. Considere la ecuacion diferencial:

y'=(y-a)ly-b)y-c)

a) ¢Se aplicaelteorema de existenciay unicidad a esta ecuacion?
b) Confirme que y (t) = a, y (t) = b, y que y (t) = c son las
soluciones de equilibrio de dicha ecuacién.



c)

Dibuje la linea de fase para cada uno de los casos siguientes.
En cada caso identifique si las soluciones de equilibrio son
estables, inestables o semiestable.

) a=b=c=1.

i) a=b=1,c=-1.

i) a=1,b=0,c=1

Basado en la informacién que se obtuvo en el inciso
¢, describa cualitativamente el comportamiento de las
soluciones en cada uno de los tres casos del inciso c. sSon
sus descripciones consistentes con el enciso a, en particular
por lo que se refiere a las soluciones que se intersecan?

Utilice un programa de computadora o de calculadora
para trazar varias curvas solucién para cada uno de
los casos del inciso c. Asegurese de que los resultados
concuerden con las respuestas del inciso d.

45. En cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales,
explique la variacion del comportamiento de la solucién con el
valor de la constante a. ;Existen valores de a para los cuales este
comportamiento cambie drasticamente? (No intente resolver
estas ecuaciones).

a.y =a-y? b.y =y(a-y?

46.

Ecuaciones diferenciales cualitativamente

equivalentes. Dos ecuaciones diferenciales auténomas
son cualitativamente equivalentes si tienen esencialmente
la misma linea de fase; es decir, el mismo numero de
puntos de equilibrio, el mismo tipo de estabilidad en
cada uno de esos puntos en el mismo orden. Si dos
ecuaciones diferenciales auténomas son cualitativamente
equivalentes, jse comportardn sus soluciones de manera



semejante (crecientes, decrecientes, concavidad hacia
arriba, concavidad hacia abajo, asintotas)? ;Por qué?
;Cudles de las siguientes ecuaciones diferenciales son
cualitativamente equivalentes? No intente resolver ninguna
de ellas.

a.y=e b.y =y

cy=1-y2 dy=y(-y?

ey =1-y* f.y=ye¥

gy=1+y2 hy=(1-y)2-y)3-y)

i.y/ =coshy by =y

K.y’ =-yIny l.y/ =seny

Para los ejercicios 47 al 56, grafique la linea de fase unidi-
mensional. A partir de ella determine todos los puntos de
equilibrio y su estabilidad.

dy _ ay _ —1)2
47. —=y(y—-1 48.—-=y0y—1

49 %:(y—l)(y—Z)2 50.%=(}’2—1)()’2—3)

dy _ W
51,22 = seny. 52. 2 = tany

¥ _ 42 W
533—9( +1 54'dx_ X

dy _ ay _ . a\4
58 =—= —x3 56. = (x —3)



En los ejercicios 57 y 58, determine la estabilidad usando la
linea de fase unidimensional.

57. 2= (- D -2y -3)

58. 2= -Dy-2 -3 -4



Figura 26. Stephen Smale (1930).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Nacié el 15 de julio de 1930 en Flint, Estados Unidos. Es uno de
los fundadores de la teoria moderna de los sistemas dinamicos. A
mediados de la década de los 70, Smale comenzd a proponer un
enfoque mas cualitativo del estudio de las ecuaciones diferenciales,
tal como se plantea en este texto. Mediante este enfoque, fue de los
primeros matematicos en encontrar y analizar un sistema dindmico
«caoticor. Desde este descubrimiento, los cientificos han encontrado
que muchos sistemas fisicos importantes exhiben caos.

Las investigaciones de Smale abarcan muchas disciplinas, inclu-
yendo la economia, la ciencia tedrica de las computadoras, la Biologia
Matematica, asi como muchas otras dreas de las matematicas. En



1966 le fue otorgada la medalla Fields de matematicas, el equivalente
del premio Nobel para matematicas. Después de retirarse de la Uni-
versidad de California en Berkeley, en 1955, tom¢ el puesto de profe-
sor investigador en la Universidad de Hong Kong, donde actualmente
imparte catedra.

En muchos de los modelos, una caracteristica es la presencia de
parametros junto con las otras variables implicadas. Los pardmetros
son cantidades que no dependen del tiempo (la variable independiente)
pero que se asumen diferentes valores de acuerdo con los aspectos
especificos de la aplicacion considerada. Por ejemplo, el modelo de
crecimiento exponencial para poblaciones:

dP (t)
— = k.P (t)

contiene el parémetro k, que es la constante de proporcionali-
dad para la razén de crecimiento dP /dt versus la poblacién total P
(t). Una de las hipotesis subyacentes de este modelo es que la razén
de crecimiento dP / dt es mdltiplo constante de la poblacién total.
Sin embargo, cuando lo aplicamos a especies diferentes, esperamos
emplear diferentes valores para las constantes de proporcionalidad.
Por ejemplo, el valor de k utilizado para los conejos seria considera-
blemente mayor que el valor para seres humanos.

En esta seccién estudiaremos cémo cambian las soluciones de
una ecuacion diferencial cuando un parametro cambia. Estudiaremos
ecuaciones auténomas con un parémetro. Encontraremos que una
variacion minima en el parametro usualmente da como resultado una
pequena modificacién en la naturaleza de las soluciones. Sin embargo,
en ocasiones el nuevo valor puede conducir a un cambio dréstico en
el comportamiento a largo plazo de las soluciones. A esto se le llama
una bifurcacién. Una ecuacién diferencial que depende de un para-




metro se bifurca cuando hay una variacién cualitativa en el comporta-
miento de las soluciones a partir de una modificacion en el parametro.

En resumen, el comportamiento de la solucién de una ecuacién
diferencial que contiene un parametro puede variar en forma drastica
dependiendo del valor del parametro.

Otro ejemplo de una ecuacién autébnoma que depende de un
parametro es:
dy 5
—=y2-2y+
dt yre
El paréametro es c. La variable independiente es t y la variables
dependiente es y.

Observe que esta ecuacion realmente representa un ndmero
infinito de ecuaciones, una para cada valor de c. El valor de ¢ es una
constante en cada ecuacion, pero cada uno de estos valores condice
a ecuaciones diferenciales distintas, y por lo tanto, cada uno de ellos
conduce a diferentes soluciones. Debido a sus papeles diferentes en
las ecuaciones diferenciales, usaremos una notacion que distingue la
dependencia del lado derecho respecto a y a c. escribimos:

fe(y=y*-2y+c

El parametro c aparece como subindice y la variable dependiente
y es el argumento de la funcién fc. Si queremos especificar un valor
de c, digamos ¢ = 2, entonces escribimos:

f,(y)=y*-2y+2
Usaremos esta notacién en general. Una funcién de la variable
dependiente y, que también depende de un pardmetro c, se denota
por f_(y).



Ecuaciones Diferenciales Autbnomas. -

La ecuacion diferencial correspondiente con variable depen-
diente y y pardmetro c es:

&= 1o

Llamamos a esta forma una familia uniparamétrica de ecuaciones
diferenciales, ya que en realidad es una familia de ecuaciones
diferenciales, una por cada valor del parametro c.

Ejemplo 11. La ecuacion logistica.

Consideremos la ecuacion logistica uniparamétrica:

y=fy)=y@-y)

Donde el parametro a puede ser cualquier numero real: negati-
VO, cero o positivo. La figura 27 muestra las soluciones tipicas corres-
pondientes para:a=-2,a=0ya=2.

Figura 27. Gréficas del comportamiento de curvas solucién para fc a medida que
varia c.

YA YA YA

y=2
y=0 > ~— >
x ‘_\ x X
y=-2 \
a=-2 a=10 a=2

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Analizar la ecuacion.
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Solucion:

Se observa que a medida que crece a, de negativo a positivo
pasando por cero, la solucién de equilibrio y (x) = a se eleva
gradualmente. Nétese que si a < O, la soluciéon de equilibrio y (x) =
O es estable (sumidero), mientras que la solucién de equilibrio y (x)
= a es inestable (fuente). Si a = 0, existe solamente una solucién
de equilibrio, a saber y (x) = 0, y es semiestable (nodo). Si a > 0 la
solucién de equilibrio y (x) = O es inestable (fuente), mientras que la
solucién de equilibrio y (x) = a es estable (sumidero). De este modo, el
comportamiento de la solucién cambia para a = 0.

Si en la figura 27 agregamos flechas a lo largo de los ejes
verticales para producir una linea de fase para cada uno de estos tres
casos, obtenemos la figura 28.

Figura 28. Lineas de fase para los tres casos anteriores.

YA YA YA

<
Il
LS}

Yy \

5
S
=Y
=Y
=Y

a=-2 a=0 a=2

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Imagine que fuéramos a repetir este proceso para muchos
valores diferentes de a. Hemos observado que a medida que a se
incrementa de valores negativos a 0, las dos soluciones de equilibrio
se aproximan mas entre si hasta que coinciden cuando a = O.
Entonces, a medida que se ha incrementado aun mas, las soluciones
de equilibrio se empiezan a separar. De esta manera, si trazamos la
grafica de y contra a, obtenemos la figura 29, denominada diagrama
de bifurcacion de y/ = y(a -y).



Figura 29. Diagrama de bifurcacién para y’= y(a - y).

yA

estable

inestable a

estable

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Examinemos este diagrama de bifurcaciéon para comprender lo
que representa. Nos encontramos en a = 2. Si para una x particular el
valor de y es positivo, entonces a medida que x aumenta, la solucién
y (x) se aproxima a la solucién de equilibrio y (x) = 0. Esto es lo que
representa la flecha que apunta hacia abajo, y que se encuentra sobre
el punto a =-2,y =0, en la figura 28. Del mismo modo, sia=2yy<
-2, entonces y (x) @ —°° a medida que x aumenta. Sia=-2y-2<y<
0, entonces y (x) = 0 a medida que se incrementa. Siy (x) =00y (x)
= -2, entonces y (x) permanece eny (x) = 0 0y (x) = -2 a medida que
x aumenta (las soluciones de equilibrio). Asi, con a = -2, la solucién
de equilibrio y (x) = O es estable y la solucién de equilibrio y (x) = - 2
es inestable. Sin embargo, si a > O los papeles de estas soluciones
de equilibrio se invierten. Si indicamos las soluciones de equilibrio
estable por una linea sdlida y las soluciones de equilibrio no estables
por medio de una linea punteada, podemos eliminar las flechas de la
figura 28 y proceder a dibujar la figura 29 otra forma del diagrama
de bifurcacion.




Ahora veamos una manera mas facil de construir el diagrama
de bifurcacién de la ecuacion diferencial y/ = y(a - y). En el plano
a - y trazamos la gréfica de y(a - y) = O; es decir, las dos lineas
y = 0y, y = a. Esto nos proporciona el diagrama de la figura 30,
Todo lo que necesitamos hacer es identificar si las soluciones de
equilibrio son estables o inestables. Aqui podemos usar la prueba
de la derivada o el teorema de la Linealizacidon para las soluciones
de equilibrio estable o inestable.

Figura 30. Clasificacién de las regiones de estabilidad para la ecuacion diferencial
auténoma dada.

YA YA
41— y=a y=a
l estable
21—
| | | »=0 | _ estable y=0 -
-4 -2 0 i 4 a ’ inestable @
)
l inestable -~
oE

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

El diagrama de bifurcacién para y/ = y(a - y) se muestra en la
figura 31. A este diagrama se le conoce como diagrama de bifurcacion
de horquilla.



Ecuaciones Diferenciales Auténomas. -

Figura 31. Gréfica de un diagrama de bifurcacion en horquilla.

i

estable

inestable a

estable

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 12. Consideremos ahora la familia

uniparamétrica:

dy
== ) =y =2y +u

Para cada valor de ¢, vamos a dibujar su linea de fase y analizarla
usando los procedimientos vistos en la seccion previa. Comencemos
por analizar las ecuaciones de esta familia que se obtienen con
selecciones particulares de &,

Solucion:

Como no conocemos aun los valores mas interesantes de c, se
escoge para empezar valores enteros, digamos H=-4, u=-2, u =0,
M =2y H=4 Esto nos da cinco ecuaciones diferenciales auténomas
diferentes con cinco lineas de fase diferentes. Una de estas es:

d
2= [0 =y* -2y~ 2
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Esta ecuacién diferencial tiene puntos de equilibrio en valores
de y para los cuales:

d
== f20=y"-2y-2=0

Los puntos de equilibrio sony = 1 -v/3y,y =1 + V3. Entre ambos
valores la funcion f, es negativa, por arriba y debajo de ellos -2 es
positiva. Por lo tanto y = 1 - v/3 es un punto estable (sumidero) y, y =
1 ++/3 es un punto inestable (fuente). Con esta informacién podemos
graficar la linea de fase. Para los otros valores de M procedemos de
manera similar y dibujamos las lineas de fase como se muestran en
la figura 32.

Figura 32. Lineas de fase para diferentes valores del pardmetro.

n=-4 n=-2 n=0 u=2 n=4

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Cada una de las lineas de fase es algo diferente de las otras. Sin
embargo, la descripcién basica para u=-4, H=-2y pu=0 es la misma:
hay exactamente dos puntos de equilibrio; el menor es un punto
estable (sumidero) y el mayor es un punto inestable (fuente). Aunque
la posicidn exacta de estos puntos cambia cuando t se incrementa, su
posicion relativa y tipo no cambia. Las soluciones de esas ecuaciones
con grandes valores iniciales explotan en un tiempo finito, conforme
t aumenta y tienden a un punto de equilibrio cuando t decrece. Las



soluciones con condiciones iniciales muy negativas se aproximan a
un punto de equilibrio cuando t crece, y a - @ cuando t decrece. Y
aquellas soluciones que poseen valores iniciales entre los puntos de

equilibrio, tienden al menor punto de equilibrio cuando t crece y al
mayor cuando t decrece.

Figura 33. Comportamiento de las soluciones de acuerdo a varios valores del
parametro.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




SiH=2yH=4 tenemos algo muy diferente. Aqui no hay
puntos de equilibrio. Todas las soluciones tienden a + ©© cuando t
crecey a- 2 cuando t decrece. Como hay un cambio importante en la
naturaleza de las soluciones, decimos que ha ocurrido una bifurcacién
en alguna parte entre H=0y H = 2.

Para investigar la naturaleza de esta bifurcacion, dibujamos las
graficas de fc para los valores de M anteriores (Vea la figura 31). Para
H=-4-2y0,fu tiene dos raices, pero para H= 2y 4, la grafica de f_
(y) no cruza al eje y. En alguna parte entre H=0y M = 2, la gréfica de
f_ (y) debe ser tangente al gje y.

Observemos que las raices de la ecuacién cuadratica:

yi-2y+H=0

Sony=1=,/1—pu siH<1,estaecuacién cuadratica tiene dos
raices reales; si # = 1, tiene una sola raiz y si M > 1, no posee raices
reales. Las ecuaciones diferenciales correspondientes cuentan con
dos puntos de equilibrio si # < 1, un punto de equilibrio si # =1y
ningun punto de equilibrio si # > 1. Por consiguiente, la naturaleza
cualitativa de las lineas de fase cambia cuando M = 1. Se dice entonces
que ocurre una bifurcacién en # = 1 y que este valor es un valor de
bifurcacion.

Las graficas de f, (y) y la linea de fase para dy/dt = f, (y) se
muestran en la figura 34 y 35. La linea de fase tiene un punto de
equilibrio (que es semiestable) y en todas partes las soluciones
son crecientes. El hecho de que la bifurcacién ocurra en el valor
paramétrico para el cual el punto de equilibrio es un nodo, no es
coincidencia. De hecho esta situacidon respecto a la bifurcacion es
bastante comun.




Figura 34. Gréficas de f,(V) y lineas de fase para las ecuaciones diferenciales
auténomas.

Fuly)

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Figura 35. Lineas de fase para valore de ji= /. menores de 1y mayores de 1.

>

lu<1 qul ,u>1

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Observacion: el diagrama de bifurcacion

Una manera extremadamente Util de entender el comporta-
miento cualitativo de las soluciones es por medio de el diagrama de
bifurcacion. Este diagrama es una gréfica (en el plano 4 - y) de las
lineas de fase cercanas a un valor de bifurcacion, que permite ver
claramente los cambio experimentados por las lineas de fase, cuando
el parametro pasa por este valor.




Para trazar el diagrama de bifurcacién, graficamos los valores
del parametro a lo largo del eje horizontal. Para cada valor de M (no
solo enteros) dibujamos la linea de fase correspondiente a M sobre
la linea vertical por K. Podemos imaginar este diagrama como una
pelicula: conforme nuestro ojo barre la imagen de izquierda a derecha,
vemos evolucionar las lineas de fase a través de la bifurcacion. La
figura 36 muestra el diagrama de bifurcacién para f H (y) = y? -2y + K.

Figura 36. Diagrama de bifurcacién para f (jfl'_i'.1=_\':—;.J_'l"l'_ﬂ).
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Analizar la familia uniparamétrica:

a
===y —ay=y0*-a)

Solucion:

En esta ecuacion a es el parametro. Sihacemos f, (y) = 0, tenemos
y(y? — a) = 0. Por lo tanto, se tienen tres puntos de equilibrio sia > 0,
y = 0, ++/3; pero hay un solo punto de equilibrio sia <0, esy = 0. Por
lo tanto, ocurre una bifurcacién cuando a = 0. Para entender mejor lo
que sucede, trazamos un diagrama.

En primer lugar, si a < 0, el término y? - a es siempre positivo.
Entonces fa(y) = y(y? — a) tiene el mismo signo que y. Las soluciones
tiendena oo siy (0) >0y a-<°siy (0) <0.Perosia>0, la situacion



es diferente. La grafica de f, (y) muestra que f, (y) > O en los intervalos
Va<y< oo y—/a<y< (Y ahilas soluciones se incrementan (figura
37). Enlos otros intervalos f, (y) <0, por lo que las soluciones decrecen.

El diagrama de bifurcaciéon se muestra en la siguiente figura.

Figura 37. Diagrama de bifurcacién para { f (v)=V f—t{_‘;'_}.

AR

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Figura 38. Gréfica de un diagrama de bifurcacién en horquilla.

-

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




1. Construya los diagramas de bifurcacion para las
ecuaciones diferenciales uniparamétricas:

a.y =a-y b.y' =y(a-y)(2a-y)
C.y =a+y+y? dy =a-y-y?
ey =a+y? f.y=y?+ 3y +a
g.y=y?-ay+1 h.y/=cosy+a

2. Escriba a continuacién una ecuacién diferencial
auténoma que contenga un pardmetro a con la propiedad
de que si a < 0, existan dos puntos de equilibrio, uno
estable y otro inestable; si a = 0, que exista un punto de
equilibrio semiestable; si a > O, que no tenga punto de
equilibrio.

3. Para la familia uniparamétrica que no esta sometida
a los problemas ambientales de un lago real. Para la
poblacién real de peces habra cambios ocasionales en la
poblacién que no se identifiquen los valores de bifurcaciéon
de a, describa las bifurcaciones que presentan cuando
a se incrementa (sugerencia: reescriba y® como (y3)? y
usa la ecuacioén cuadratica para encontrar los puntos de
equilibrio).



4. Para la familia uniparamétrica:

vy _ 6 _ o 4

kv 2y* +a

|dentifique los valores de bifurcacion de a y describa las
bifurcaciones que presentan cuando a se incrementa (su-
gerencia: podria ser Util ver la gréfica del lado derecho de

la ecuacion para varios valores de «).

5. Considere el modelo de poblacion:

PZ
S= - t2p

Para una especie de pez en un lago. Suponga que las
autoridades han decidido permitir la pesca, pero no es
claro cuéntas licencias de pescar se autorizaran. Suponga
que con licencia una persona pescara en promedio de 3
peces por ano.

a) ;Cudl es el mayor nimero de licencias que puede
autorizarse para que los peces tengan oportunidad de
sobrevivir en el lago?

b) Suponga que se emiten el nimero de licencias de
pescar determinado en el inciso a. ;Qué pasaré a la
poblaciéon de peces, es decir, cOmo se comporta la
poblacién actual con respecto de la poblacién inicial?

c) El simple modelo de poblacién anterior, puede verse
como el de una poblacién ideal de peces que no esta
sometida a los problemas ambientales de un lago
real. Para la poblacion real de peces habra cambios
ocasionales en la poblacidon que no se consideraron
cuando se construyd este modelo. Por ejemplo, si el
nivel del lago aumenta debido a una fuerte lluvia, unos



cuantos peces adicionales podrian ser capaces de
nadar debajo de una corriente usualmente seca para
alcanzar el lago, o bien, el agua adicional podria llevar
a este materia tdxica, matando algunos peces. Dada
la posibilidad de perturbaciones inesperadas de la
poblacién no incluida en el modelo, ;qué cree usted
que pasara a la poblacion real de peces si se permite la
pesca al nivel determinado en el inciso b?

6. Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias, explique por qué hay una bifurcacion de
horquilla en algun valor del paréametro c. Trace el diagrama
de bifurcacién de horquilla con arcos de linea discontinua
para los equilibrios de repelencia y de linea continua para
los de atraccion.

a.y=(-2y)y by=-(c+y)y cy=(@c-y)y

7. Para cada una de las ecuaciones de los siguientes
gjercicios, a) realice un boceto de todas las gréficas de f(x)
respecto a x, diferentes desde el punto de vista cualitativo,
al variar el parametro c; b) determine el(los) punto(s) de
bifurcacién; y c) bosqueje el diagrama de bifurcacién de
las soluciones de equilibrio respecto a c.

a.y =T+cx+x? b.y =x-cx (1 -x)

c.y=x-2x+c dy =x+cx




8. En los ejercicios a al d localice los valores de bifurcacion
para la familia paramétrica y dibuje las lineas de fase para
los valores del paréametro ligeramente menores que, o
ligeramente mayores que ¢,y el valor de bifurcacion.

dy _ 2 dy _ 2
a. =y’ +a b. =Y +3y+a

dy _

2 _ dy _
T ay+1 d. dt—cosy+a
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Introduccion

Ya se ha dicho que hay basicamente tres formas de resolver una
ecuacion diferencial, como son: la forma numérica, la forma cualitativa
y la forma cuantitativa; en esta seccién queremos mostrar como se
resuelve numéricamente un problema con valor inicial mediante el
método numérico de Euler; para luego trabajar el método cuantitativo
mas importante para resolver ecuaciones diferenciales lineales,
llamado el de variables separables.

Figura 1. Leonard Paul Euler (1707-1783).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Originario de Suiza, fue uno de los mas grandes matematicos
de todos los tiempos. También fue uno de los autores mas proliferos
en cualquier rama de esta disciplina, ya que escribid infinidad de
documentos de matemaéticas puras y aplicadas. Sus aptitudes para las
matematicas fueron inmensas, lo cual condujo a un fisico a expresar
con admiracién que «Euler realizaba los célculos sin esfuerzo aparente,
del mismo modo que los hombres respiran o las aguilas se sostienen
en el aire». Padecid ceguera los ultimos 17 afos de su vida, pero dicté



su aparentemente interminable flujo de resultados matematicos hasta
el dia de su muerte. El gobierno suizo esta a punto de terminar un
proyecto monumental para publicar las obras de Euler (hasta 100
volumenes enormes).

El concepto geométrico de un campo de pendientes, tal como lo vimos
en la seccidn previa, esta intimamente relacionada con un método
numérico fundamental para aproximar soluciones de una ecuacién
diferencial, dado un problema de valor inicial:

dy
a fty) y(to) = Yo

Podemos obtener una idea burda de la gréfica de su solucion,
esbozando primero el campo de pendientes en el plano t -y y luego
comenzando en el valor inicial (t,, y,), delineamos la solucion en una
grafica que sea tangente al campo de pendientes en cada punto a lo
largo de la gréfica. En esta seccidn describiremos un procedimiento
numérico que automatiza esta idea. Usando una computadora o una
calculadora, obtendremos los ndmeros y gréficas que proporcionan
las soluciones aproximadas de problemas con valor inicial. El
procedimiento que veremos se llama método de Euler.




Para describir el método de Euler, comenzamos con el problema de
valor inicial:
dy
- Ty y() = yo
La idea del método es empezar en el punto (x,, y,) en el campo
de pendientes y dar pequefios pasos dictados por las tangentes en
esta.

Primero elegimos un tamano del paso At (pequefo). La pendiente
de la solucién aproximada es puesta al dia, cada At unidades de t. En
otras palabras, en cada paso nos movemos At unidades a lo largo del
eje t. El tamano de At determina la exactitud de la solucién, asi como el
numero de célculos que son necesarios para obtener la aproximacion.

Comenzando en (t,, y,) nuestro primer paso es hacia el punto
(t,, y;) donde t, = t, + Aty (t,, y,), es el punto sobre la linea que
pasa por (t,, y,) y cuya pendiente es proporcionada por el campo de
pendientes en (t, y,). En (t,, y,) repetimos el procedimiento, dando
un paso cuyo tamafo a lo largo del eje t es At y cuya direccidn es
determinada por el campo de pendientes en (t,, y,), llegando al punto
(t,.y,). Elnuevo tiempo esté dado port, =t, + Aty (t,,y,), esta sobre el
segmento de linea que comienza en (t,, y,) y tiene pendiente f (t,, y,).
De la misma manera, usamos el campo de pendientes en el punto (t,,
y,) para calcular el siguiente punto (t,,,,y,,,). La secuencia de valores
Yo Y5, Sirve como una aproximacion a la solucion en los tiempos t,, t,,
t,. Geométricamente, el método produce una secuencia de pequenos
segmentos de linea que conectan (t,,y,) con (t,, . Y,,,) (ver figura 2).
Basicamente, estamos cosiendo entre si pequenas piezas del campo



de pendientes para formar una grafica que aproxima nuestra curva
solucion.

Figura 2. Gréfica solucién obtenida por el método de Euler.

e

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Este método emplea segmentos de linea tangentes, dados por
el campo de pendientes, para aproximar la gréafica de la solucidn. En
consecuencia, en cada etapa cometemos un pequeno error (ver figura
3). Con optimismo, si el tamano del paso es suficientemente pequeno,
es0s errores no resultaran demasiado grandes conforme avancemos,
y la gréfica resultante seré cercana a la solucién buscada.

Figura 3. Gréfica de una secuencia de puntos con pequefios saltos.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.




Para poner en practica el método de Euler, necesitamos una férmula
que determine (t_,. v,,,) a partir de (t, y,). Encontrar t_, es facil.
Primero especificamos el tamano del paso At y entonces:

1

Vi =G AL

Paraobtenery, , apartirde (t,,y,), usamos la ecuacion diferencial
dy/dt =f (t, y) en el punto (t,, y,), es decir f((t, y,), y el método de Euler
usa dicha pendiente para calcular y, ;. De hecho, determina el punto
(t.;+ Yi,q)» SUponiendo que este se encuentra sobre la linea que pasa
por (t,y,) con pendiente f(t, y,) (ver figura 4).

Figura 4. Explicaciéon gréfica del Método de Euler.

(tk+1’ yk+1)

Pendiente = f (t,, y,) f(t,, y) At

At (t, v,

\ /
A

Fuente. Elaborada por el autor.

Observando la figura 4 y los conocimientos basicos de las pen-
dientes, los podemos usar para determinar y, ,. La férmula para la
pendiente de una linea nos da que:

Yir1 7V _ f(te Vi)
trv1—lk



Como t,, =t + At, el denominador t_, - t, es justamente At
por tanto tenemos:

Yr+1= Yk _
—— = f(tyi)

Estoes: vy, -V, =f(tiyi)At

(of Vi, =V, (B Vi) At
Esta es la férmula para el método de Euler (figura 4 y ).

Figura 5. Mirada Geométrica del Método de Euler.

A

Yirz ]

Pendiente =f(t_,,y,,,)

a

Pendiente = f(t,, y,)

YT

k k+1 k+2

Fuente. Elaborada por el autor.
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En resumen:

Método de EULER para = = £(t,y)’

Dada la condicion inicial y (t,) =y, y el tamano del paso At,
calcule el punto (t, ;. Y,,,) a partir del punto precedente
(t,y,) como, sigue:

1. Use la ecuacion diferencial para determinar la pendiente

f(t. V-
2.Calcule el siguiente punto (t,,,y,,,) mediante las
férmulas:
Tea=t+ At
y Yin =Y + [t i) At

Ejemplo 1:
Considere el problema con valor inicial:
dy _ _ _
- =2y—1 y(O)=1

Usando el método de Euler construir una solucién aproximada
al problema.

Solucion:
En este ejemplo, f (t, y) = 2y - 1, por lo que el método de Euler
esta dado por:

Y =Y+t @y 1) At

* Si se desea consultar una fuente muy amena de métodos de aproximacion para PVI, véase el libro del renomb-
rado analista numérico estadounidense Shampine. L. F (1994). Numerical Solution of Ordinary Differential Equa-
tions. Nueva York: Charman & Hall.



Para ilustrar el método, comenzamos con un tamano de paso
relativamente grande de At = 0.1 y aproximamos la solucién sobre el
intervalo 0 <t < 1. Para acercarnos a la solucién sobre un intervalo
cuya longitud es 1, con un tamano de paso de 0.1, debemos calcular
diez repeticiones del método. La condicién inicial y (0) = 1 proporciona
el valor inicial y, = 1. Con At = 0.1, tenemos t,=t,+0.1 = 0+0.1 = 0.1.
Calculamos las coordenadas de y para el primer paso de acuerdo con:

Y, =y, + @2y,- 1) At=1+(1)0.1=1.1

Asi, el primer punto (t,, y,) sobre la grafica de la solucion
aproximada es (0.1, 1.1).

Para calcular la coordenada y, para el segundo paso, usamos
ahoray,, en vez dey,. Es decir:

Y, =y, + @2y, - 1) At=1.1+(1.2)0.1 = 1.22

Y el segundo punto para nuestra solucién aproximada es
(t,y,) =(0.2,1.22).




Continuando con este procedimiento, obtenemos los resultados
dados en la tabla 1.

Tabla 1. Tabla resumen de los pasos del método de Euler.

0 0 1 1

1 0.1 1.1 1.2
2 0.2 1.22 144
3 0.3 1.364 1.73
4 04 1.537 2.07
5 0.5 1.744 2.49
6 0.6 1.993 2.98
7 0.7 2.292 3.58
8 0.8 2.650 4.3
9 0.9 3.08 5.16
10 1.0 3.596

Fuente. Elaborada por el autor.

Después de diez pasos, obtenemos la aproximacién de y (1) por
Y,o = 3.596 (cada méaquina usa algoritmos diferentes para redondear
numeros, por lo que usted puede obtener resultados ligeramente
diferentes en su computadora o calculadora. Es importante que
tenga esto en cuenta cuando compare los resultados numéricos
presentados en este u otros textos). En la figura 6, se presenta el
campo de pendientes para esta ecuacion diferencial, su gréafica real y
la gréfica aproximada.




Figura 6. Gréfica de la solucién real y la aproximada por el método de Euler.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Por lo general, cuando utilizamos un tamano de paso mas
pequeno se reduce el error, pero deben efectuarse mas célculos
para aproximar la solucién sobre el mismo intervalo. Por ejemplo, si
usamos la mitad del tamano de paso en este ejemplo (At = 0.05),
debemos calcular entonces dos veces mas pasos, ya que t, =0.05,
t, =0.1, t,, = 1.0. Nuevamente comenzamos en el punto (t; y,) = (0,
1) como se especificé por la condicién inicial. Sin embargo, con At =
0.05, obtenemos:

Y, =y, + (2y,~ 1) At=1 + (1)0.05 = 1.05

Este paso da el punto (t,, y,) = (0.05, 1.05) sobre la gréfica de
nuestra solucién aproximada. Para el siguiente paso, determinamos:

Y,=y, +(2y, - 1) At=1.05+ (1.1)0.05 = 1.105
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Ahora se tiene el punto (t,, y,) = (1.1, 1.105). Este tipo de calculo
se vuelve tedioso muy rdpidamente, pero afortunadamente este tipo
de operaciones son perfectas para un computador o una calculadora.
Para At = 0.05, los resultados del método de Euler se muestran en la
tabla 2.

Tabla 2. Tabla para la solucién del método de Euler con un paso més pequefo.

K T, Y. flt,y,)
0 0 1 1

1 0.05 1.050 1.100

2 0.1 1.105 1.210

3 0.15 1.166 1.331

19 0.95 3.558 6.116

20 1.00 3.864

Fuente. Elaborada por el autor.

Se puede ver que el error que se comete en la tabla 1, se rebaja
en la tabla 2.

Ejemplo 2. Un ejemplo no autonomo:

Consideremos el problema con valor inicial:

ay _ 2 _
T =W yO)-1

Usando el método de Euler para aproximar esta solucién sobre
elintervalo0 <t < 2,

Solucion:

El valor de la soluciéon ent =2 esy (2) = 1/5 si se calcula la
integral y se evalla en este valor. Nuevamente, es interesante ver qué
tanto nos acercamos a este valor con varias selecciones de At La
férmula para el método de Euler es:




Yk‘fl =Yt f(tk’ Yk) At= Y~ (ZthkZ) At

Cont,=0vy,y, = 1. Comenzamos aproximando la solucion de
t =0 at =2 usando solo los cuatro pasos. Esto implica tan pocos
célculos que podemos efectuarlos «a mano». Para cubrir un intervalo
de longitud 2 en cuatro pasos, debemos usar At = 2/4 = V2. El célculo
entero se muestra en la tabla 3. Observe que terminamos aproximando
el valor exactoy (2) =1 /5=0.2 pory, =5/32 = 0.15625.

Tabla 3. Tabla resumen de los pasos del método de Euler.

0 0 1

1 0.1 1.0000
2 0.2 0.9800
3 0.3 0.9416
19 1.9 0.2101
20 2.0 0.1933

Fuente. Elaborada por el autor.

La figura 7, muestra la grafica de la solucién y la compara con
los resultados del método de Euler sobre este intervalo.

Como dijimos en el ejemplo 1, al escoger valores de At mas
pequenos se obtienen mejores aproximaciones. Por ejemplo, si At =
0.01, la aproximacién de Euler al valor exactoy (2) =0.2 esy,, = 0.1933.
Si At= 0.001, necesitamos calcular 2000 paso, pero la proximidad
mejora a y(2000) = 0.199937
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Figura 7. Gréfica de la solucion real y la aproximada por el método de Euler.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 3:

Consideremos como un tercer ejemplo la ecuacién no auténoma:

dy _ B
S =Wty y(0)=1.

Estime y (1) utilizando el método de Euler y usando un paso de
At = 0.25,

Solucion:

Se tiene que f (t,y) =ty +y, tenemos también que t; =0, y, =
y (0) = 1 de la ecuacion de Euler, se tiene que y,,, =y, + T (. y,)
y + (t +t y,) At



De donde se tiene que:

Y, =Y + (t, +ty,) At =1 +0.25 (0+0 (1)) = 1

t, =t,+ At=0+0.25=0.25

Y, =Yy, +(t +ty,)=1+(025+025(1) =125

t,=t + At =025+ 0.25= 0.5.

ys =Y, + (t, +ty,) At = 1.125 +0.25 (0.5 +0.5.(1.125) = 1.391
t,=t,+At=05+025=075.

Y, =Yy + (t; +ty,) At =1.391 + 0.25 (0.75 + 0.75.(1.391)) =1.839 y,
t,=t,+At=075+025=1.

Y entonces el estimado paray (1) esy, = 1.839.



En los siguientes ejercicios del 1 al 8, use el método de Euler
con el tamafio de paso At para aproximar la solucién al problema de
valor inicial, en el intervalo de tiempo especificado. Su respuesta debe
incluir una tabla de los valores aproximados de la variable dependiente.
Trate de incluir un croquis de la gréfica de la solucion aproximada.

1.%=2y+1, y(0)=3, 0<t<2 At=0.5
2. L=t—y? yO) =1, 0<t<1, At =025
3 2=y’ -2y+1 y(0)=2 0<t<2 At=05
4, = = seny, y(O) =1, 0<t<3 At=05
5.%=(3—y)(y+1), y(0)=4 0<t<5 At=1

6. 2=B=-NU+D  y (=0 0<t<5 At =05
7.%=e§ y(0) =2 0<t<2 At=05
8.%=e§, y(ly=2 0<t<3, At=05

9. Compare los ejercicios 7 y 8 y de sus observaciones.

10. Compare los ejercicios 5 y 6, y dé sus observaciones.
¢ Esté funcionando bien el método de Euler en cada caso?
¢Qué haria usted para evitar las dificultades que pueden
surgir?




11. Considere el problema con valor inicial:

Z=VryO=1

Usando el método de Euler, calcule tres soluciones
diferentes aproximadas correspondientes a

At = 1.0;0.5;y 0.25 sobre el intervalo 0 < t < 4. Grafique
las tres soluciones. ;Cuéles son sus predicciones acerca
de la solucion real al problema de valor inicial?

12. Para los siguientes problemas con valor inicial, complete
los pasos i, ii y ii.

i. Encuentre la solucién exacta y evaltela en los puntos
t,t, t,yt,

ii. Utilice el método de Euler con h = 0.1 para encontrar
valores aproximados para y(t,), y(t,), y(t;)) v, y(t,).
Compare estos resultados con los valores exactos.

iii. Repita el paso ii, con h = 0.05, haciendo los cambios

apropiados.
a. y=t y(1)=1 t,=1, t=11, t,=12
t,=13, t,=14
b.y =cos(t) y(0)=0, t,=0, t,=01, t,=02

t,=03, t,=04.

dy'=1/x y(l)=1 t,=-1, t=-09 t,=-08
t,=-07, t,=-06

e y=1/0+) y (=5 =1 t=11 t=12
t,=13 t,=14

foy=tet y(@0=11t=0 t=0I11t,=02
t,=03, t,=04



13. Resuelva los siguientes problemas de valor inicial de
forma numérica en el intervalo indicado, utilizando el
método de Euler con h = 0.1. Compare su valor de y
en el punto extremo derecho del intervalo con el valor
dado por la solucién explicita.

a.y =1+y? y (0)=0 0<t<0.5,
b.y/ = eV y (0) =0 0<t<0.5
c.y =2t-3y y (1) =1 0<t<15

14. Considere el problema de valor inicial:

Usando el método de Euler, calcule tres soluciones diferentes
aproximadas correspondientes a At = 1.0; 0.5 y 0.25 sobre el intervalo
0 <t<4, y grafique las tres soluciones. ;Qué predicciones hace
usted acerca de la solucién real al problema de valor inicial? ;Cémo se
relacionan las graficas de estas soluciones aproximadas con la gréfica
de la solucién real?



Figura 8. Carl David Tolmé Runge o Car Runge (1856-1927).

Fuente. Milges y Uhlig (1996).

Carl Runge pas6 sus primeros anos en La Habana, donde su padre
Julius Runge ejercia como cénsul danés. La familia se trasladé mas
adelante a Bremen, donde Julius murié prematuramente en 1864.

En 1880 Carl recibié su doctorado en matematica en Berlin,
donde habia estudiado con Karl Weierstrass. En 1886 llegé a ser
profesor en Handver. En 1904 fue a Gotinga, por iniciativa de Felix
Klein donde permanecié hasta su retiro en 1925. Una hija suya se
caso con el matematico Courant. Realizé un trabajo notable en anélisis
numeérico y ecuaciones diofanticas. M. W, Kutta (1867-1944) también
aleman, quien trabajé en matematicas aplicadas, contribuyd con
Runge a construir métodos numéricos para la solucién numérica de
ecuaciones diferenciales.




Un ndcleo inestable es radioactivo. En cualquier instante puede emitir
particulas, transformandolo en un nucleo diferente en el proceso.
Por ejemplo 238U es una alfa emisor en decadencia exportando
de acuerdo al esquema 2%U — 23 Th + 4 He, donde * He es la alfa
particula. En una muestra de 238U, un cierto porcentaje del nucleo
decae durante un periodo de observacién At Si en un tiempo t la
muestra contiene N (t) nucleo radioactivo, entonces esperamos que la
cantidad del nucleo radioactivo en un tiempo At es aproximadamente
proporcional a N (t) y At. En forma simbdlica:

AN =N (t+A).N () ~ —y N (At (1)

Donde 7V es la constante de proporcionalidad. El signo menos
es indicativo del hecho de que hay menos nucleos radiactivos en el
tiempo t + At, que los que hay en el tiempo t.

Dividiendo ambos lados de la ecuacién (1) por At y luego
tomando el limite cuando At — 0,

N At) — N
(t + AY) (®) NG

WO =

Esta ecuacion es una que surge amenudo en aplicaciones. Debido
a la forma de sus soluciones, es llamada la ecuacién exponencial.



N/ () =-¥N() 2)

La ecuacidn (2) es un ejemplo de una ecuacién que se llama de
variable separable porque ella se puede reescribir con sus variables
separadas y entonces es mas féacil resolverla. Para hacer esto,
escribimos primero la ecuacién usando dN/dt es lugar de N/.

A continuacién, separamos las variables poniendo toda
expresion que implica la funcién desconocido N a la izquierda y todo lo
relacionado con la variable independiente t a la derecha. Esto incluye
adNydt El resultado es:

1
ﬁdN = —ydt (3)

Es importante notar que este paso es valido solo si N # 0, ya que
no se puede dividir por cero. Integrando ambos lados de la ecuacién
(3), se tiene:?

1
Ln |N|= —yt+C 4)
Queda por resolver para el valor de N, tomando la exponencial a
ambos lados de la ecuacién (4), tenemos:
IN(t)| = e V¢ = gle7t

Como e ¢y e7"* son ambos positivos, entonces tenemos dos
casos:

C,—yt i N
N(t)={ee , SIN>0

—ele™ SiN<O

2 Si usted no esté conforme con todos estos pasos, puede verificar la solucién por diferenciacion y sustitucion.
Se puede dar una justificacion formal mediante la regla de la cadena.




Se puede simplificar esta expresién si introducimos:
A= {ec SiN>0
=1° ¢ .
e SIN<O
Luego, la solucién también se puede escribir por la férmula
simple:

N (t) =Ae~ "t (5)

Donde A es una constante diferente de cero, pero por lo demas
arbitraria. La idea dada en el ejemplo 4, nos permite dar un método
analitico (o cuantitativo) para resolver ecuaciones diferenciales de la
forma:

dy/dt=1£(t,y) (6)

El lado derecho de esta ecuacién contiene generalmente tanto la
variable independiente t como la variable dependiente y (aunque hay
muchos ejemplos importantes en los que t 0 y estan ausentes).

Definicion
Una ecuacion diferenciable de la forma:

dy/dt=f (t,y)
se dice que es de variables separable si la funcién f (t,
y) puede escribirse como el producto de dos funcio-
nes: una que dependa solo de t y otra que dependa solo
de y. Es decir, una ecuacion diferencial de variables se-
parables si se puede escribir en la forma:

dy/dt=f(t,y) =g ®).h(y)’

3 También es cierto que si es de la forma dy/dt=f(t)/h(t) se puede ver como variable separable, escribiéndola
como dy/dt =f(t). (1/h(t)).



Soluciones numéricas ycuantitativas de una ecuacioén diferencial -

Ejemplo 4:
Diga si la siguiente ecuacion diferencial es de variables separables.
dy/dt =vy.t

Solucion:
Es claramente separable ya que podemos escribir g (t) =t, y h
(y) = y. por lo tanto:

dy/dt=f(t,y)=ty=g(t).h(y)

Ejemplo 5:

Diga si la siguiente ecuacion diferencial es de variables separables:
dy/dt=y+t

Solucion:
No es separable, ya que no hay forma de expresar y + t como
una funcién g (t) y otra h (y) tal que % =g (t).h (y).

Ejemplo 6:

Diga si la siguiente ecuacion diferencial es de variables
separables:

Solucion:

En esta ecuacion tenemos que trabajar un poco més para poder
evidenciar que si es separable, asi:

Podemos escribir la ecuacién dada como:
dy _ t+1 _  (t+1) _ [(t+1\ [ 1
%= e = 0) )
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De esta forma se tiene que:

s0- (22) vhw=Gx)
dy t+1 L
P ty_-l-t_g(t)' )

Es decir que si es separable.

Observacion:
Dos importantes tipos de ecuaciones diferenciales se presentan
sit oy estan ausentes en el lado derecho de la ecuacion.

dy _
- = 9(t)
La cual es separable, puesto que consideramos el lado derecho
como g (1) .1, donde 1 constituye una funcién (muy simple) de y.

Z=h®)

Es también separable puesto que podemos considerar el lado
derecho como 1. h (y), donde 1 constituye una funcién de t. Este dltimo
ejemplo de ecuacién diferenciable es la que hemos llamado auténoma.
Entonces lo que podemos concluir es que toda ecuacion diferenciable
autdbnoma se puede resolver analiticamente por variables separables.

Diga si la siguiente ecuacién diferencial es de variables separables:

dP—kP(l P)
dt N



Solucion:

El lado derecho solamente depende de la variable dependiente
P (t), por lo que esta ecuacién es otro ejemplo de una ecuaciéon que
es autdbnoma y por lo tanto, se puede ver como una ecuacién de
variables separables.

., Como resolver ecuaciones diferenciales separables?

Hemos visto en el ejemplo 4 de esta unidad, como se resuelve
una ecuacion de variables separables, usando un procedimiento comun
en calculo. Veamos algunos ejemplos que ilustran mejor el método.

Resolver la ecuacion diferencial:

dy

t
dt  y?
Solucion:

Efectuando algo de algebra informal y reescribiendo esta
ecuacion en la forma:

yidy = tdt

Es decir, multiplicando ambos lados por y?¥ Por supuesto,
no tiene sentido escribir % multiplicandola por dt. Sin embargo,
esto debe recordarle la técnica de célculo integral conocida por
sustitucién. Veremos méas adelante que esa sustitucion es la que se
estd haciendo aqui.

Integramos ahora ambos lados: el lado izquierdo con respecto a
y, y el lado derecho con respecto a t. Tenemos:

fyzdy= ftdt




Lo que nos da:

=—+C
-+

y3 t2

3
Técnicamente, tenemos una constante de integracién en
ambos lados de esta ecuacion, pero podemos agruparlas en una
sola constante C en el lado derecho. Por esto podemos escribir esta

ecuacién como: )

3t? 3
=—+3C
r= (o)

O como C es una constante arbitraria, podemos representarla
mas concretamente como:

1
3t 3
()

Donde C, es una constante arbitraria. El paso siguiente consiste
en comprobar que esta expresion es realmente una solucién de la
ecuacion diferencial, y a pesar de la dudosa separacion de variables
que efectuamos, se puede ver que si se ha obtenido una respuesta.

Observe que este método nos ofrece muchas respuestas, cada valor
de C, da una solucion diferente (figura 9).

Figura 9. Familia solucién para la ecuacion diferenciable dada en el ejemplo 8.

N 10 d

3 -

-20 -15 -10 -5 5 10 15 20

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Soluciones numéricas ycuantitativas de una ecuacioén diferencial -

Ejemplo 9:
Resolver la ecuacién diferencial:

ay

2
T y cost (7)
Solucion:

Esta ecuacién es separable, luego haciendo la separaciéon de

variables se tiene:
d
f—JZ] = fcostdt
y

Integrando se tiene:
1
——=sent+C
y
Resolviendo para y:

1
sent+ )

y=-

Como dividimos por vy, en este célculo se asume que y # 0.
Observe que y = 0 satisface la ecuacion diferencial (7), pero no esta

incluida (8) para cualquier valor de C. Luego la solucién de (7) consiste
de (8) y,y = 0. Esto es:

y- { — sen1t+C paratodoy # 0,6
0 siy=0

Ejemplo 10:

Resolver la ecuacién diferencial:

% =y(1-y) )
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Solucion:
De nuevo esta ecuacidon es separable, luego haciendo la
separacion de variables se tiene:

jy(ld—zy): fcostdt

Integrando, se tiene:

Laintegral del lado izquierdo se puede evaluar usando fracciones
parciales, es decir:
1 A B
_—_—
yad-y) vy y-1
Multiplicando por y (y = 1) a ambos lados tenemos:
-1=A(y-1)+By (10)

Comoyy (y - 1) tiene factores simplesy,y y - 1, podemos evaluar
(10) enlasraicesy=0vy,y =1, paraobtener A= 1y, B=-1. Entonces

se tiene:
d
Jy(lzy) Jy f_dy jdt

Integrando:
Inly|-lnly—-1=t+C

O equivalentemente:

1Y

lnm =t+C (11)
Tomando exponencial a ambos lados tenemos:
|y|i’|1| — ot+C — oCpt
|3%=| = eCe’, Esto implica % = teCet
Y _ et

y—1



Donde C, = te° es una constante arbitraria positiva o negativa,
multiplicamos por y - 1 esta ultima igualdad, para obtener:

y=C,.[y-1)e
Despejando vy, se tiene:
_ et
Y= et (12)

Comoy (y-1)=0siy=0,0siy=1,sesiguequey=0y,y=1
son soluciones de (9). La solucién y = O corresponde a k =0. Ademas,
y = 1 no esta incluido (11) salvo si tomamos C, = oc. Luego la solucion
de (9) es (11) y,y = 1. La solucién general involucra una constante C,,
la cual puede ser determinado de alguna condicién inicial.

La solucién dada es una solucién implicita de (9), ya que y no
estd dado en términos de t. La ecuacion (12) es una solucidn explicita
de (9), ya que y esté dada en términos de t. Para algunos problemas es
imposible encontrar, a partir la solucién implicita, una férmula para y*.

Resolver la ecuacion diferencial:

dy _ 2
T ty® (13)
Solucion:

De nuevo separando variables, colocando todas las expresiones
que involucran la funcién desconocida en el lado izquierdo y las que
involucran la variable dependiente en el lado derecho, resulta:

yizdy =tdt (14)

4 Como uno puede sospechar el método de variables separables se remonta casi a los comienzos del célculo.
Gottfried Leibniz (1646-1716) us6 esto implicitamente, cuando resolvia el problema inverso de la tangentes en
1691. Esto fue precisado por Johann Bernoulli en 1594 en una carta dirigida a Leibniz.




Observe que este paso es valido si y # 0, ya que no podemos
dividir por cero. Integrando a ambos lados de (14) tenemos:

fld—ftdt 1—1t2+C
T R

Figura 10. Familia solucién para la ecuacién diferencial del ejercicio ejemplo 11.

4

3

2

I ————

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Finalmente, resolviendo para y se obtiene la ecuacioén explicita:

© ~1 —2
1, tZ+2C
St2+C

La figura 10 nos muestra varias soluciones. Como y = O es
solucion de la ecuacién diferencial, en dicha figura se observa la
solucion: y (t) = 0.



Soluciones numéricas ycuantitativas de una ecuacion diferencial -

4.6 Problemas de aplicacion

Ejemplo 12:

Supongamos que hemos depositado $5000 en una cuenta de ahorro
con interés, incrementado continuamente a una tasa del 5 % anual.

a. ¢Qué funcion nos representa el capital en un tiempo t?

b. Sidecidimos retirar $1000 de la cuenta cada afio, comenzando
en el ano 10 de depositar el capital, jcuanto nos duraréa el
capital?

c. ¢Perderemos alguna vez todo el capital?

Solucion:
a. Si A (t) es la cantidad de dinero en el tiempo t, entonces
dA/dt denotara el incremento del capital en cada instante
t, es claro que en incremento del capital es directamente
proporcional al capital en cada momento, luego tenemos la
ecuacion diferencial:
dA
v kA
Pero la constante de proporcionalidad es k = 0.05, que el interés
pactado, de donde la ecuacioén diferencial sera:

% =0.054 A (0)=5000 (15)

Esta ecuacién con condicion inicial se puede resolver por varias
separables, tal como se hizo en el ejemplo 1, y obtenemos:

A(t) = Ce®%




Donde C = A (0). Entonces:
A(t) = 5000005

que es la solucidn particular. Suponiendo que la tasa de interés
nunca cambia se tiene que después de 10 anos el capital seria:

A(10) = 5000e%° ~ 8244 Dolares.

b. En este caso la ecuacidn diferencial en los diez primeros
anos es igual a (15), después de los diez anos la ecuacién
diferencial debe cambiar. Para t > 10 la ecuacién diferencial
tomarad la forma de:

dA
— = 0.054 - 1000
dt

Luego el problema queda modelado en la siguiente forma:
E:{0.0SA sit<0

at ~ 10.054—1000 sit<o0 (16

que corresponde a una ecuacion definida a trozos.

Para solucionar esta ecuacién en dos partes, resolvemos
la primera parte y determinamos A (10), lo cual ya se hizo en a. y
obtuvimos A (10) = 8244, que se tomara como valor inicial para la
segunda parte de la ecuacién diferencial (16). Esta segunda parte de
la ecuacién también se resuelve por variable separable, y tenemos:
[ = [ dt A (10) = 8244

Usando la sustitucién u = 0.05A - 1000, entonces du = 0.05 dA
0, 20 du = dA ya que 0.05 = 1/20. Se obtiene:

20du )
f t+C
i

20ln|ul =t + ¢4




Es decir:
200n|0.054 — 1000| = t + C;

Para alguna constante C,. En t = 10, sabemos que A ~ 8244

Entoncesent=10:

dA
i 0.054 — 1000 = —587.8< 0

Esto quiere decir que estamos retirando a una tasa que excede
a la tasa a la que ganamos interés. Como dA/dten t = 10 es negativa,
A disminuird y 0.05A - 1000 permanece negativa para t > 10. Si
0.05A- 1000 es negativa, entonces:

|0.054 — 1000| = —(0.054 — 1000) = 1000 — 0.054

Como consecuencia se tiene:

20.1n (1000 - 0.05A) =t + C,

ln(lOOO—0.0SA)_t c
0.05 =tth

Multiplicando a ambos lados por 0.05 y pasando a la forma
exponencial, resulta:

1000 — 0.054 = 005(t+C1)

1000 — 0.054 = C,e®05¢

Donde C, = e%93¢1 pegpejando A, obtenemos:

_1000—C,e05¢
0.05

A = 20(1000 — C,e%95t) = 20000 — C4e°05¢

donde C, = 20C, (aunque hemos sido cuidadosos para indicar
las relaciones entre las constantes C,, C, y C,, necesitamos solamente
recordar que C, es una constante determinable por las condiciones
iniciales).




Ahora usaremos la condicion inicial para determinar C,. Sabemos
que:
8244 ~ A (10) = 20000 — C5 09500 = 20000 - C ,(1.6487).

Despejando C,, obtenemos C, = 7130. Nuestra solucion para t
=10 es:

A (t) = 20000- 7130 e00st
Vemos que:

A(11) ~ 7641

A (12) ~ 7008

Nuestra cuenta se estd agotando, pero no por mucho tiempo.
De hecho, podemos encontrar cuénto duraran los buenos tiempos,
preguntando cuéndo se acabara nuestro dinero. En otras palabras,
resolveremos la ecuacién A (t) = O para todo t. Tenemos:

20000
7130

0=20000-7130e0.05t Lo que da: T=20 ln( ) ~ 20.63
Es decir que después de dejar que $5000 se acumulen durante
diez anos, podemos retirar 1000 % anualmente por méas de diez anos.

El nombre problema de mezclado se refiere a una gran coleccion
de problemas diferentes donde dos o mas sustancias se mezclan
entre si a distintas velocidades. Los ejemplos varian de mezclado de
contaminaciéon en un lago, a la mezcla de productos quimicos en un
tanque, a la difusién de humo de cigarrillo en el aire en un cuarto, a la
mezcla de especias en un platillo de curry.



Consideremos un gran tanque que contiene sal y agua (salmuera),
con los que se preparan ricos caldos. Suponga que:

El tanque contiene 100 galones de liquido. Ademas,
la cantidad que fluye hacia adentro es la misma que
fluye hacia afuera, pero siempre hay 100 galones en el
tanque.

El tanque se mantiene bien mezclado, por lo que la
concentracion de salmuera es uniforme en todo el
tiempo.

La salmuera que contiene 5 cucharadas de sal por
galdn entra al tanque a través del tubo A, a razén de 2
galones por minuto.

La salmuera que contiene 10 cucharadas de sal por
galdn, entra al tanque a través de un tubo B, a razén de
1 galén por minuto.

La salmuera sale del tanque a través de un tubo C, a
razén de 3 galones por minuto.

Encontrar el modelo para la concentracidon de sal en cualquier
tiempo t.

Solucion:

Para elaborar el modelo, tenemos en cuenta que t es el tiempo medido
(la variable independiente). Para la variable dependiente, realmente
se tendrian dos opciones; una escoger la cantidad total de sal S (t)
en el tiempo t medida en cucharadas, o bien C (t), la concentracién
de sal en el tanque en el tiempo t medida en cucharadas por galén.
Desarrollaremos el modelo para S (t), dejando el modelo para C (t)
como un ejercicio. Usando la sal total S (t) en el tanque como variable
dependiente, la razén de cambio de S (t) es la diferencia entre la



cantidad de sal que se anade y la cantidad de sal que sale del tanque.
La sal que entra al tanque llega por los tubos Ay B y se puede calcular
facilmente, multiplicando el nimero de galones por minuto de la
mezcla salmuera que entra al tanque por la cantidad de sal por galén.
La cantidad de sal que sale del tanque por el tubo C depende de la
concentracién de sal en el tanque en ese momento. La concentracién
esta dada por S (t) / 100, por lo que la sal que sale del tanque es del
numero de galones que salen por minuto (3 galones por minuto) vy la
concentraciéon (S/100). El modelo es:

as

S = @06 + 0a0) - O (35)

st 100

Variacién de la cantidad Entrada de sal Entrada de sal  Salida de sal
De sal Por el tubo A Por el tubo B Por el tubo C

Figura 11. Gréfica del tanque de mezcla para el problema 14.

N0

Fuente. Elaborada por el autor.

Es decir:

as 3S 2000-3S
=20 —

dat 100 100

¢Cudl es su punto de equilibrio? Para resolver esta ecuacién
analiticamente, separamos variables e integramos.



Encontramos que:

s _ dt
2000-35 100
In|2000-35] _ ¢t
-3 - 100+ Gy
In|2000 — 35| = ——= — 3¢,

100

In|2000 — 3S| = —0.03¢ + C,
Donde C, = - 3C,. Tomando exponenciales obtenemos:
|2000 - 3S| = e(_0-03t+ C) — C3e—0.03t

Donde C; = e®. Observemos que esto significa que C, es una
constante positiva. Ahora debemos tener cuidado, ya que quitando
los signos del valor absoluto resulta:

2000 — 35 = + C;e~005¢

Donde escogemos el signo mas si S (t) < 2000/3 y el signo
menos si S (t) > 2000/3. Por lo tanto, podemos escribir esta ecuacién
en forma mas sencilla como:

2000 - 3S = C4e-0.03t

Donde C, es una constante arbitraria (positiva, negativa o cero).
Despejando S obtenemos la solucidén general:

S (t)=Ce™00% + 22
_ _G . . .
Donde €= —= es una constante arbitraria. Es posible
determinar el valor preciso de C si conocemos la cantidad exacta de

sal que se encuentra inicialmente en el tanque.




Un contenedor de 300 galones se encuentra lleno de agua a dos
terceras partes de su capacidad con 50 libras de sal. Al tiempo t =0
minutos, se abren las vélvulas de manera que se agregue agua pura
al contenedor a una velocidad de 3 galones por minuto. Si la mezcla
bien agitada se extrae del contenedor a la velocidad de 2 galones por
minuto. s Cuéntas libras de sal se encuentran en el contenedor cuando
este se llena (y todas las valvulas se cierran)?

Solucion:

Lo primero que notamos es que se esta agregando mas liquido
por minuto que el que se estd extrayendo, de modo que el nivel del
liquido asciende y el numero de galones en el contenedor aumenta. De
hecho, podemos utilizar un argumento tipo conservacién para advertir
que la velocidad de cambio del volumen V de liquido en el contenedor
(en galones por minuto) es igual a la velocidad de agregacién (3
galones por minuto) menos la velocidad de drenado (2 galones por
minuto). De esta manera:

Z—‘: = Cantidad de entrada — cantidad de salida

av _

T 3 — 2 =1 galon por minuto. Vv (0) = 2/3(300) = 200

Integrando nos da:
V (t) =t + C galones
Donde C = 200, luego:

V (t) =t + 200 galones (17)

Siy representa el nimero de libras de sal en el contenedor en el
tiempo t, queremos hallar una ecuacién paray basada en la ecuacion de
conservacion del volumen (17), de modo que necesitamos encontrar



la velocidad a la que se agrega la sal y la velocidad a la que se extrae,
ambas en el tiempo t. La clave es concentrarse en las unidades de dy/
dt al tiempo t, que en este caso son libras de sal por minuto. Asi, las
velocidades de agregacion y de drenaje también deben estar en libras
de sal por minutos en el tiempo t.

En primer lugar, consideremos la contribucién de la velocidad a
la cual se agrega la sal. El agua pura se esta agregando al contenedor
a razén de 3 galones por minuto, y para obtener las unidades de
libras de sal por minuto, necesitamos multiplicar los 3 galones por
minuto por el nimero de libras de sal por galén que se agregan, que
en este caso es de O libras de sal por galdn. De esta forma, (0) (3) =
O libras de sal por minuto, que es la velocidad de agregacion de sal
en cualquier momento.

En segundo lugar, consideramos la contribucion de la velocidad
a la que desea extraer la sal. La salmuera estd abandonando el
contenedor a razén de 2 galones por minuto, y para obtener las
unidades de sal por minuto necesitamos multiplicar los dos galones
por minuto por el numero de libras de sal por galén que se extrae.
En el tiempo t el nimero de libras de sal en el contenedor es y (t), asi
que para obtener el nimero de libras de sal por galén en el tiempo t,
dividimos y (t) por el numero de galones en el contenedor al tiempo t,
a saber V (t) =t + 200, lo cual da como resultado y / (t +200) libras
de sal por galdén en el tiempo t. De esta manera, la razdn a la que la
sal estd abandonando el contenedor es de 2y/ (t+200) libras de sal
por minuto.

Con esta informacién vemos que la ecuacién de conservacion
nos da:

dy _ _ 2y _ 2y
ac 03) t+200  t+20C (18)




Debido a que existen 50 libras de sal en el contenedor para t =
0, la condicién inicial para esta ecuacion diferencial es y (0) = 50. Esta
ecuacion diferencial es valida para 0 <t < 100.

Si examinamos el campo de pendientes para (18), observamos
que todas las soluciones seran decrecientes y céncavas hacia arriba
para la regién de interés (t > O, y y > 0) (para convencerse de este
hecho considere la ecuacion (18) y el resultado de derivar esta
ecuacion). Observe también que el campo de pendientes hace caso
omiso de la condicién de que el contenedor esté lleno cuando t = 100.
También se ha trazado la curva solucién que pasa por el punto inicial
(0, 50). De esta curva podemos calcular el valor de y (t) parat= 100
en aproximadamente 25 libras, lo que es una respuesta aproximada a
nuestra pregunta original. Podemos obtener una mejor aproximacioén
numérica usando el método de Euler, dado en la seccién anterior,
con un paso de At = 1, encontrando que y (100) = 22.22 libras. Sin
embargo, para obtener una respuesta debemos dar una solucién
explicita.

Figura 12. Gréfica del campo de pendientes con una solucién particular del prob-
lema 15.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



La ecuacion (18) es un tipo de ecuacion diferencial que se puede
resolver por separacion de variables, esto es:

_t+200dt

[l [
YT T tvz200

Iny=-2In(t+200)+C

1d
-_— y:
y

Integrando:

Resolviendo para y, tenemos:

c

e
Y (D) = T200y2
De la condicidn inicial y (0) = 50, encontramos que C = 50(200)2,
de manera que la forma final de la solucién sera:

50(2002)
V() = 200y

(19)

Para contestar la pregunta original acerca de cudntas libras
de sal se encuentran en el contenedor cuando se llena, notemos de
la ecuacion (19) que el contenedor estara lleno cuando t = 100, de
modo que y (100) serd la cantidad de sal en el contenedor en ese
momento. De (18) tenemos que y (100) = 50 (200)? /(300)? = 225
libras de sal, lo que no esta muy lejos de la aproximacion inicial de 25
libras y corresponde adecuadamente a la solucién numérica de 22.22.
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Ejemplo 15:

Resolver la ecuacion diferencial:

dy _ x3%+1
dx ~ y3+1 (20)

En el primer cuadrante, es decir x > O, y y > 0. Aplicando
separacion de variables a (19), tenemos:

3+ Ddy = (x3 + 1)dx

Integrando:

1.4 _ 1 4
4 +y—4x +x+C

yt—x*+4(y—x)=C (21

No se puede resolver y en términos explicitos de x. No podemos
resolver esto ya sea para y (x) o para x (y). Aun asi cuando tengamos
una familia de soluciones implicitas, no tenemos ninguna gréfica de
ellas. Sin embargo, podemos construir el campo de pendientes y
dibujar unas cuantas soluciones a mano. Esta se ve en la figura 13.

Figura 13. Campo de pendientes y soluciones particulares del problema 16.

- _.-..-.._—-.——.-.-.-.-.-..-._-..--x-.“-.\\-\




Sugiere que y = x es una solucién. De hecho y = x satisface (21)
cuando C = 0y es por consiguiente, una solucién de (20). Esta figura
también sugiere que si y > x, la solucién sera creciente y céncava
hacia arriba, mientras que siy < x, la solucion sera creciente y cdncava
hacia abajo. Utilizaremos el célculo para ver si estas observaciones
son precisas.

La derivada de (20) es positiva parax >0y, y >0, de modo que las
soluciones seran crecientes, como sugiere la figura 13. También note
que las pendientes son mas grandes que 1 si x >y, y mas pequenas
que 1 six<y.

Para decidir acerca de la concavidad, derivamos (20) vy
sustituimos para y/ de (20), proporcionando, después de numerosos
célculos algebraicos la expresion:

y!l =

3
REEiE (xy? +x +yx® +y)(xy® +x —yx* —y) (22)

Estamos interesados solamente en el primer cuadrante donde x
>0,yy>0. Aqui el signo de y” estd determinado enteramente por el
signo del dltimo término del lado derecho de la igualdad, a saber

xy3+x—yx3—y

Expresién que analizaremos ahora. La figura 13 sugiere que
la concavidad en y = x, lo que significa que y = x es un factor de
xy3 +x —yx3 —y.Y esto es cierto, ya que:

1
xy*+tx—yx®—y=(y-0)(xy*+x’y-1) =x(y—x) (y2 +xy—;)
(23)

De modo que el signo de y” lo determina el producto de estos
tres términos de los cuales el primero, x, siempre es positivo. La
figura 10 sugiere que el Unico cambio de signo de y” se presenta en




y = X; es decir, cuando y - x = 0. Esto significa que el tercer término,
y? +xy —~, no cambia de signo. Investiguemos esta posibilidad si
pensamos en la ecuacion:

2 1
yotxy —-=0
Como una ecuacion cuadratica en y, resolviéndola, hallamos que:

_ —XEJx%+4/x
V=0

Asi, 23 puede escribirse como:

xy3+x—yx3—y= (y—x)(y-}-x_— szz+4/x'<y+x+_ szz+4/x)

Debido a que estamos interesados en'y > 0, y x > 0, el dltimo
término siempre es positivo, pero existe una posibilidad de cambio de
signo de y a lo largo de la curva:

—Jx%+4/

Podemos preguntar donde la curva 24 cruza ay = x, y responder
gue esto ocurre cuando:

1

Resolviendo esta ecuacién tenemos que x = (%)3 ~=~ 0.7937. Si
examinamos la figura 13 de nuevo, vemos que esta ocurriendo algo
poco habitual acerca del origen. La figura 14 ilustra el campo de
pendientes en la ventana 0 < x < 2, 0 <y < 2, junto con la curva dada
por (24) y algunas curvas solucién trazadas aproximadamente. El
cambio de concavidad cerca del origen es ahora obvio. Sin el anélisis
de la concavidad, un examen superficial de la figura 14 no habria
conducido a creer que una solucién individual no podria cambiar de
concavidad.



Soluciones numéricas ycuantitativas de una ecuacion diferencial -

Figura 14. Gréfica de la solucién del problema 16 con la solucién de (24).

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

La figura 14 sugiere que si X = 0,y (x) — co.

Do
1
J



1. Identifique las siguientes ecuaciones diferenciales como
auténomas, separables o como ninguna de ellas (algunas
de ellas pueden caer en mas de una categoria). No intente

resolver ninguna de ellas.

a.xy'-y2=0 b.y - sen(x/y) =0
c.yy-ev=0 dyy -ev=0
e.y-x+y=0 f.y-ysenx=0
9.V +4+y?=0 h.y-Inx+Ilny=0
iy -ty=0 by -ty?=0

K.y -2y-1=0 Ly +y-2=0

my ty-1-y-t=0

ny-1/ty+t+y+1)

En los ejercicios 2 al 14, resuelva la ecuacion diferencial. Integrales
definidas son necesarias en los ejercicios con asterisco. Algunos

gjercicios estan en términos de otras variables tales comoy, y t.

dx _ x+1 dr  ri+r
2. dt t 3 E - 0

dx _ t dx _ t+x
4.57=°€ 5% €

dx du u?+4

— =tx +4x + 3t + 12 e T
6. dt 7. dt t?2+4

dx _ ax _ .2 2
8.;=13 9 —=t%




]0_%=x5,x(2)=1 ]].Z—f:tx—2x+t—2‘

12,45 =xPcos(®),x(0) = 1. 13+ % = x*cos(t™/2) y (0) =]

14.* Z=teos(t2)x (1) =215 L =o'y (2) =4

Las ecuaciones del 16 al 18, requieren el método de fracciones
parciales.

16,3 = X —1) 17,5 = ¥ - 17

182 = (x = D)(x — 2)?

En los ejercicios 19 al 25, cada ecuacion diferencial de primer
orden estd escrita en forma diferente. Resuelva la ecuacién diferencial.

19.x%dt + t3dx =0 20. (tx+x)dt + (tx +t)dx =0

21.rsen9dr + cos8df = 0 22. (t2—4)dz+ (z2-9)dt =0

23. (+x)dt + (t3+4tD)dt =0 24, et*¥dt+e?'3¥dx = 0

25 te*dt + xe“tdx =0

26. Resuelva los siguientes problemas con valor inicial,
hallando una solucién explicita donde sea posible. Confirme
sus resultados mediante el uso de métodos gréficos y
métodos numéricos.

axyy-y=0 y(e) =1

b. x y/ + y2conx = 0 y(O):T-ZI

C.xyy - (4-y)2=0 y©=1




d.(1-x3"2yy +y3=0 y (1) =1

e. (x> +x-1)y' +Bx-1)(y+2) =0 vy (1)=-2

f.2@2+y)yy +y(1-x%)=0 y (0) =-1
g.y senx + (y?+1) ey y/ =0 y (7—21) =1
h. 3ye*yy +1=0 y (1)=2
i. 3y?yy/ -sen (x3) =0 y (0)=3
J-y'-2yx/(x*-1) = 0, y(2)=-6
K.y’ - 2yx/(x*>-1) =0 y(0)=2
l.y/ - 2yx/(x?-1) =0 y (-2) =-6

27. Muestre que si tomamos la sustitucion z=at + b x + c,
con b # 0, entonces la ecuacioén diferencial:

—=ffar+hy+c)
dr

Se cambia a una ecuacién diferencial en z y t que se puede
resolver por variables separables.

Enlos ejercicios 28 al 32, resuelva la ecuacion diferencial usando
el ejercicio 27.

dx , v ,
28. — =(1+x) 29 —=it+4x-1)

et di

ely de y
30. — =tani-i+x+{)+1 31, — =" t+x) -1

Tt Tt

dx  rx+2

32. =

i f+x+1




33. Una cubeta de 5 galones esta llena de agua pura.
Suponga que empezamos a anadir sal a la cubeta a razén
de Y libra por minuto. Ademas, abrimos el grifo de manera
que salga 2 galén por minuto de la cubeta, y agregamos
agua pura para mantener llena la cubeta. Si la solucién
de agua salada estéd siempre bien mezclada, jcudl es la
cantidad de sal en la cubeta después de?:

a. 1 minuto. b. 10 minutos. c. 60 minutos.
d. 1000 minutos. e. En un tiempo muy grande.

34. Una taza de chocolate caliente estd inicialmen-
te a 170 °F y se deja en un cuarto que tiene tempe-
ratura ambiente de 70 °F. Suponga que a partir del
tiempo t = 0 se enfria a razén de 20° por minuto.

a. Suponga que es aplicable la ley de Newton sobre el
enfriamiento: «La razén de enfriamiento es proporcional
a la diferencia entre la temperatura en curso y la tem-
pe-ratura ambiente». Escriba un problema de valor inicial
que modele la temperatura del chocolate caliente.

b. s Cuanto tiempo le toma al chocolate caliente enfriarse
a una temperatura de 110 °F?

35. Inicialmente un contenedor de 2000 galones se llena
con agua pura. Al mismo tiempo t = 0 una concentracion
con 3 libras de sal por galén se agrega al contenedor a la
velocidad de 4 galones por minuto y la mezcla bien agitada
es drenada del contenedor a la misma velocidad.

a. Encuentre el nimero de libras de sal en el contenedor
como una funcién del tiempo.



b. ; Cudntos minutos le toma a la concentracion en el con-
tenedor para llegar a 2 libras por galén?

c. ;A qué se aproxima la concentracion en el contenedor
para valores grandes del tiempo? ;Coincide esto con su
intuicion?

36. Encuentre una constante K, tal que la siguiente
ecuacion sea separable:

% = (Inx) (Iny) + In(kxy)

37. Una curva pasa por el punto (1, 1). En cada punto (x,
y) de esta curva, la recta tangente pasa por el punto (2x,
-y). Pruebe que la curva satisface la ecuacion diferencial:

dy _ 2y

dx x

Y encuentre la ecuacién de la curva.

38. Un esquiador localizado en el punto W, se sujeta a
mediante una cuerda de longitud L a un bote de motor
(M), como se muestra en la figura 15.

Figura 15. Gréfica para el problema 38.

Y A

\/

Fuente. Elaborada por el autor.



El esquiador comienza en (0, 1) sobre el eje y mientras que
el bote comienza en un punto sobre el eje x y se mueve
hacia la derecha. El esquiador a viaja lo largo de una curva
que recibe el nombre de tractriz. Encuentre una ecuacion
diferencial para esta curva y resuélvala para encontrar
la ecuacion de la curva (ayuda: la cuerda se encuentra
siempre tangente a la curva).

39.Diga silas siguientes ecuaciones diferenciales son separables.
Si lo son, haga la separacién de las variables.

dy

= = 3y + a3y —xyd+y3 -3+ x+yt—xy?-1

b. % = con(x +y) + (senx)(cosy)?

dy _ Xy
C. ;- €

40. ;Qué cantidad de dinero se debe invertir al 19 % de
interés, de tal manera que el valor de la inversion sea de
$1000 ddlares después de 10 afos? sCuénto si el valor
total de la inversién es de $1000000 después de 100 anos?

41. ;Qué tasa de interés causard una inversion que se
duplica en dos anos?

42. La ley de enfriamiento (o calentamiento) de Newton
establece que la temperatura T(t) de un cuerpo en el tiempo
t cambia con una razén que es proporcional a la diferencia
entre T(t) y la temperatura constante del medio T _, esto es:

ar
== k(T = Tp)



Donde k es una constante. Si T (t) > T _, entonces el
objeto se esta enfriando y, en consecuencia, k debe ser
negativa. La misma conclusiéon se cumple para k si T(t) <
T_, de manera que en cualquier caso se hace K negativa.
Utilizando variables separables demuestre que:

T{)=T +Cekt
Para alguna constante C.

a. Pruebe que C=TO-T_, donde To es la temperatura en
el tiempo t = 0.

b. ;Qué sucede a T (t) después de un periodo largo de
tiempo?

43. Un tanque de 100 galones contiene una mezcla de 20
% de alcohol con agua en el tiempo t = 0. Supongamos que
Q (1) representa la cantidad de alcohol en el tanque en un
tiempo t cualquiera, de manera que, medido en galones, q
(0) = 20. Suponga que se bombea la mezcla hacia afuera
a una razon de 10 galones por horay, al mismo tiempo, se
reemplaza por una cantidad igual de una mezcla con 30 %
de alcohol. Entonces, la razén de cambio Q (t) es:

2=3- (5w

(Cada hora se bombean 3 galones nuevos de alcohol hacia
adentro; el segundo término representa la eliminacion de
un décimo de la mezcla presente). Encuentre la funcién
para Q (t).




44. Modifique el problema 14, de tal manera que cada hora
se reemplazan 10 galones de la mezcla de alcohol con
agua por 9 galones de agua pura. Entonces, la ecuacion
diferencial apropiada es:

aQ _ 10

Q(®)

dt 100-t

Resuelva la ecuacion diferencial y determine la cantidad
de alcohol que aun queda al cabo de 10 horas.
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Figura 1. Ernst Leonard Lindel6f (1870-1946).

Fuente. Murdeshwar (1983).

Lindel6f nacié en Helsinki el 7 de marzo de 1870 y murié también en
Helsinki, el 4 de junio de 1946. Fue un matematico finlandés que trabajé
fundamentalmente en anélisis complejo y ecuaciones diferenciales.

Era hijo del matematico y astrénomo Lorenz Leonard Lindel6f y
hermano del filélogo Uno Lorenz Lindel6df. Realizé sus estudios en
la Universidad de Helsinki, donde defendié su tesis doctoral en 1893,
bajo la direccién de Hjalmar Mellin. Posteriormente se convirtid
en asistente y después en profesor de matematicas en 1903. Fue
miembro de la Sociedad Finlandesa de las Ciencias y las Letras. Dirigid
un gran numero de tesis, entre ellas las de Rolf Nevanlinna, Lars
Ahlfors, Kalle Vaisala y de Pekka Myrberg.

Diversos teoremas llevan su nombre, entre ellos el teorema
de Picard-Lindelof y el espacio de Lindeldéf, asi como también
el asteroide (1407) Lindel6f.



Volvemos en este capitulo a trabajar de manera méas amplia el método
cuantitativo o analitico, para resolver ecuaciones diferenciales. El
método de separacién de variables se aplica a ciertas ecuaciones que
cumplen como se vio anteriormente, la condicién de poder separar las
variables en y, y en x. Pero este método es realmente muy importante
ya que una gran cantidad de ecuaciones mediante cambios de
variables se pueden llevar a variables separables como veremos en
este capitulo.




Hay muchos tipos de ecuaciones diferenciales que no se pueden
resolver inicialmente por variables separables, pero bajo cierto cambio
de variable' se puede llegar a este tipo de ecuaciones, lo cual fue visto
en la unidad 4.1

En ciertas situaciones, dos sustituciones especiales nos permiten
transformar ecuaciones no separables, en ecuaciones separables.
Estas son:

a. Sustitucion lineal: u = ax + by + ¢ (a, b y c constantes).

b. Sustitucién racional: u %- (Ecuaciones homogéneas)?.

En cada caso u reemplaza a y, como funcién desconocida, y, x
sigue siendo la variable independiente.

Caso a. Sustitucion lineal: u = ax + by + ¢ (a, b y ¢ constantes).

1 Polyanin, A. y Zaitsev, V. (1995). Exact Solutions for Ordinary Differential Equations. Boca Raton, Florida: CRC
Press.
2 Este uso del término Euler — homogénea es diferente del término lineal — homogénea que se usara mas adelante.



Més sobre métodos cuantitativos -

Ejemplo 1:

Resolver la ecuacién diferencial utilizando una sustitucion adecuada:

dy _
=Xty D
Solucion:
Empleando la sustitucién u = x + y, donde derivando respecto a x se

. du d . d du .,
tiene = = 1 4+ =, es decir que 222, luego la ecuacion (1) se nos
dx dx dx X

d
transforma en:
du

a'].:u

Que ahora se nos vuelve en variables separables:

du
=dx
Integrando: 1+u

fdu_fd
1+u—xx

Se tiene: Ln(u+1)=x+C

Sustituyendo, se transforma en: Ln(x+y+1)=x+C
Resolviendo para y, tenemos: y=Ce*-x-1

Caso b, la sustitucién u = y/x

Ejemplo 2:

Resolver la ecuacién diferencial utilizando una sustitucién adecuada:

dy x+y
dx ~  «x

271



Solucion:
Lo primero que se hace es separar la fraccion del lado derecho, es
decir:

dy _ y
A @)
Y hacemos la sustitucién u = % , por lo tanto y = ux, derivando
respecto a x se tiene:
P dy _ + du
ax T

Sustituyendo en la ecuacién (2), se tiene:

du
ut+tx—=1+u

dx
Cancelado, u se tiene:
du
XE =
Separando variables:
du =—-dx
X
Integrando, tenemos:
u=Inx+C

Sustituyendo u:

%zlnx+C, 0y=xlnx+Cx

Los ejemplos 1y 2 resueltos anteriormente ilustran los aspectos
analiticos para una sustitucién lineal o racional. Sin embargo, no es
necesaria la habilidad de reconocer situaciones en las cuales una
sustitucion lineal o racional nos llevara a una ecuacién separable.
Existe una forma facil de hacerlo: cualquiera de las situaciones lineal



o racional, se aplica cuando la ecuacién diferencial dada se puede
escribir en la forma:

dy
v F(u)

Para alguna funcion F (u). En el ejemplo 1, F (u) = u (= x+ ), y el
gijemplo 2, F (u) =1 + u.

Se puede ver que es posible emplear la sustitucién lineal para
separar variables en cada uno de los siguientes casos:
Caso b. Sustituciones de la forma:

d da
d_i: x+y u=x+ty 3 d—zz ny-xz-yz u=x-y 4

3—3: = Ln(2x +3y-1) u=2x+3y-1. (5)
Las funciones en estos ejemplos son:
F(w=+vu
F (u) =-u?

F=Inu.

La sustitucion racional u = x/y, se aplica a ecuaciones como:

L~ 2 (Ln(y)-Ln(x)) (6)

dx x

Haciendo la sustitucién, nos queda:

F()=ulnu

Este mismo proceso se puede emplear parala ecuacion diferencial:

(xy- 2x¥)dy = (5x% + 2y?)dx )




Para ver la sustitucion racional vasta dividir por x?, obteniendo:

(%'2) dy = (5 + zz—z> dx

Y haciendo u = y/x, tenemos:
(u-2)dy = (5 + 2u?)dx

O bien:
dy 5+u?

du Uu-2

Veamos ahora por qué siempre las ecuaciones de la forma:
dy _
Al OO )

Donde u = ax + by + ¢ 0 bien u = y/x, se pueden volver de
variables separables, empleando la sustitucién adecuada.

En el caso de la sustitucion lineal u = a x + b y + ¢, se tiene:

du=adx+bdy

Si se multiplica (8) por la constante b y se sustituye b dy, por
(du - a dx), se obtiene que:

du-adx
= bF (u)
O bien:
du
il + bF (u)

Es claro que esta ultima ecuacion es separable, independiente-
mente de lo que sea F (u), y esto nos lleva a:
du
x+C= f a+bF(u) (9)

Utilizando la ecuacion (9), resolver las ecuaciones (3), (4), y (5),
siempre que se aplique la sustitucion lineal.



Solucion:

Para la ecuacién (3) se tiene que F (u) = v/u, por tanto, utilizando

(8), tenemos:

du
x+C=f o

Para (4), se tiene:
du

1+u?

x+C=f
Para (5), se tiene:

f du
x+C=J333m

El problema que sigue es el célculo de las integrales, de manera

analitica.

Cuando se hace la sustitucion racional u = y/x en la ecuacion (8),

se tiene y = u x de modo que:

dy=xdu+udx

Sustituyendo en la ecuacién (8), tenemos:

xdu+ udx
dx

xdu F
o F

=Fw

Separando variables se tiene:

dx_ du
x  F(w-u
Y finalmente:

du
F(u)-u

Inx +C= |

Hemos probado el siguiente teorema:
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Teorema 1
Si una ecuacion tiene la forma:
dy
Fr F(u)

Donde u = ax + by + ¢ 0 bien u = y/x, y F (u) es una funcién
que depende de u, entonces la ecuacién es de variables
separables, cuando se escribe en términos de x y u; y su
solucion se obtiene empleando (8) o (9).

Ejemplo 4:

Aplique la ecuacion (9) a la ecuacién (3), para resolverla.

Solucion:

du
ulnu-u

Lnx+C=[
Que se resuelve haciendo la sustitucién z = In u, de donde:
dz
Lnx+C=fZ = In(z-1)
z-1=Cx,luego
Inu-1=Cx,esdecirlnu=Cx+1
u=e%"1 entonces y = xe™'!
Ejemplo 5:

., d + 2+ 2
Resolver la ecuacion d—y = YV
X X

Solucion:
Haciendo u = % entonces se tiene:

du
Lnx+C=fm



Que se puede integrar haciendo la sustitucion trigonométrica u
=tan 6, luego du = sec? 6 d 6, de donde se tiene:

2 2
Inx+C= fvsfjt::fg = [Z 548 [ secdf = In (sec + tan?)

secO

De donde:
Lnx+C=Inu+V1 + u?)
Por lo tanto:
u+ V1+uZ =Cx (11)

En este punto se deberia remplazar a u por y/x, sin embargo, es
mejor primero simplificar mas la ecuacién (11), esto es:

Vv1+u?=Cx-u

O:
1+u?=(Cx-u) entonces 1 + u? = Cfx2-2C; xu + u?
Luego:
1=Cx%-2Cxu, 6 1= C2x2-2C,y
Por lo tanto:

Antes de resolver la ecuacion (7), se observa que sugiere un
tipo de ecuaciones que se conocen como solubles mediante una
sustitucion racional; es decir toda ecuacion de la forma:

F(x,y) dy = G(x, y) dx

En la cual las funciones coeficientes F (x, y) y, G (x, y) son
polinomios en X, y y, en donde el grado de cada término es n.
Suponemos que los grados de cada polinomio es el mismo (es por
esto que dichas ecuaciones también reciben el nombre de




homogéneas de grado n donde n es el grado de cada término
de los polinomios). En nuestro ejemplo todos los términos de los
polinomios coeficientes son de grado 2, Como resultado, podemos
dividir cada término por x? y se convierte en funciones en u de la
forma u = y/x.

En general, esta sustitucién funciona ya que:

meyn .
xmAn =Cu

No existe razén alguna para que m y n, que aparecen en la
férmula anterior, se restrinjan a tomar valores enteros; asi que la
aplicabilidad de esta idea se extiende mas alléd de las ecuaciones en
que las funciones coeficientes son polinomios. Por ejemplo la ecuacion:

(x + \/E/)dy = Yxy2dx

Esta se puede considerar como una ecuacion en la cual cada
término en las funciones coeficientes tiene grado 1. En consecuencia,
dividiendo entre x se convierten ambas en funciones de u.

En resumen, una ecuacion de la forma:

F(x,y)dy=G (x,y) dx

Luego se convierte mediante la sustitucion racional u = y/x a
la forma:

H (u) dy =K (u) dx

En la cual H (u) y K (u) son funciones que dependen de u,
entonces el resultado al sustituir dy, y separando variables es:

H (u)du

Inx+C= f K(u)-uH(u)

(12)
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Ejemplo 6:

Resolver la ecuacién:
(x y- 2x?%) dy = (5x% + 2y?) dx

Solucion:

Observe queF (x,y) =xy-2x2%,y g (X,y) = 5x? + 2y? son polinomios
de grado dos. Lugo dividiendo por x?, y haciendo la sustitucion u =
y/X, se tiene:

(u-2)dy=(5+2u?dx

O bien en la forma:
dy 5+ 2u°
dx ~ u-2

Por (12), tenemos que H (u) =u -2,y K (u) =5 + 2u?, entonces:

(w2)du  _ [ (u-2)du

_1 2 3 \
5+2u2-u(u-2) uZ +2u+5 - 2 ln(u + zu + 5) 2 arCtan (u + 1}

Lnx+C=f

Reemplazando u =y/x, tenemos la respuesta:

Lnx+c=%ln((§)2 + 2¥+ 1) -%arctan (£+ 1)

X

Ejemplo 7:

Resolver la ecuacién diferencial:

dy x+y

dx x+1

279
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Solucion:

En este caso no podemos usar la sustitucion u = y/x, ya que
tenemos una constante en el denominador. Sin embargo, si se hace la
sustitucién t = x+1,y, u =y - 1, entonces la ecuacién toma la forma:

dv t+u

dt t
Esta ecuacion se puede resolver haciendo la sustitucién racional
v = u/t. Observe que dt = dx, y du = dy. Se tiene que:

1y
E = (%
De donde:
Intic=[dv=v

Esta ecuacién surge de aplicar (12) con las variables t, y u en
lugar de x, y y. Entonces:

v=Int+c

O bien:

u=tlnt+Ct
Reemplazando u, y v tenemos:
y-1=(x+1)In(x+1) + C(x+1).

Ejemplo 8:

Resolver la ecuacién diferencial:

dy x+y+1
dx 2x-y-4



Solucion:
Con el fin de encontrar las relaciones entre las variables x, y y

con las nuevas variables t y u, se hace:
x=t+A,yy=u+B

Donde A y B son constantes que tenemos que averiguar,
sustituyendo en la ecuacion diferencial.

du t+A+u+ B+1

dt ~ 2t + 2A-u-B-4

Y queremos que A+B+ 1,y 2A-B -4 sean cero. Las ecuaciones:

A+B+1=0
2A-B-4=0

al resolver el sistema tenemos que A =1y B =- 2, de este modo
el cambio de variables es:

x=t+1, yy=u-2
Haciendo la sustitucién se obtiene:

du_t+u

dt 2t-u
que se puede resolver haciendo v = u/t.

El mismo cambio de variable empleado en el ejemplo 8, se puede
aplicar a toda ecuacioén diferencial de la forma:

dy F(x +y+ 1)
dx 2x-y-4
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Donde F es una funcién cualquiera. Por ejemplo:

dy |x+y+1
dx 2x-y-4

du _ t+u _ [1+v
dat 2tu Al 2-v

Se convierte en:

Donde v = u/t.

En resumen

El cambio de variable:

Xx=t+A, y=u+B

Se puede emplear para cualquier ecuacién diferencial
de la forma:

ﬂ —F (ax+by+c)

dx dx+ey+f (13)

Siempre y cuando se pueda resolver para A, y B que
satisfacen

aA+bB+c=0

dA+teB+f=0.

Ejemplo 9:

Resolver la ecuacién diferencial:

dy _ x+2y-1

dx 2x+4y-3

Solucion:

Al formar el sistema:

A+2B-1=0
2A+4B-3=0



Este sistema no tiene solucidn, luego las dos rectas son paralelas.
En este caso la solucién se puede encontrar haciendo v = x + 2y - 1,
ya que transforma la ecuacion diferencial en:

que se puede resolver aplicando (9).

En resumen, si en la ecuacién diferencial (13) se tiene que
a e = b d, (es decir las rectas son paralelas), y en este caso una
sustitucion lineal sirve para resolver la ecuacion, en el caso en que
no sean paralelas se puede resolver con las sustituciones racionales
planteadas anteriormente.

En general, se puede emplear una sustitucién lineal para una
ecuacion del tipo (13), siempre a e =b d. Y en todos los demés casos
se puede resolver aplicando la sustitucién racional v = u/t.

Se puede ver que la cantidad de ecuaciones que se pueden
resolver mediante una sustitucién lineal o racional, es mucho mas
amplia que lo planteado anteriormente.

Resolver la ecuacioén diferencial:

dy  x?

dx x+vy

Solucion:

Esta ecuacion a pesar de que f(x, y) no es lineal se puede
resolver por separacion de variables haciendo el cambio lineal u = x
+V, luego du = dx + dy, esto es dy = du - dx, entonces la ecuacién se
transforma en:

du-dx x?
dx  u
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Es decir:

du x?
—-1 ==-1
dx u »0

QU

u

x? .
—== separando variables, tenemos:

u du = x? dx, integrando uz_z = x—33+ C, sustituyendo u por x + Y,
tenemos:

x+y)? 3

—2 3

Ejemplo 11:

Resolver la ecuacion:

+C

ay 'y . , )
a—;"‘x +y

Solucion:

La sustitucion racional u = y/x, en este caso nos permite resolver
esta ecuacioén, ya que y = u x, luego dy = u dx + x du, reemplazando
en la ecuacién tenemos:

xdu + udx

=u+ x2 4+ x*u?
dx

d .

xd—z+u=u+x2(1+u2),o

Xx—= x2(1 + u?), separando variables, tenemos:

du

—— = xdx, integrando:
(1+u?)

Arctan (u) = x? +¢6
u=tan ( ) remplazando el valor de u:
x2
Y tan <—+ C)A
X 2

y= xtan( +C)



En resumen:
Se hace la sustitucién racional, siempre y cuando el miembro de
la derecha de la ecuacion diferencial se pueda escribir en la forma:

u+G(x).H (u)

Donde u =y/x, y G(x) y H (u) son funciones que dependen de x
y u, respectivamente. En otras palabras, la ecuacion es de la forma:

%:u+G(x).H(u)

Entonces, cuando se reemplaza dy por x du + u dx, el resultado
es la ecuacion diferencial separable:

du
&= H
X— G(c).H(u)
que nos lleva a la ecuacién de variables separables:

G(x) _ 1
dex—fmdu

La sustitucion lineal u = x + y que se emplea en el ejemplo 10,
tiene el mismo éxito en cualquier ecuacién de la forma:

% =Gx).Hu)-Lu=x+y

Mas general, la sustitucién u=a x + by + ¢ separa las variables
en cualquier ecuacién de esta forma:

%:G(x).H(u)-%, u=ax+by+c (14)
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Para ver esto multipliquemos (14) por b y reemplacemos b.dy
por du - a dx:

du-adx
dx

= = b.G(x). H(u)

= bG(x).H(u)-a

que nos lleva a la férmula:

[G)dx = [ bgz‘u)

Ejemplo 12:

Resolver la ecuacion:

d
2= xe*V 42
dx

Solucion:
En este caso, el término constante 2 sugiere la sustitucién lineal.

Si se sustituye u = - 2x + y, entonces -a/b = 2. Entonces du = -2dx +
dy, de donde dy = du +2dx. La ecuacién se puede escribir en la forma:

di+2dx
dx

B9 = xe3¥eY 42
dx

:I“}.hn_]_-?

_ 3x,u ;
T X€ € o separando variables

du _ 3x . du _ 3x .
— = xe¥dx, integrando fE = [ xe>*dx tenemos:

eU = %xe“-%e“ + C Sustituyendo u = -2x-+y

1 1
-e?¥Y = gxe3x-;e3x +C

w1 1
e*eV + Exe3x-3e3x =C



Resuelva los siguientes ejercicios utilizando una sustitucion lineal.

2:1 1 dy _ x+y

I dx (x-y)? 2 dx ~ x+y+1
ay _ 2_ dy _ (x-y+1)?
3. 5 =Bx+y)"-3 ax T 2xy
dy _ dy
5, 5 = 5% +7-2 6.2 = sen?(x-y)

Resuelva los siguientes gjercicios mediante una sustitucion racional.

7. +

8|8
&l<
® 1<
0o
a
<
8
<

IR

9. 2xydy = (x? + 3y?)dx 10. (x-2y)dy = (4x-y)dx

Yy
11. x*dy = (y* + xy-x*)dx 12.%=i—7+e§

Resuelva los siguientes ejercicios, mediante una sustitucion lineal
o racional, cualquiera que sea la que se aplique.

d 3 d 3
13.2 = = 14.2 =
dx 2x+y dx 2x+y
PR Y
15. Dada la ecuacion diferencial: 7z = 53

a. Mediante una sustitucién racional.
b. Mediante una sustitucion lineal u =y - x.

16. Para la ecuacion diferencial:

(x3 + xy?)dy = (x3 + 4x2y + 2y3)dx

Resuélvala, mediante una sustitucién racional como se
indica:

a. Empleando dy = xdu+udx.

b. Empleando la férmula (9).

c. Empleando la férmula (12)



Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, indique
cuél método se aplica:

a. Separacion de variables.
b. Sustitucién lineal.
c. Sustitucion racional.

d. Ninguna de ellas.

d dy _ x? x
17. 22 = (x+y)e™* 18.a:y—z+\/;+1

ay _ x+y d
19. — = xye 20. 2 = (x +y)(x-y)

dy _ ((xy \* W _ ox+Y 4 X 4 ¥
2]'5_(y-x+1) 22'dx_e tett+e’ +1

23. (x3 + y¥)dy = xy/x? + y2dx

dy
24. = = senx seny + C0sX cos)

o5 % = sen(Inx)sen(Iny) + cos(Inx) cos (Iny)

26_?=x3+x2y+xy2+y3

X

En las ecuaciones de los ejercicios 27 al 37, cada ecuacion tiene
la forma P (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0. En cada caso, muestre que
Py Q son homogéneas del mismo grado y halle su solucion.

27. (x+y)dx + (x-y) dy =0.

28. (x2-xy-y)dx+4xydy=0

29. (x-\/m)dx-ydy =0




30. (Inx-Iny)dx + dy

31. (x? + y®)dx-2xydy = 0

32. (x+y)dx + (y-x)dy =0

33. B3x+y)dx + xdy =0

dy _ y(x?+y?)
3 cdx | xy?-2x3

35, xzy/ = 2y2-x2

36.y'= (7 + 2xe%)

37. (y + Zxr%) dx-xdy =0

38. Una curva tiene la propiedad de que para cualquier
punto (x, y) sobre la curva, la linea tangente en (x, y)
también pasa por el punto (y, x- 1).

a. Pruebe que la curva satisface la ecuacién diferencial:

b. Resuelva esta ecuacién diferencial mediante una
sustitucion apropiada. Encuentre una soluciéon que pase
por el punto (1, 0).




39. Un insecto se encuentra volando junto a una pequena
ldmpara. La luz se dirige verticalmente hacia abajo
apuntando a un espejo que tiene una inclinaciéon de un
angulo 6 y refleja la luz hacia una pared vertical. En todo
momento el insecto vuela hacia el punto Q de la pared
vertical, ;dénde cae el reflejo de la luz? Vea la siguiente
figura:

Figura 2. Gréfica del vuelo del insecto del problema 38.

NE

LT

W

Fuente. Elaborada por el autor.

a. Pruebe que cuando el insecto se encuentra en el punto (x, y),
Q tiene coordenada (0, kx), donde K = tan 6 + cot(2 8)

b. Pruebe que el movimiento del insecto satisface la ecuacién

diferencial:
y-kx
X

Q.IQ.
RI

Resuelva dicha ecuacidon mediante una sustituciéon
adecuada.




40. Suponga que el insecto del problema anterior se
dirige siempre con la l[dmpara hacia un punto fijo en un
espejo vertical, a una unidad del piso. En todo momento, el
insecto vuela hacia el reflejo de la luz en el piso. Empleando
coordenadas como se ve en la figura (3), obtenga una
ecuacion diferencial para el movimiento resultante, y
resuélvala mediante un método adecuado.

Figura 3. Vuelo del insecto para el problema 39.

¥ a1

Fuente. Elaborada por el autor.



Figura 4. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).

Fuente. Bell (2002).

Sigismund nacié el 14 de mayo de 1832, y muere el 7 de
octubre de 1903. Fue un matematico aleman, profesor en la
Universidad de Bonn desde 1864. Supervisé el trabajo inicial de Felix
Klein. Lipschitz dio su nombre a la condicién de continuidad de
Lipschitz y trabajé en una amplia gama de dreas, que incluyen teoria
de numeros, dlgebras con involucién, andlisis matematico, geometria
diferencial y mecanica clasica.

Algunas veces se puede resolver una ecuacion diferencial
mediante una sustitucién lineal o racional, si antes se ha convertido la
ecuacion en otra mediante una sustitucion lineal o racional. Ya se ha
visto que en ecuaciones de la forma:



Mas sobre métodos cuantitativos -

dy ( ax + by +c ]
dx Ax + By ++C

Donde F es una funcién cualquiera, se puede usar este tipo
de transformaciones.

Ejemplo 13:

Resolver la ecuacion:

dy )
a—x(x +2y+1)

Solucion:

Haciendo z = x?, se tiene que d z = 2x dx. Dividiendo ambos
miembros de la ecuacién por 2x, se puede reemplazar x por z como
variable independiente, es decir:

dy _1 242y +1
Zxdx_f(x y )
dy 1

Ahora se hace la sustitucion lineal u =z + 2y +1 y asi se puede
llegar a variables separables:
2dy
— =
Pero du = dz + 2 dy, es decir que 2 dy = du - dz, por lo tanto:
du-dz
dz
Separando variables tenemos:

du
—=u+1' 0 7=Z+1
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De donde:
Lnu +z2+z+C
u=e (zZ+z+C)’ ou= Clezz +z
Sustituyendo se tiene:

z+2y+1=C e ¥z

y sustituyendo z, se tiene la respuesta:

X242y +1=Cex

Ejemplo 14:

. d
Resolver la ecuacién d—z = y(x + Iny).

Solucion:
En este caso dividimos por el factor y, y obtenemos:

-1
yody
o =X + Iny
Que haciendo la sustitucion:
du=yt'dy

Luego esto sugiere u = Iny, y esto transforma la ecuacion en:

du_ 4
a—x u

Esta Ultima ecuacién nos lleva a la sustitucién z = x + u, de
donde dz = dx + du, y du = d z - dx, luego:

dz-dx
dx

= z, separando variables:
dz
E =z+ 1, 0]

dz .
— = dx, integrando:



Més sobre métodos cuantitativos -

J dz _fd
z+1 x

Es decir que:
In(z+1)=x+C
O:
z+1=e¥tC
z=e*tC -1,

z = C,e*-1, reemplazando a z por su valor, se tiene:

Xtu =Clex'1

Y u por su igual:

x+lny=Ce*-1, o Iny=C e*'-z

C,e*-1-x

y=e

Ejemplo 15:

Resolver la ecuacién diferencial:

dy ysenx

dx  y+ cosx

Solucion:
Dividiendo por sen x, tenemos:

dy y

senxdx y+cosx

Haciendo t = - cos x
se tiene d t = sen x dx que produce la ecuacion:

dy y

dt y-1




Separando variables tenemos:

yyidy = dt, integrando

f(l—;})dy:t+C

y —Iny =1t + C sustituyendo se tiene:

y-Iny=-conx+C

Observe que en los ejemplos 13, 14 y 15, se siguié un
procedimiento en el cual se encuentra, en primer término, un factor
del miembro derecho de la ecuacién, que involucra tan solo una
variable, y luego se dividen ambos miembros de la ecuacién entre
dicho factor. De esta manera el miembro derecho de la ecuacion se
simplifica, y el miembro izquierdo sugiere una sustitucién posible para
una de las variables. Aunque el procedimiento no puede garantizar
el éxito, se puede aplicar rapidamente y, si no conduce a un buen
resultado, se abandona.

La sustitucion u = x™ y»

Otro método que resulta eficaz con frecuencia para convertir
ecuaciones no separables en separables, involucra una sustitucion de
la forma:

u= men

Donde m y n son ndmeros reales diferentes de cero.



Mas sobre métodos cuantitativos -

Teorema 2

La sustituciéon u = x™ y" transforma una ecuacién de la forma:
dy _y
—==F
dx x W)

Donde F (u) puede ser una funcién cualquiera que depende
de u, en una ecuacién separable en términos de x y u.

Ejemplo 16:

Resolver la ecuacion:

dy 2 3.3
- = xy?x’y

Solucion:
Si factorizamos y/x en la ecuacion, se tiene:

y V. 5 4
E—;(x y-x*y*)

En la cual se hace la sustitucion u = x?y, y tenemos F (u) = u - u2
Pero de la sustitucion propuesta se tiene que y = x-?u, de donde:

dy=x?%du - 2ux3dx,

De esta forma se tiene:

Separando variable, se obtiene:

du _1d
utuwtawd 2




Integrando:

f du _fld
2u+uzud ) x X

_ Mt
_,[u(uz-u-Z) -

f e
Juwr D@y

Por fracciones parciales se tiene que:

Valnu-1/31In(u+1)-1/6In(u-2) =Inx+C

El método empleado en el ejemplo 16 se puede generalizar para
obtener una demostracion del teorema 2.

Se comienza con la ecuacion diferencial:

dy _y
=y F(u), u=x

m,,n

y

Y se tiene tomando logaritmos que:

Lnu=mInx+ nlny, derivando tenemos:
du  dx dy

Multiplicando esta ecuacion por n:

B om = nEF(uj,o
u X X
d—; = de (m + nF(u)), separando variables:
du
dx du .
== cInx= | ——m—
X  u(m+nF(u)) integrando: Inx fu(m + nF(u))



Mas sobre métodos cuantitativos -

Veamos un ejemplo que se puede resolver con la férmula del
teorema 2.

Problema 17:

Resolver la ecuacion:

Fl.l@..
=<

1
:yz-|-P

Solucion:
Si factorizamos y/x en la expresién, tenemos:

dy vy 1
&2 (rg)

Entonces hacemos el cambio de variable u = xy:

d 1
dx x u

Aplicando la férmula del teorema 2 con m=n= 1, se tiene:

du du _ du _ du
Lnx = fu(1+u+%) - fu+u2+1 - f(u2+u+%)+% h f

. 1 .
Haciendo z = u+-, entonces du = dz, y se tiene que:

Lx=I5m= Iy

4 4\\y3

+1) = garctan (% z)
Es decir:

2

4 . . .
Lnx+C= sarctan ( = z), sustituyendo se tiene:

4 2 1
Llnx+C= Earctan (ﬁ (u + E))

4 2 1
o, Lhnx+C= Sarctan (ﬁ (xy + E))
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Problema 18:

Resolver la ecuacion diferencial:

REAN XY

Solucion:
Reescribiendo la ecuacion en la forma:

Se puede ver que la ecuacion diferencial se puede resolver
haciendo la sustitucion u = x3y2. Con esta sustitucion la ecuacion se
transforma en:

Y =2 (Va)

Sin embargo, esta transformacién no nos ayuda mucho a
la solucién, ya que nos quedan unas raices de diferente orden.
Permitiendo que ny m sean fraccionarios podemos realizar un cambio
de variable mucho mds cémodo para resolver la ecuacién diferencial,
asf:

I
u=y?y7 esta sustitucioén nos lleva a la ecuacién:

d
y X (u3 _uZ)

dx  «x

300



En los siguientes ejercicios encuentre una sustitucion que convierta
cada ecuacién en una que se pueda resolver mediante una sustitucién
lineal o racional. Reemplace x o y por las nuevas variables en la
ecuacion, y en cada caso indique la relacion entre la variable x y la
variable u:

dy _ _x* dy X4,2 2% 3x

l.ax~ oo 2.-=ey-2eTyte
dy _x = T P dy _ cosx + CO0SXCOSy

3. dx y y g dx seny  senxseny
ay dy _ x%y

. dx e*(y + Inx) 6. 2z x2 +(Inx)2

En los problemas 7 al 14, encuentre una sustituciéon de la forma
u = x™y™ que convierta cada ecuaciéon dada en una ecuacién de
variables separables en términos de x y u.

7. % = y*-xy’ 8. % = ye™

9. Z=x+y 10. 2 =32
N2 =T 12.2 = y-x?
13,2 = x*y*-5x Sy 14.2=(2y+1)

En cada ecuacion de los problemas del 15 al 23, indique si
el método que se aplica para resolver la ecuacién diferencial es: a)
separacion de variables; b) sustitucion lineal; ¢) sustitucién racional; d)
u=x"y"; e) ninguno de estos.
2
15. 2 = y?(Inx + Iny) 16, & = X2

Tdx  xy?+4x




dy _ x?+y?

dy 6
]7.dx_x2_y2 ]SE: x3+y2

19.%=\/y4+x‘4 20.%=X+y2

21. 2 =2 +y)? 22. 2=

ay _ 2 2
23. - =x + 4xy + 4y




Figura 5. Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

Fuente. Katz (1998).

Louis Cauchy nacié en Paris, el 21 de agosto de 1789 y murié en
Sceaux, Lion, el 23 de mayo de 1857. Fue un matematico francés,
miembro de la Academia de Ciencias de Francia y profesor en
la Escuela Politécnica.

Cauchy ha sido uno de los matematicos mas prolificos de todos
los tiempos, solo superado por Leonhard Euler, Paul Erdés y Arthur
Cayley con cerca de 800 publicaciones y siete trabajos; su
investigacién cubre el conjunto de areas mateméaticas de la época. Fue
pionero en andlisis donde se le debe la introduccidn de las funciones
holomortfas, los criterios de convergencia de series y las series de
potencias. Sus trabajos sobre permutaciones fueron precursores
de la teoria de grupos, contribuyendo de manera medular a su
desarrollo. En dptica se le atribuyen trabajos sobre la propagacion de
ondas electromagnéticas.




Con frecuencia algunas ecuaciones diferenciales de primer grado que
no se pueden resolver por los métodos dados en la seccidén anterior,
se pueden intentar resolver de otra forma. Veremos en esta seccién
otras formas de resolverlas.

Consideremos la ecuacion:

ydx+xdy=0 (15)

Es claro que esta ecuacion es separable, sin embargo, hay otra
forma de verla: el miembro izquierdo de dicha ecuacion se puede ver
como el resultado que se obtiene de calcular la regla del producto para
diferenciales al producto x y. En otras palabras, si llamamos u = x vy,
entonces la ecuacioén (15) la podemos escribir como:

du=0
De lo anterior:
u=C

Reemplazando u por x y, tenemos:

xy=C

Que seria el mismo resultado si resolviéramos (15) por variables
separables, como se hizo en la seccidén anterior.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(y+2)dx+xdy=0 (16)
(y+2) dx + (x +y}) dy =0 (17)
(ye*+5x4ny)dx + (x°y ! + €)dy = 0 (18)



Solucion:
La Unica diferencia de la ecuacién (15) y (16) es el término extra 2.dx,
por lo tanto, no resulta dificil ver cémo se debe modificar la situacién
que se empled en (15) para resolver (16): si se hace u = x y + 2x,
entonces el miembro izquierdo de (16) es igual du, en consecuencia,
se tiene de nuevo:

du=0,o0u=C

Entonces la solucion es:

xy+2x=C

Haciendo el mismo analisis para (17) se encuentra el término
extra y?dy. De nuevo no resulta dificil ver cémo se modificara la
sustitucion, en este caso basta tomar:

u=xy+2x+ §y3

Entonces el miembro izquierdo de (17) es igual a du, es decir que:
Xy +2x+ %yg =C

Multiplicando por 3 se tiene:
3x.y + 6x+y3=3C

Resolver (18) de la forma anterior es algo mas dificil. Si se puede
de alguna manera reconocer que el miembro de la izquierda de (18)
es la diferencial de:

u=ye*+x’lnx
Entonces se puede obtener la solucidn:

yer+x’lnx=C




De los ejemplos dados anteriormente, requerimos un procedi-
miento general que no sea necesariamente el ensayo y error.

Tal como se dijo anteriormente, una ecuacién que se puede escribir
en la forma.

d
MY+ Ny =2=0, o (19)

M(x,y) dx + N(x,y) dy =0

Donde M y N son ambas funciones de la variable independiente
x y la variable dependiente y. Este es un tipo muy importante de
ecuaciones generales.

Como es usual, una soluciéon tiene que ser una funcién
diferenciable y(x) definida para x en un cierto intervalo y que satisface
la ecuacién (19) en cada punto del intervalo. Descubriremos en
nuestra discusion de la ecuacién separable que es necesario permitir
soluciones implicitamente definidas por ecuaciones de la forma:

F(x,y)=C

Observe que la ecuaciéon trata a las dos variables x vy, y
simétricamente. No se hace ninguna distincién entre los dos. Es
natural y conveniente simetrizar la ecuacion diferencial también. Esto
lleva al lenguaje de formas diferenciales.

Una forma diferencial en dos variables x y, y es una expresion
de la forma:

w=M(x,y) dx + N(x,y) dy



Donde My N son funciones de x vy, y. Las formas simples dx y
dy son llamadas diferenciales.

Si suponemos que y = y(x), entonces dy =y /(x) dx. Si sustituimos
esto en la ecuacion diferencial w, tenemos:

d
M(x, y) dx + N(x, y) dy = (M(x, y) + N(x, )=2) dx

Luego y es una solucién de la ecuacién diferencial (19) si'y solo si:
M(x,y) dx + N(x,y) dy =0 (20)

Por esta razén, consideraremos a (20) como otra forma de
escribir la ecuacion diferencial (19). En general, en esta seccién es la
forma que utilizaremos.

Consideremos la ecuacion diferencial:

dy x

W=xdx+ydy=0 o, === 3

Mostrar que esta ecuacién diferencial tiene soluciones de la forma:
x2+y?=C
Solucion:
Para verificar esto basta derivar implicitamente esta ecuacién

respecto a x, as:

2x+2y3—9yc =0,0, xdx+ydy=0

Despejando para y, obtenemos dos soluciones:

y (x) = +VC- x2, definida para |x| < VC




El ejemplo anterior muestra algunos hechos que podemos enfatizar,
ya que se aplica generalmente. Primero, el conjunto de solucién
de nivel estad definido por x? + y? = C, cuyas graficas son circulos
centrados en el origen y de radio V', C > 0 (figura 6). Este conjunto
solucién no es la gréfica de una funcién, pero contiene las gréficas
de ambas funciones de las soluciones. Esto significa que el conjunto
de nivel contiene dos curvas solucién, lo cual da origen a la siguiente
definicion.

Figura 6. Curvas de nivel para x? + y? = C.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Definicion
Si las soluciones para la ecuacion diferencial M(x,y) dx +

N(x,y) dy = O estan dadas Implicitamente por la ecuacion:
F(xy) =C

Entonces el conjunto de nivel definido por F(x, y) = C son
llamadas curvas integrales de la ecuacion diferencial.

Entonces, tenemos que una curva integral puede contener dos
0 mas curvas solucién, como se muestra en la figura 6.

Veamos ahora que significa que la ecuacion:

F(x,y)=C @1



Es una solucion de la ecuacion diferencial:

w=M(x,y) dx +N(x,y) dy =0 (22)

Supongamos que y = y(x) estd definida implicitamente por la
ecuacion (21). Derivando esta ecuacion con respecto a x, tenemos:

aF
_.|.6_F2’_0,0 o _ (23)
dy dx -

Y como y(x) es una solucion de (22), tenemos:

dx N(x,y)

Igualando (23) y (24), tenemos:

oF
x _Mxy)
9 N(xy)
oy
0]
10F 1 0F
Pox - Qo 25)

Si tomamos la funcién definida por (25) como u = u(x,y),
entonces se tiene:

T=uM y T=uN  (26)

Luego para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial (22),
tenemos que encontrar las funciones uy F que satisfacen (26). Esta
es una tarea enorme. La ecuacion (22), se convierte en:

w =Mix y) dx + N(x, y) dy:g—idw’g—idy




La tarea se hace més fécil si nos acercamos a ella de manera
sistematica. Primero vamos a ver el caso més manejable cuando u=1
en (26). En este caso nuestra forma diferencial en:

0F JF

Daremos a estas formas un nombre especial.

Definicion
La diferencial de una funcion continuamente diferenciable F
es la forma diferencial:
aF aF
Una forma diferencial se dice que es exacta si ella es la dife-

rencial de una funcién continuamente diferenciable.

Vamos a senalar explicitamente que la forma diferencial es
exacta si existe la funcién F(x, y) continuamente diferenciable, tal que:

oF oF
dF =5, dx + 5-dy = M(x,y) dx + N(x,y) dy

Esto significa que el coeficiente de dx y dy tienen que ser iguales,
es decir que:

oF oF
- MEy) y 7 =Nky) 27)

Ademas, si la forma w = M dx + N dy es exacta, y es igual al
diferencial dF, entonces, por la discusién anterior las ecuaciones (26),
la solucién general para dF= M dx + N dy esta dada por F(x, y) = C.



Mas sobre métodos cuantitativos -

Ejemplo 21:

Resolver la ecuacién diferencial 2x dx + 4 y dy = 0.

Solucion:
Usando las ecuaciones (27), podemos encontrar la funciéon F(x,

y) que satisfacen:
oF _, O _,
Yyt

3

Debido a que las variables se pueden separar en estas ecuacio-
nes, es natural buscar una funcién F que sea la suma de una funcién
de x y una funcion de y. Entonces, integrando ambas ecuaciones y
sumando tenemos:

F(x,y) =X+

Como consecuencia, la forma diferencial 2x dx + 4 y3 dy es
exacta. En consecuencia, la solucién general de la ecuacién dada es:

x2+yt=C

Ver la siguiente figura de dos curvas de la solucién general para
C=1yC=3.

Figura 7. Curvas solucién para la ecuacion x2 + y4 = C.
4
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



El ejemplo 22 ilustra que es bastante facil de resolver una

ecuacion diferencial que se pueda llevar a separacion de variables,
por lo cual queremos decir una ecuacion de la forma:

M(x) dx + N (y) dy=0

Usando el método utilizado en el gjemplo 22, encontramos que

la solucién dada por F(x, y) = C, donde:

F(x,y) =/ M(x)dx + [ N(y)dy

Sin embargo, dos preguntas vienen a la mente con respecto a

la cuestion general.

a. ¢Dada una forma diferencial w = M dx + N dy, scémo saber
Si es exacta?

b. ¢Si una forma diferencial es exacta, existe una forma para
encontrar F tal que dF = M dx + N dy?

Estas preguntas se responden mediante el siguiente teorema:

Teorema

Sea w = M(x, y) dx + N(x, y) dy una forma diferencial donde
My N son continuamente diferenciables.

a. Si w es exacta, entonces:

oM _ N

3 - o (28)

b. Si la ecuacion (28) es verdadera en una regién rectangular
R, entonces w es exacta en R.

Demostracion

Para probar la parte a, supongamos que w = d F, entonces:

oF oF
»-M ¥y =N (29)



Ambas M y N son continuamente diferenciables, luego F es
doblemente continuamente diferenciable. Esto significa que las
segundas derivadas mixtas de F son iguales. De donde:

W dydx 0xdy Ox

Para la prueba de b, se necesita encontrar una funcién F que

satisfaga ambas ecuaciones en (29). Siintegramos la primera ecuacién
aF ,

de == M, entonces por el teorema fundamental del calculo tenemos:

Fx,y)= [ M(x,y)dx + @(y) (30)

Donde @ es una funcién de y solamente. En esta férmula
[ M(x,y)dx representa una integral indefinida particular, y @(y)
representa la constante de integracién. Como integramos respecto a
X, esta constante depende de y.

Para encontrar a @, derivamos ambos lados de (30) con respecto
a y, obteniendo:

oF

ad ad
_ = / -
5 f MOy + 0/() = 7 f M(x,y)dx

Por la segunda férmula en (29) se tiene que 3—§ = N, igualando y
despejando a @/ (y), se tiene:

8/ () =N ) 35 [ MG y)dx=Ne ) - [ 55 d




Esta ecuacién puede ser resuelta teniendo en cuenta que la
integral de la derecha no depende de la variable x. Para ver que esto
es verdadero, es suficiente mostrar que la derivada de la funcién de
la derecha es cero. Tenemos:

d . dM aN  d aM dM  aN
— [;"-.-'fx._r_l - f u".r) = iy = - =()
iy dy dy oy dy dx ¥

Este dltimo paso es verdadero por la hipétesis del teorema.

De lo visto hasta el momento, tenemos dos maneras para
resolver una ecuacion exacta. El primer método es el que se usé en el
gjemplo 21, en donde se encontré la funcién F que satisface (27). La
segunda forma, y mas sistematica es usada en la prueba de la parte
b del teorema.

Si la ecuacion M(x, y) dx+ N(x, y) dy = O es exacta, la solucion
esta dada por F(x, y) = C donde F se encuentra resolviendo (29),
usando los siguientes pasos:

aF .
Resolver — = M, integrando:

F(x,y)= [ M(x,y)dx + O(y). €2Y)

Resolver z—; = N(x,y) usando (31) escogiendo @ tal que:

oF _ 9 M d ®/(y) =N
a—y—@j (e y)dx + 8/(y) = N(x, )

También es posible resolver la ecuaciéon diferencial,
., OF .
integrando 3 = N primero para encontrar F(x, y) = J N y)dy + o(x)
y luego resolver z—; = M escogiendo la «constante» como ¢ (x)



Mas sobre métodos cuantitativos -

Ejemplo 22:

Muestre que la ecuacion:

Sen(x+y)dx+ 2y +sen(x+y))dy=0

Es exacta y encuentre la solucién general.

Solucion:

En este caso tenemos que M(x, y) = sen (x +y), Yy, N(x, y) =
2y +sen (X +y),V:

Oy=? ( +y)) = +
V=5 sen(x +y)) = cos(x +y)
0.2 (2y + +y) = +
=5y y+sen(x+7y)) =cos(x+y)

Es decir que la ecuacion diferencial es exacta. Para encontrar la
solucidon general, necesitamos encontrar una funcion F(x, y) tal que:

oF

oF
= ol 2y +sen(x +y) (32)

=sen(x+y) vy, 3

Integrando la primera ecuacion respecto a x, se tiene:
Fix,y) = [ sen(x +y)dx + @(y) = -cos(x +y) + B(y)
Luego:

F(x,y) =-cos (x +y) + B(y)

Ahora, derivando con respecto y, esta ecuaciéon tenemos:

OF

o sen(x +y) + @/ (y) =2y + sen (x +y)




Entonces:

0/ (y) = 2y, luego @(y) = vy Finalmente F(x, y) = y?- cos (x +y).
De donde la solucion implicita Esté dada por:

F(x,y) =y*-cos (x+y)=C

Dos curvas integrales de esta ecuacion se muestran en la figura 8.

Figura 8. Dos curvas solucién de F(x,y) = y2 - cos(x+y) = C.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La de adentro es para C = 0y la de afuera es para C = 2.

En algunos casos es mas féacil resolver la otra ecuacion en el
orden opuesto, es decir, resolvemos primero la segunda ecuacién en
(32), integréndola:

F(x,y) = f(Zy + sen(x + y)))dy =y%-cos(x +y) + @(x)

Derivando e igualando a la primera ecuacion, se tiene:

oF
dx

=sen(x +y) + ¢/ (x) = sen(x + y)

Luego ¢/(x) = 0, tomando ¢(x) = (. De nuevo tenemos que
F(X, y) = y%-cos(x +y)=C.



Més sobre métodos cuantitativos -

Ejemplo 23:

Muestre que la ecuacion:

(3y +e*)dx + (3x+cosy) dy=0

Es exacta y encuentre la solucién general.

Solucion:
Como M(x, y) = 3y +&* y N(x, y) = 3x + cos y:

6M_3 oN
W_ Y x

La ecuacion diferencial es exacta, entonces existe una funcién
F(x, y), tal que:
oF — X a_F =
== 3yt+e Y 3 3x + cos(y)

De la primera ecuacion, se tiene que:

F(x,y) =3yx +e*+ B(y)

Derivando con respecto a vy, tenemos:

oF
oF _ /
5y = Xt 0'0)

Igualando a la segunda ecuacion, se tiene:

3x + 0/ (y) = 3x + cos(y)

Luego:

0/ (y) = cos(y)

Es decir que:

@(y) = seny



De donde:

F(x,y)=3xy+e*+seny=_C.

Figura 9. Curvas solucién de F(x,y) = 3xy + ex + seny = C.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La figura 9 muestra las graficasparaC=0,C=1yC=3.

Hemos visto anteriormente, en la ecuacién (26), que para resolver la
ecuacion diferencial P dx + Q dy = 0 tenemos que encontrar funciones
My F que satisfagan:

oF oF
w Ky o=l
Tenga en cuenta que:
JF oF
u(Pdx+Qdy)= puPdx+ pQdy = adx+ 3 dy = dF

Es decir, que la forma u(P dx + Q dy) es exacta. Esto nos lleva
a la siguiente definicion.



Mas sobre métodos cuantitativos -

Definicion

Un factor integrante para la ecuacién diferencial
w=Pdx+Qdy=0 es una funcién #(x,¥) tal que la forma
pw = p(x,y)P(x,y)dx + u(x,y)Q(x,y)dyes exacta.

Ejemplo 24:

Considere la ecuacion (x +2y?)dx-2xy dy = 0. Muestre que la
ecuacion no es exacta y que 1/x3es un factor integrante. Encuentre
la solucién general.

Solucion:
Como:

5} d
5t =4y y S(2xy)= -

La ecuacién no es exacta. Por otra parte, después de multiplicar
la ecuacién por 1/x3, tenemos la ecuacion:

(x+2y?)dx 2ydy

=0
Para esta ecuacion se tiene:

a 2N _ 4y d _Z_y

(a—y(x+2y)—)—x3 ax( )

Es decir que la ecuacién es exacta y 1/x3es un factor de
integracion. Para resolver esta ecuacion tenemos:

(x+2y )dx

F0(y) = -3 L+ 0(y)

xx2

Fx,y) = [ ——
Para encontrar @, entonces derivamos esta expresién con
respecto ay, usando el hecho de que:

oF L __y___ /
i 2 tenemos: == + 0/ (y)

319



Luego @/ (y) =0,y podemos tomar a @( y ) = 0. En consecuencia,
la solucién general seré:

y2
)

X

1
F(X,y)=';' =

Si multiplicamos por x? y reorganizamos los términos de la
solucién, se tiene:
x+y?+Cx2=0

Entonces las curvas integrales son todas las conicasa medida
que le vamos dando valores a C.

Figura 10. Curvas solucién para x+y>+Cx = 0.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Como se mostré en el gjemplo 22, podemos decir que tenemos una
estrategia para encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial
M(x, y) dx + N(x, y) dy = O, que consiste en:

Encontrar el factor integrante g, tal que
UM (x,y)dx + p N(x,y)dy = Oes exacta.



Encontrar una funciéon F (x, y) tal que d F =
UM (x, y)dx + u N(x, y)dy.

Entonces la solucién general esta dada por F(x, y) = C.

El procedimiento general para buscar un factor de integracion
se inicia desde el criterio de exactitud que encontramos en el teorema
anterior, donde asumimos que 4= 1. Vamos entonces a suponer ahora
que u(x,y) # 1.Supongamos w = M(x,y)dx + N(x,y)dy y queremos
encontrar 4 tal que u(x,y)w = u(x,y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy
sea exacta. De acuerdo a nuestro teorema, esto quiere decir que u
satisface el criterio:

= (WEYIM(Y)) = 5 WEDINEY)  (33)

Que es una ecuacién diferencial parcial para u(x,y). Veamos
cémo es el procedimiento para resolver esta ecuacion en general.

En el ejemplo 24 vimos que el factor integrante era u =1/x3, y
en este caso usolo depende de la variable x, también se puede ver
que si u depende solo de la variable y es facil encontrar dicho factor
integrante. Vamos a considerar estos dos casos. Es decir, vamos a
considerar cémo se resuelve el problema cuando el factor u depende
solamente de una sola variable.

Vamos a averiguar cuando la ecuacion:

M(x,y) dx + N(x,y) dy =0

tiene un factor integrante pu(x) que depende solamente de x. Si
¢ no depende de la variable y entonces, la ecuacién (33) se simplifica
como:

oM _ duM 4 oN
.“(x)a—y = ix xy) .U(x)a




Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcézar

Resolviendo para la derivada de u, tenemos:

du 1 oM ON
dx N (xy) (6_3/ i E) H (34)

Esta ecuaciodn diferencial para u tiene una que depende solo de
x y es independiente de vy, la expresion:

oM 6N)

he) = < (55 -3)

dy 0x (35)

que no depende de la variable y, y es una funcién solamente de
x. Si esto es asi, entonces de (34) se tiene que el factor integrante
u(x), es solucion de la ecuacioén diferencial ordinaria:

Jil—mmM@

Esta ecuacion es de variables separables y su solucion es:

u(x) = el h@ax  (36)

Veamos un ejemplo de este caso:

Ejemplo 25:

Resolver la ecuacion:

(xy-2)dx + (x%-xy)dy =0

Solucion:
oM _ . 0N _ 5 ,
En este caso tenemos que 35, = %,y 57 = 4X°Y, es decir que no
es exacta. Pero de acuerdo a la ecuacion (34), tenemos que:

1(0M ON
h= N(E- 6x) (x2- xy)[ (2x-y)] =




Como esta expresion es una funcién solamente de x, luego es
un factor integrante que depende solamente de x, y este factor es
una solucién de la ecuacion diferencial:

1
/:-—
wo=-—u

., 1 .. ., -
La solucion es 1= - Multiplicando la ecuacidn original por 4, se
obtiene la ecuacion diferencial exacta:

(y— %) dx + (x-y)dy=0

Es decir que:
Fx,y) = f (¥~ 2) dx + 0(y) = xy-2 Inx| + 6(7)

Para encontrar @(y), derivamos con respecto a y, obteniendo
d0F /0y = x-y.

Luego: X-y=x+0'(y),00 (y) = -y

Es decir una solucién es @(y) = - y?z y la solucion total estéa dada
por:

Fix,y) = xy-2 Infx|- 2= C

Podemos resolver esta ecuaciéon para y usando la férmula
cuadrética, y encontramos que la solucién es:

y(x) =x ++/x?-4ln|x|-2C

De manera similar se puede analizar el caso cuando el factor
integrante solamente depende de y, obteniendo en este caso que:

ew-5(3-3)
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En resumen, podemos concluir que:

La forma M(x, y) dx + N(x, y) dy tiene un factor integrante,
dependiendo de una de las variables bajo las siguientes
condiciones: St =%(Z—IZ3—]D
Es una funcién de x solamente, entonces u(x) = e/ M*)dx gg
un factor integrante.

Si g==(%-2)

~M\9y ox

Es una funcién de y solamente, entonces u(y) = e /9097 gs
una factor Integrante.

Ejemplo 26:

Encuentre el factor integrante para la ecuacion diferencial:
xytdx + 3xty*+x2y3+1)dy=0  (37)
Y resuelva la ecuacion.

Solucion:

Tenemos que, M(X, y) = 2xy° y, N(x,y) = 3x%y? + x* y* + 1, de donde se tiene que:

oM , ON ) 3
W—6xy Y a—6xy + 2xy
Luego:
oM 0N
oy 7 ox

Es decir que no es exacta.

Veamos si el factor integrante depende de x, para esto calcula-
mos la expresion:

3

L(omMoNy_ 1 2 fo2 903y 2xy
h N(ay 6x)_(3x2y2+x2y3+1)(6xy bxy®-2xy) = (3x2y2+x2y3+1)




Que no depende solamente de x.

Veamos ahora la expresion:

1/0M ON 1

= —|—-—) = 2_ 2. 3y — _
9= M(ay ax) 2xy3 (bxy“-6xy*=-2xy°) 1

Que es independiente de x. Luego el factor integrante seria:
u(y) = e Jady — o-[-1dy — gy

Multiplicando la ecuaciéon (37) por €Y, obtenemos la ecuacién
exacta:

2xyledx + 3x 2+ X2y + 1) eydy=0
Necesitamos encontrar una funcion F(x, y) , tal que:
oF y — oryiey
55 = M@ y) = 2xy”e

Integrando respecto a x, se tiene:
Fx,y)=x?y’e” + 8(y)

Para encontrar @(y), derivamos a F(x, y) respecto a y, e igualamos
a N(x, y), para obtener:

g—; =3x%y%eY + x%y3e¥ + 0/ (y) = Bx%y? + x%y3 + 1) ¥

de donde se tiene que:
@/(y) = e” y por tanto @(y) = e”
Es decir que nuestra funcién solucidn es:

F(x,y)=x?y%e¥ + e¥ =C,0 (x*y* + D)e¥ = C




Calcule la diferencial d F para la funcién dada F:
1. F(x,y) = 2xy + y? 2.F(x,y) =x?-xy+Vy?

3.F(x, y) = yx? + y2 4. F(x,y) = 1/{/x% + y2

5.F(x,y) =xy + tan’'(y/x) 6. F(x,y) =In (xy) + x?y®

7.F(x, y) =In (x> +vy2) +x/y 8. F(x,y) =tan"'(x/y) + y*

En los ejercicios 9 a 21 determine cuéles de las ecuaciones son
exactas y resuelva las que si lo sean:

9.2x+y)dx + (x-6y) dy =0

10. (1 =y sen x) dx + (cos x) dy = 0

]]_(1+§)dx-§dy=0

x y _
12. Jx2+y? dx+\/xz+yz dy— 0

dy _ 3x%+y
13. dx 3y2-x

dy _ x
14. dx ~ x-t

15. (u+v)du+ (u=v)dv=0

2u o 2v i
]6 u2+v2 u2+v2 = O
dr _ Ins
7. ds 525




Yy
dy 2=

'] — T —

Inu

19. (sen2t)dx + (2x cos2t-2t)dt = 0

20. 2xy? + 4x3 + 2x2y =0

21.2r+Iny)dr+rydy=0.

En los ejercicios 22 a 25, la ecuacion diferencial no es exacta.
Sin embargo, si se multiplica por el factor integrante dado se vuelve
exacta, y entonces se puede resolver.

Resolver las siguientes ecuaciones:

22. (y2-xy) dx +x2dy =0, HY) =

23. (x3y2 = 1) y dx + (1 + x2y?) x dx, #(x, y)—x—y

y+1
24.3(y + 1) dx-2xdy =0, u(x,y) ==—

25. (X2 +y2-x) dx -y dy=0,u(xy) =

x2+y

26. Suponga que y dx + (x?y - x) dy = 0, tiene un factor
integrante que depende solamente de x. Encuentre
el factor integrante y Uselo para resolver la ecuacion
diferencial.

27. Suponga que (x y = 1) dx + (x2-x y) dy = O, tiene un
factor integrante que depende solamente de x. Encuentre
el factor integrante y Uselo para resolver la ecuacion
diferencial.




28. Suponga que 2 y dx + (x + y) dy = 0, tiene un factor
integrante que depende solamente de y. Encuentre
el factor integrante y Uselo para resolver la ecuacion
diferencial.

29. Suponga que (y? + 2 x y) dx - x2dy = 0, tiene un
factor integrante que depende solamente de y. Encuentre
el factor integrante y Uselo para resolver la ecuacion
diferencial.

30. Considere la ecuacién diferencial 2 y dx + 3x dy = 0.
Determine condiciones sobre ay b tal que u(x,y) = x*y?
sea un factor integrante. Encuentre un factor integrante
particular y Uselo para resolver la ecuacién diferencial.
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Figura 1. Jacques Bernoulli (1654-1705).

Fuente. Katz (2002).

Bernoulli nacié en Basilea el 27 de diciembre de 1654, y murié el 16
de agosto de 1705, también conocido como Jacob, Jacques o James
Bernoulli, fue un destacado matematico y cientifico suizo; hermano
mayor de Johann Bernoulli (miembro de la familia Bernoulli). Introdujo
las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y suhermano, Jean (1667-
1748) las resolvid, pero Gottfried Leibniz (1646-1717) las resolvid
como lo hacemos hoy en dia. Los hermanos Bernoulli pertenecieron
a una noble familia suiza que produjo 8 famosos matematicos en solo
cuatro generaciones.



La apariencia sencilla de las ecuaciones diferenciales de primer
orden puede confundir a algunas personas y hacerles creer que son
faciles de resolver. A veces lo son, tal como se vio en el capitulo 4 y
5, pero con frecuencia, resolverlas no es un desafio menor. No existe
un método general para resolver todas las ecuaciones diferenciales
de primer orden. Los métodos existentes de resolucién son aplicables
a ciertos tipos de ecuaciones diferenciales y, por tanto, es necesario
clasificarlas y estudiarlas en grupos separados. En este capitulo
aprenderemos a reconocer las ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden, ya que estas siempre se pueden resolver usando un
enfoque sistematico, es decir, mediante una férmula general, tal como
veremos.



En este capitulo consideramos las ecuaciones diferenciales
de la forma:

a2 +a®y =9

Donde a, (x), a,(x) y g(x) son funciones continuas en un cierto
intervalo |, y ademas a, (x) # 0, para todo x en |. Estas ecuacio-
nes se llaman ecuaciones lineales en la variable dependiente y.

Como a,(x) # 0, para todo x en |, entonces podemos dividir toda
la ecuacion por a, (x), para obtener:

dy a4z (%) 9x)
dx a (x) )_ al(x @)

a,(x) 900)
e Y WX =2

Si hacemos P(x) = entonces nuestra ecuacién

(1) se transforma en:

2+ Py = Q@) (3)

A esta ecuacion se le llama la forma estandar de la ecuacion (1).

Estas ecuaciones diferenciales son comparativamente faciles
de resolver, y sus aplicaciones son frecuentemente dadas por tal
ecuacion. La funcién Q(x) es llamada la funcién forzada, o el término
no homogéneo, dependiendo de su aplicacién. Cuando la ecuacién
diferencial estd escrita en la forma (3), Q(x) se le llama funcién
de entrada (input), y a la solucién de la ecuacién diferencial y(t)



usualmente se le llama la funcién de salida (output). Es importante
entender cudles ecuaciones diferenciales son lineales y cudles
ecuaciones no lo son. Una ecuacién diferencial de primer orden
% = g(x,y) es lineal si g(x, y) es una funcién lineal de y, como esta
escrito en (3).

La mayoria de los fendmenos en la naturaleza en realidad no
satisfacen las ecuaciones diferenciales lineales. Sin embargo, en
muchas aplicaciones, las soluciones de interés no difieren demasiado
de las soluciones de una ecuacién diferencial lineal. En este caso,
la ecuacién diferencial puede ser aproximada por una ecuacién
diferencial lineal. Como consecuencia, las ecuaciones diferenciales
lineales juegan un papel fundamental en muchos lugares de la ciencia
y la ingenieria.



Una solucién particular Yor de la ecuacién diferencial (3) es cual-
quier funcion y (x) que satisface la ecuacion diferencial (3). Esto es:

2+ Py, = QW) (4

Si Q(x) = 0O, entonces la ecuacién diferencial es llamada
homogénea. Si Q(x) es idénticamente cero, la ecuacion homogénea
asociada a (4) es:

2Py =0 (5

Entonces una solucion y, de la ecuacion homogénea asociada
satisface:
dyn

W-I- P(.X')yh =0

Introducimos estas ideas de una solucién particular y soluciones
de la ecuacidon homogénea asociada, porque veremos que ellas juegan
un papel muy importante en matematicas y en fisica.

Mostraremos més adelante que:

La solucién general de toda ecuacion diferencial lineal de pri-
mer orden (3) siempre se puede dar como:

y&) =y,& +y,&x)  (6)

Donde yp(x) es la solucion particular dada en (4) y y,(x) es la
solucién general asociada a la ecuacion homogénea dada en (5).

1 La solucidn y_ es siempre llamada la solucién particular. Aunque no hay nada especial al
respecto. Ella es una solucién simple de la ecuacién diferencial no homogénea, incluso si las personas
eligen soluciones diferentes, las diferencias entre ellas siempre seran una constante.



Ademas, mostraremos que:

La solucién general de la ecuacion lineal homogénea de pri-
mer grado es siempre de la forma:

v, =cy &) (7)
Donde y, es una solucién no cero de la ecuacion homogénea
asociada y ¢ es una constante arbitraria.

Asi, el resultado clave es que:

Para la ecuacion diferencial (3), todas las soluciones (la solu-
cién general) son de la forma de una solucién particular yp(x)
mas ¢ veces una solucion y,(x) de la ecuacion diferencial ho-
mogénea asociada, esto es:

Y(x) =y, +y,&)=y,& +cyx) (8

La ecuacion (8) es muy importante. Usaremos la notacion y, (x)
de esta unidad, mas adelante cuando hablaremos de ecuaciones
lineales de segundo orden, en donde veremos que la solucion de la
ecuacion diferencial homogénea esta dada por dos funciones y,(x) y,

Y,(x).

Una verificacién completa de los hechos dados en (6) y (7), se
dard mas adelante. Veamos, que y(x) = yp(x) + c y,(x) satisface la
ecuacion diferencial de primer orden:

Z4+ Px)y = Q@) (9)

Sisustituimos y(x) =y (x) + c 'y, (x) en (9) paray, y ordenamos los
términos que tiene c, entonces tenemos:

2t Py == (3 + <31®) + P (3@ +cyi(x)) =

¢ (224 Py

dyy (%)
dx

+ P(x)yp (x) +



Como yp(x) satisface (3) y, y, (x) satisface (5), entonces tenemos:

Y 1 Py = 0=
2t Py =000 +c.0= Q)

Esto verifica que y(x) = yp(x) + ¢y, (x) satisface (9).

De lo anterior se puede recomendar que se memorice el hecho
de que la solucién de una ecuacion diferencial lineal de primer orden
(9) es de la forma (8), donde la solucién particular y,(x) satisface (5) y,
y,(x) satisface la ecuacion homogénea asociada a (5).



La sodlgcién general de la ecuacion diferencial lineal de primer
orden (9), 7 + P(¥)y = Q(x), siempre es de la forma y(x) = y,(X) +
cy, (x). De donde necesitamos discutir métodos para hallar la solucion
y,(x) de la ecuacion homogénea asociada y también de la solucion
particular y_(x). Por lo tanto, en esta seccion veremos como obtener
la solucién de la ecuacion homogénea asociada a (9) mediante
separacion de variables.

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de primer grado
homogénea:

Z4+ P(x)y =0 (10)

Observemos que la funcién constante y(x) = O siempre es
soluciéon de dicha ecuacion. Esta soluciéon es llamada la solucién
trivial de la ecuacién homogénea. De acuerdo a lo anterior, es bueno
aclarar que cuando decimos que la solucién general de la ecuacién
%+ P(x)y = Q(x), es de la forma y(x) = ¥,(X) + cy,(x), nosotros
asumimos que Y, (x) no es la solucion trivial.

Las soluciones no triviales de la ecuacidén homogénea, se pueden
obtener mediante separacion de variables a partir de (10), escribiendo:
dy

" = —jP(x)dx



Es decir:

Inly|= —[P(x)dx + C,

Donde C, es la constante arbitraria de integracion. Tomando
exponencial a ambos lados de la ecuacion anterior, se obtiene:

ly| = eCOe—fP(x)dx (11)

Observe que C, es una constante arbitraria, también que ¢ es
una constante arbitraria positiva. Resolviendo (11) para y, se obtiene:

y = []eCo~ [Px)dx

Si hacemos C = +¢%, entonces C es una constante arbitraria, y
se tiene:

y(®) = Ce=J P (12)

Por separacién de variables, se ha mostrado en (12) que la
forma cy,(x) es solucion de la ecuacion diferencial de primer grado
homogénea, que es correcta y que podemos tomar a:

y,(x) = e~/ P@Ax  (13)

Si se requiere usar la integral definida, lo cual es a veces
preferible si la funcién P(x) no es simple, entonces se puede obtener
una expresion equivalente a (13):

Y () = e~k PO (14)

El limite inferior a, puede ser escogido como alguna constante.
Este es usualmente el valor inicial x, de x.



Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y modelos -

Ejemplo 1:

Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea
de primer orden:

dy )
- =0
Tx +x°y
Solucion:
Como la ecuacion es homogénea, por separacion de variables tenemos:
d
D__ f x2dx
y
Integrando:

1
Inly| = —§x3 + C,

Tomando exponencial a ambos lados:
x3
|y| =eCe ™3

Luego la solucién general, sera:

x3

yx)=tCe =,

Donde C es una constante arbitraria.

Ejemplo 2:

Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea
de primer orden:

dy )
E+sen(x Jy=0

Solucion:
Separando variables, obtenemos:

f(;—y= —fsen(xz)dx

339



Integrando:
X
In|y| = = [ sen(z*)dz+C,
Donde escogemos el limite inferior como cero y como variable
de integracion z, tenemos:
ly| = eCOe—foxsen(zz)dz

Esto nos lleva a la solucién general:

y = Ce—f:sen(zzdz)

Donde C es una constante arbitraria.



Teniendo ya un método para resolver la ecuacion diferencial homo-
génea lineal de primer orden, necesitamos un método para obtener
la solucién particular; podemos discutir dos de ellos para obtener so-
luciones particulares. Un método usa un factor de integraciéon que
siempre trabaja para ecuaciones diferenciales lineales, pero los pasos
algebraicos necesarios para llegar a una respuesta pueden ser difici-
les. Mas adelante describiremos otro método mucho mas facil, llama-
do de los coeficientes indeterminados. EI mismo método es discutido
para ecuaciones lineales de segundo orden. Desafortunadamente,
solo funciona para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes y solo en estos casos. Sin embargo, la técnica es muy util
en las aplicaciones.

Veamos entonces en qué consiste el método del factor inte-
grante. Consideremos nuestra ecuacion lineal en su forma estandar:

Z4+ POy = Q) (15

La idea para resolver la ecuacion, es tratar de reducirla a variables
separables, y para esto hacemos un cambio de variable de la forma2:

y()=ux.zx)  (16)

2 Los dos grandes matematicos del siglo XVIII, Leonard Euler (1707-1783) y Joseph Louis
Lagrange (1736-1818) hicieron la mejor contribucién para la solucién 2y P(x)y = Q(x), Euler
resolvié la ecuacién homogénea, introduciendo la expresién ce “P* para p'tina constante, y Lagrange
resolvid la ecuacién no homogénea usando el método de variaciéon de parémetros.

3 El método de variacién de pardmetros es muy Util ya que esa misma idea se utiliza para
ecuaciones lineales de grado superior.



Donde z es la nueva variable dependiente y buscaremos una
elecciéon prudente de la funcién u(x), de modo que la ecuacion sea
transformada en separable. Por la regla del producto tenemos que:

dy dz N du
dx “E Za
Sustituyendo en (15), se tiene:

dz du
U + Za + P(x)u(x)z(x) = Q(x)

Asociando, tenemos:

dz du
ua+ <E+ P(x)u(x))z(x)= QM) 17)

Elegimos u(x) para que satisfaga la ecuacion diferencial:

3_;‘ +Pu(x)=0 (18)0,2

O en su forma separable:

1 du__
oz PO 19

Al seleccionar u(x) de esta manera reduce a (17) a la forma
separable:

dz _
ua = Q(x)

Al dividir esta ecuaciéon entre u(x) y hacer la integracion,
obtenemos:

z(x) = f%dx +C (20

La funcién u(x) en el denominador de esta ecuacién se encuentra
al integrar (19), esto es:

Infu(x)| = [ —P(x)dx (21)



Observe nuevamente que debido a que buscamos solamente
una funcidn especifica, u(x), en este paso podemos igualar la constan-
te arbitraria de integracién a cero y elegir la solucién positiva de u(x)

U (x) = ¢~/ PO)ax (22)

Combinando (16) y (20) tenemos la solucién y(x), para nuestra
ecuacion diferencial original como:

¥ = u@ [ oo dx +Cu(x)  (23)

Donde u(x) esta dada por (22) y C es una constante arbitraria,
si reemplazamos la expresion (22) en (23), se tiene:

y(x) = e~/ P@)ax f—f—(Te Q) __gx + ¢ e~ TP@4d 4 (24)

- J Px)dx

y(x) = e~/ POIdx {fﬁ%mdx + C}

La féormula (24) nos muestra que en general la solucién de una
ecuacion diferencial lineal de primer grado es de la forma y(x) = yp(x)
+ Cy, (x), donde C es una constante arbitraria:

Yh(X) =e- JP(x)dx, ¥

(25)
Yp(X) — e—fP(x)dx f Q(x) dx

e—J P\x)dx

Esta es una importante féormula que aparece frecuentemente
en aplicaciones. Sin embargo, cuando se resuelve un problema, no es
buena idea memorizar este resultado. En cada aplicacion es bueno
repetir los siguientes pasos:



1. Calcule el factor integrante u(x) = = e~ I P@9x y simplifique.
2. Multiplique ambos lados de la ecuacién diferencial lineal (15)
por u(x) para obtener:
2 (().y() = u().0)
3. Integre ambos lados con respecto a x para obtener u(x).y(x)
= J-.-.-r.l. W x v+ O
4. Divida por u(x) para obtener y(x).

Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial lineal de pri-
mer grado, utilizando el algoritmo anterior:

y
— —3y =x*
xdx y=Xx

Para x > 0.

Solucion:
Para empezar, debemos llevar la ecuacién diferencial a su forma
estandar, es decir debemos dividir por x la ecuacién dada:

(26)
Luego tenemos que P(x) = —)—i, y por tanto, el factor integrante sera:
u(x) = e—f%dx — g~3Inx — pinx7? -3

=X

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién (26) por el factor
integrante y tenemos:
1/dy 3 1,
sla )= w =
Es decir que el lado izquierdo de la igualdad anterior es la
derivada exacta de y veces el factor integrante:

z@)=x @



Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y modelos -

Por definicién de integracion se tiene de (27) que:
x2

Despejando y, tenemos:

x5 3
Y(X) =? + Cx

Ejemplo 4:

Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial lineal de
primer grado utilizando el algoritmo anterior:
3,-2x

Yy
2y =
x—-—2y=xe

Para x > 0.

Solucion:
Para empezar, debemos llevar la ecuacién diferencial a su forma
estandar, es decir debemos dividir por x la ecuacién dada:

ay 2
dx x

y=x%e (29

Luego tenemos que P(x) = —; y por tanto, el factor integrante sera:
ux) = e—f%dx = g~2lnx — elnx‘2 = x2
Multiplicamos ambos lados de la ecuacién (28) por el factor
integrante y tenemos:
1 (dy 2 1,
alm )= e =™
Es decir que el lado izquierdo de la igualdad anterior es la
derivada exacta de y veces el factor integrante:

)= o

x2
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Por definicién de integracion se tiene de (27) que:

l.y:fe‘zxdx +C= —le‘2x+C
x? 2

Despejando y, tenemos:

y(x)= —%xze‘zx + Cx?

Ejemplo 5:

Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial lineal de
primer grado, utilizando el algoritmo anterior:

dy
—Z 4+ 2y = 4x?
xdx+y X

Para x> 0.

Solucion:
Para empezar, debemos llevar la ecuacién diferencial a su forma
estandar, es decir debemos dividir por x la ecuacion dada:

dy 2

=ty =% (G0

2 .
Luego tenemos que P(x) = = y por tanto, el factor integrante

seré:

2
- 2
u(x) = 78 = g2inx — plnx® — y2

Multiplicamos ambos lados de la ecuacion (30) por el factor
integrante y tenemos:
dy 2
2 4+ = 43
x (dx xy) x
Es decir que el lado izquierdo de la igualdad anterior es la
derivada exacta de y veces el factor integrante:

ZON =4 (3




Por definicidon de integracion se tiene de (31) que:
xz.y=f4x3dx +C=x*+¢C
Despejando y, tenemos:

yx)=x%+Cx"% (32)

Figura 2. Gréfica de las curvas solucién de 32.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Vemos que (32) contiene dos tipos de soluciones, aquellas en
las que y estéa definida para x = O (a saber, cuando C = 0, de modo que
y = x?) y aquellas en las cuales y no esta definida en x = O (a saber,
cuando C# 0).

La figura 2 ilustra varias curvas solucién de (32), incluyendo
la curva y = x2. Vemos que el campo de pendiente es simétrico con
respecto al eje y.

También notamos de la figura 2 que a medida que x — 0 desde
la izquierda, todas las curvas solucién (exceptuando y(x)= x?) tienden
a oc si la curva solucién comienza arriba de y = x?, y tienden hacia -oc



si la curva solucién comienza por debajo de y = x2. De modo que y =
x% es una solucién inestable a medida que x — 0 desde la izquierda.

Para x > 0, todas las curvas solucién en la figura 2 parecen ir
hacia oo a medida que x— oo; ademas, todas ellas parecen aproximarse
ay = x? a medida que x— o. De manera que y(x) = x?> es una solucién
estable cuando x> 0 y x— co.

Estas observaciones hechas al examinar la figura 2 pueden
confirmarse directamente de la solucién (32). Finalmente, notemos
que de (32) la unica solucién que es valida para toda x es la que se
tiene cuando C = 0, a saber y(x) = x2.

Coeficientes discontinuos. En aplicaciones de las ecuaciones
lineales, los coeficientes P(x) y Q(x) en (15) pueden ser continuos
a trozos o por tramos. En el siguiente ejemplo Q(x) es continua a
trozos en [0,9¢) con una sola discontinuidad, en particular un salto
finito discontinuo en x = 1. Se resuelve el problema en dos partes
correspondientes a los dos intervalos en los que Q(x) esta definida. Es
entonces juntar las partes de las dos soluciones en x = 1 de manera
que y(x) sea continua en [0,c).

Resolver la ecuacion diferencial:

si0l<x<1

2 +y=Q0),cony (0)=0,donde Q) ={" o T 1T

Solucion:
La gréfica de la funcién Q(x) es la siguiente:



Figura 3. Gréfica de la funcién Q(x).

Y
\

A

Fuente. Elaborada por el autor.

Enla figura 3 se muestra la gréafica de la funcién discontinua Q(x).
Se resuelve la ecuacion diferencial en dos partes, primero tomando x
en el intervalo [0, 1] y después en el intervalo (0, o).

Luego para 0 < x < 1, se tiene que:

dy
- =1
dx+y

Por lo tanto, se tiene P(x) = 1, Q(x) = 1 y entonces el factor
integrante seria:

U(x) = ef 14% = ¢x
Multiplicando por el factor se tiene:
x 4y x _ x
e E-}_ ye* =1.e%0

(e*y) = e*
Integrando:

efy=e*+ (4

Despejando vy, se tiene:



Por la condicion inicial se tiene que:

C
0=1+=,esdecirque C =-1

Luego para x en el intervalo [0, 1], la soluciénesy =1-e™*

Entonces para x > 1, la ecuacién diferencial sera:

dy
a+y—0

Que por separacion de variables se obtiene:

1d d
—_ = —dx
yy

O:

Lny = -x + C, de la cual se puede concluir que y = C,e * para x
> 1

En resumen, se tiene que:

(x)—{l_ e si0<x<1
Y= C,e™  six>1

Teniendo en cuenta que la funcién y(x) debe ser conti-
nua en x = 14 entonces es posible calcular la constante C,, ya el
limyo1y(x) = y(1) = limy,;(1—e™)=1- e~'= C,e’ de donde
C,=e-1.

Luego la funcidon buscada es:

_{1— e si0<x<1
y(x) = (e—1De*six>1

Y es continua en [0, )

4 Recuerde que los simbolos (x,) y (respectivamente y (x;) denotan el limite de y(x) cuando
X se aproxima a X, con valores de x mayores 0 menores que X,
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Figura 4. Gréfica de la funcién Y(x).

-1.5

=1

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 7. Funciones definidas por integrales:

Como ultimo ejemplo de esta seccién veremos un problema en donde
se da una funcién continua simple elemental que no tiene antiderivada,
que son funciones simples elementales y que su integral es de la clase
de funciones que se llama no elementales. Como ejemplo, el hecho de
que algunas funciones continuas simples no tienen antiderivadas fue
vista en el capitulo 1, ejemplo 4, donde aparecié la funcién de error.

Resolver la ecuacién diferencial:

dy 2xy=2; y(0) =1
T xy =2; y(0) =

Solucion:
La ecuacidn ya se encuentra en la forma estandar, por lo tanto, se
tiene que:

P(x) = -2x, y Q(x) = 2, es decir que, el factor integrante,
u(x) = e~ J2xdx — g—x* luego:

(ye=**)’ = 2¢~** de donde se obtiene y = 2¢** [ e~t*dt + Ce*




Aplicando, la condicién inicial y (0) = 1, en la Ultima expresion
obtenemos C = 1; por lo tanto:

y=ys= 2e*’ f(;xe_tzdt + e 0,y(X) = ex’ [1 + \merf (x)]

Figura 5. Gréfica de la familia solucién de la ecuacién diferencial.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En la figura 5 se muestra en azul la gréafica de esta solucién en el
intervalo (—o0, o), junto con otros miembros de la familia definida en
la ecuacién anterior, obtenidas con la ayuda de un sistema algebraico
de computacion.



En los ejercicios 1-10, encuentre la solucién general mediante
la separacion de variables. Problemas donde se necesita una
integral definida se indican con asterisco.

1.5 =3y 2.2: = "8

3.2 = 2yx 4. 5=y

5.2x 2 +y = 6. 2x =¥ =0
7_%+(cosx)y=0 8.%"‘ B+x)y=0
0. Z=cos(x2)y=0 0.5+ =

En los ejercicios 11 al 16, resuelva el problema con valor inicial
usando variables separables.

d
11,5 = =5y cony (0) = 9

a
12.22 =2y cony(0)=5

13.2=9y, cony (3) =7

dy
14.—~=—6y,cony (2) = 4
dy |, senx
156, x—+-—y=0,cony (5 =10

]6.*%+ln(7+xex)y20,cony(O)=3




En los ejercicios 17 al 26 encuentre la solucién general
de la ecuacidn lineal homogénea de primer grado y analice su

solucién grafica:

da da
17.2> =8y 18.2> =3y
dy _ .
19. 2 = -2y 20. =3V
da
212 +7y =0 222~y =0
dy _ dy 3. _
23. - ty=0 24.—-—7y=0
da d
2522 =8y 26.—= = 3y

En los ejercicios 27 a 38, encuentre la solucién general de
la ecuacion diferencial lineal de primer grado, expresandola como
la suma de la solucion de la homogénea y de la solucion particular.

27. 243y = 28,5+ 6y =5
29 = — 4y = -9 30,2~V =3
3] j—ﬁ—é =3 32.%‘ x=7
33. 33V =" 34ty =—4
35 = =2y +18 36,2 = —8y+9
37. 2=~ 3 38,52 = 6y — 15

En los ejercicios 39 al 46, la entrada es un multiple
constante de una funcién exponencial. Suponga que existe una
solucién particular de la forma A e® para alguna constante A.
Encuentre la constante A y determine la solucién particular y la

solucién general.



ay _ _ ay _
39.—-+7y =8 40, — ¥ = 4e*

X

da _ ay
4]_d—z—2y=—3e e 42_E+y=—268x
d ay
43,22+ 4y = 3e** 44,5~y =5¢7"
d
45. % +3y = 46. d—z — 5y = 6e’t

En los ejercicios 47 a 56, obtenga simplemente una
solucién particular (la solucidn general siempre se puede obtener
facilmente mediante la adicién de un mdltiplo arbitrario de una
solucion de la ecuacién homogénea asociada) sila funcién forzada
es un polinomio. Suponga que la solucién particular es también
un polinomio del mismo grado y utiliza el método de coeficientes
indeterminados para encontrar dicha solucion particular. Por
ejemplo, si su funcion forzada es un polinomio de grado 2,
entonces se propone como solucion particulas ay o= Ax?+Bx + C,
en la ecuacion diferencial y determinar las constantes, de modo
que y, = Ax*+Bx + C satisface la ecuacion diferencial.

47_%+7y=3+5x 48_%—4y=—6+9x‘
ay _ dy 1
4954‘2}/—143( 50_5—331:—33(

dy a
51_a+y=2x2+5x—8 52.d—z—9y=—x2+7x+2

ay d

53.4; T3V =%’ 54. = — 6y = 4x2 +3
ay a

55_a+5y=x 56.d—z+8y=5x+11

En los ejercicios 57 a 68, obtener simplemente una
solucién particular (la solucidon general siempre se puede obtener
facilmente mediante la adiciéon de un mdltiplo arbitrario de una



solucion de la ecuacién homogénea asociada) si la funciéon
forzada es una funcidn sinusoidal elemental. Suponga que la
solucién particular es también una funcién sinusoidal de la misma
forma, y utilizar el método de coeficientes indeterminados para
encontrar dicha solucién particular. Por ejemplo, si su funcién
forzada es una funcién sinusoidal que resulta de combinar
linealmente a cos (bx) y sen (5x), entonces se propone como
solucion particulas a Y, = A cos (bx)+ B sen (5x), en la ecuacion
diferencial y determinar las constantes de modo que y, satisface
la ecuacion diferencial.

a
57 d_i’ + 2y = 3sen(6x) 58.% — 5y = 4cos (3x)

59. = — 5y = 2cos (x) 60. 2 + 8y = sen(x)

61. % + 4y = 3 cos(2x) + 5sen(2x)

62. % —y = 2cos(4x) + sen(4x)

63. % + 6y = cos(x) + sen(5x)

ay

-, Ty =cos (2x) + cos (4x)

64.

65. % —9y =5+ 2 sen(3x)

66. % — 2y = =3+ 4cos (x)

67. % +y = 2e”* + sen(x)

a
68. d—z + 9y = 4¢75% + cos (2x)

69. Considere la ecuacién diferencial —= +3y=8e

Muestre que la exponencial simple Ae®!, no sirve como
una solucién particular, porque et es una solucién de



la ecuacién homogénea asociada. Resuelva la ecuacién
usando el método del factor integrante. Haga una
conjetura para mostrar cémo modificar el método de
coeficientes indeterminados cuando la funcién forzada
simple exponencial es solucién de la ecuacion homogénea
asociada a la ecuacion.

70. Considere la ecuacion diferencial %—A;:Pr.rw-
donde P(x) es un polinomio de grado n. Resuelva esta
ecuacion diferencial haciendo el cambio de variable y =
v e Encuentre y resuelva la ecuacion diferencial para v.
Muestre que v resulta ser un polinomio de grado n + 1.
Esto nos dice que si una solucién particular tiene la forma
de una exponencial e veces un polinomio de un grado
mas alto, donde la parte exponencial de la funcién forzada,
es una solucién de la ecuacion homogénea asociada. Una
ligera generalizacion de esta idea se vera mas adelante.

71. Considere la ecuacion diferencial T = 7" Muestre
que una exponencial simple de la forma A.e?, no sirve
como una solucién particular, porque € es una solucién
particular de la ecuacién homogénea asociada. En cambio,
resuelva la ecuaciéon diferencial haciendo un cambio
de variable y = v.e?. Encuentre y resuelva la ecuacion
diferencial para v. Haga una conjetura en cuanto a cémo
modificar el método de coeficientes indeterminados,




En los ejercicios 72 al 78, una exponencial simple no es
una solucion particular y, y_ es de la forma A x e*. Encuentre la
soluciéon general.

72.2 =3y = 8™ 73. 2~y = 4e*
ay — qp—4t dy -x
74,52 +4y = 3e 7552 +y = Se
a
76.% — 9y = —2¢™ 77.5: =7y =8e”"
78,5 + 5y = —3¢%*

En los ejercicios 79 a 84, encuentre la solucién continua de:
24Py =f(x) 0<x<2
Y haga un bosquejo de la solucion.

(2, si0<x<1, _ _
79. P(X)_{l, iloxeg YO =0y(0) =2

1, si0<x<1,

80. P(x) = 1, f(x):{o lereg YO =1

1, si0<x<1,

81. P =0 f0={1 “iayey Y/@=0
0, si0<x<l,

2 Pl W0EISE =100

83. P =y G125y vO={ 1215000 =2

84. P(x) {_11 si0<x<1,

sil<x<?2 yf(x)=2,y(0)=1

)




Definicion
Toda ecuacion de la forma:

dy
Tx +P(x)y = Q(x)¥" Donde n es un entero

Se llama una ecuacion de Bernoulli.

(Esta ecuacion se denomina asi, en nombre de Jakob Bernoulli, 1654-
1705, quién nacié en una familia de notables cientificos y matematicos
suizos). Observe que si n = 0, o 1, simplemente se obtiene una
ecuacion lineal. Pero sin no esigual a 0 o 1, y si ambos miembros de
la ecuacion se dividen por y™, podemos tomar z = y1™™,y obtener una
ecuacion lineal en la variable dependiente z. Si esta ecuacion lineal se
resuelve, se obtiene z en términos de x y posteriormente se vuelve a
las variables originales x e y. Este método de sustitucién fue ideado
por Leibniz en 1696.

5 Los Bernoulli fueron una gran familia de famosos matematicos suizos durante cuatro
generaciones. Esta ecuacion es nombrada por los dos hermanos Jakob (1654-1705) y Johann (1667-
1748) quienes trabajaron desde 1695 hasta 1697 sobre la solucién de esta ecuacién en competencia
con Leibniz.
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Ejemplo 8. Resolver la ecuacion diferencial:

dy

_— = 2
dx y=xy

Solucion:
Esta es una ecuacion de Bernoulli con P(x) = -1, Q(x) =x, y n = 2. Al
dividir por y?, la ecuacién se obtiene:

dy
-2 -1
—_— =X
Yy dx y
Si se hace z = y'!, se obtiene la ecuacién lineal
az , dz . .
——-—Z=x.0—+z=-Xx quees lineal, al resolverla se tiene z = 1

- X + Ce-x, dado que z =y, se concluye que y = (1 —x + ce ™)1 Es
bueno observar que se ha dividido por y?, y que y = 0 es una solucién
singular de la ecuacién diferencial. Observe la figura 6, en donde se
dan las graficas de algunas soluciones.

Figura 6. Algunas graficas de las soluciones de la ecuacién diferencial.

L} 1

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 9. Resolver la ecuacion diferencial:

YAy =——— (33)

x2+1 (x%2+1)%y

Solucion:
Esta ecuacién se puede escribir en la forma:

2x 1 B
210" (x%2 + 1)2y

v/ +

2x 1

Que es una ecuacion de Bernoulli, con P(x) = = Q(x) = T

n= -2, por lo tanto 1 - (-{2)= 3.

Al multiplicar la ecuacién por y?, se tiene:

2x 1
yzy/ + x2+1y3 - (x2+1)? (34)

da
Haciendo z = y8, derivando respecto a x, tenemos — = 3y? d—z,
1dz
luego T y2= remplazando en (34), se tiene:

1 2x 1

— / —_— ——— 7

32 +x2+1z (x2+1)2,0

6x 3
z/ +

x2+1Z=(x2+1)2

Que es una ecuacion lineal en z, en donde P(x) = x2+1, y Q(x)
3

(x2+1)?

6X
Luego si hacemos 4 = 7% = @3N (*+1) = (42 4 1)3

se tiene:
2 3
Z=(2+1)3 [fe? + D) 2+1)Z]dx = 1)3 [(x2 +1)dx
3
_ 3 .(x_+3x+c)=x+3x+c
(x2+1)3 3 (x2+1)3



De donde se tiene:

3 x3+3x+C
(x2+1)3

Extrayendo raiz cubica:

1
x3+3x+C)3

ah =D
Esta es la solucidn explicita de la ecuacion diferencial dada por
Bernoulli, podemos ver su gréfica para algunos valores de C. Siempre
es importante intentar comprender las propiedades de la solucién
para asegurarnos que entendemos por completo el comportamiento

de dicha solucién.

De la figura (6) vemos que existe un valor x, para el cual
y(x,) = 0, entonces y’ en x, sera infinita, de modo que la curva y(x)
se aproxima al punto y(x,)= O (el eje x) verticalmente. Podemos
ver que efectivamente existe un x; para el cual y(x,)= 0, basta
inspeccionar el numerador de la solucidén explicita de (35). Debido
a que la funcién x3 + 3x + C es una funcién creciente en x para
cualquier C (ver la derivada de esta funcién) vy el dominio en los
numeros reales, entonces Ia funcion: (x3 + 3x + C)z tiene una raiz

real (la raiz es (g +\/1+_az)3 +(a- m) donde a = C/2.

De esta forma, para cualquier seleccion de C, es decir para
cualquier curva solucion, existe exactamente un punto x, para el cual se
cumple y(x,)= 0. De esta forma sabemos que cualquier curva solucion
tendra exactamente un lugar donde se aproxima al eje x verticalmente.

Otros hechos que son evidentes son:

a. De (33) vemos que la iséclina para la pendiente cero esté
1 ., 2
dada por y = — . Asi las curvas solucion tendran
[2x(x2+})].3
extremos locales en sitios que estén en valores de y mas y

mas grandes, a medida que x se aproxima al origen desde la
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derecha, y a valores de y mas y méas pequenos a medida que
se aproxima a +.

b. También de (33) observamos que el campo de pendientes
tiene simetria con respecto al origen.

c. De (33) vemos que las curvas solucién estan acotadas para
todo valor finito de x. La interseccion en y esta dada por Cé.

d. La figura (7) muestra el campo de pendientes y varias curvas
solucién para esta ecuacion diferencial. En esta figura hay
14 curvas solucién, no 7, porque la derivada se encuentra
indefinida en el eje x. Observe que esto estd de acuerdo con
lo visto anteriormente.

Figura 7. Familia de soluciones para la ecuacién (35).

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 10:

Resolver la ecuacion:

a 1
d_i’ +t—y= 5(x — Z)ﬁ,pamx > 2. (36)

Solucion:
La ecuacién se puede escribir, después de dividir por ﬁ en la forma:

1 2
t—yz=5(x-2) (37




Si hacemos el cambio de variable:

= ;'entonces du _1 _édy
u=yz dx_Zy dx

Reemplazando en (37) se tiene:

du 1

5
P E(x —2)

Esta es una ecuacion lineal, en donde su factor integrante es
1 1
f———— ) -
u(x) = T = (x - 20

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por dicho factor
integrante se tiene:

1du 1 5 3
(x=2)Z—+———u =§(x_2)2
2(x—2)2
O:
d 3 5 3
Luego:
1 3
u(x—2)2=x-2)z+¢(,
De donde:

1
u=(x—2)2+C(x-2)"2
Reemplazando u, tenemos:
1 1
yZ=(x—2)2+C(x—2)2

Por lo tanto, y seré igual a:
142
yzkx—mz+ca—zrﬂ
La figura 8 nos muestra la gréafica de algunas soluciones,
para diferentes valores positivos, negativo y cero, que en este valor
obviamente es una parabola trasladada.
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Figura 8. Gréficas de algunas soluciones de la ecuacién diferencial dada.

v o ¥ 8 |I ] £

6
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 11. Un problema de aplicacion de la ecuacion

de Bernoulli:

La longitud de un pez L(x), se describe mediante la ecuacion:

—=alle—L) (38

Donde a y L, son constantes. Ademas el peso w (t) del mismo
pez estd relacionado con su longitud L () por la ecuacion:

w(t)=bL3¢t) (9

Donde b es una constante.

a. Expresar el peso del pez en funcién del tiempo.

b. ;Qué tipo de ecuacion es la que expresa el peso del pez en
funcion del tiempo?

¢. Hacer un andlisis cualitativo de la ecuacion diferencial.

d. Resolver analiticamente la ecuacién diferencial paraH =1,y
k =0.6.




Solucion:
a. Paraexpresar el peso del pez en funcién del tiempo, entonces
tenemos de la ecuacion (39), despejando L que:
L (O = p 3w (6)/?

1

Si hacemos d = j,—3, tendremos que:
Lt)=d w(t)¥3

a 2/3 aw

Reemplazando en (38), teniendo en cuenta que F=35w®O %,

nos da que:
d . dw
§w(t) 2/3 - = a(Le — cw'/?)
Despejando en funcion de w (t), tenemos:

dw 3al, 2 3a

w3 — - w(t)

dt c
Luego, tenemos la ecuacion diferencial:

O = (kW S

3al,

Donde H = -
escribir como:

=t kw(t) = Hw(®)]*?  (40)

3a .,
Y k =, constantes. Esta ecuacion, la podemos

b. Si observamos, esta ecuacidn es una ecuacion de Bernoulli,
ya que es de la forma

% + P(x)y = Q(x)y™" Donde n es un entero.

Para la ecuacion (40), se tiene P (t)=k, y Q (t) = H, para n =
2/3. Esta ecuacion particular es también llamada la ecuacién de Von
Bertalanffy.

c. El campo de pendientes: la figura 9 nos muestra el campo
de pendientes y algunas curvas solucién para esta ecuacién
diferencial con H = 1 y K = 0.6. Observe que el campo de
pendientes tiene una solucidon de equilibrio con soluciones



crecientes por debajo de este equilibrio, y decrecientes por
arriba de él.3Estas soluciones de equilibrio estan cuando w =
Oyw= (%) .La solucién desequilibrio w = 0 no es de interés
en este ejemplo, y w = (%) corresponde al peso limite del
pez. Para el caso, d3e H=1yK=0..0, este peso limite se
presenta en w = (g) ~ 4.63.

Figura 9. Campo de pendientes con unas curvas solucién para (38).

E e i M i i g T e T R R R N,

= ]
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Concavidad: también se advierte que las curvas solucion tienen
un cambio de concavidad en la esquina inferior izquierda de la figura,
en donde toma valores pequefos para w. Podemos obtener mas
informacion de la ecuacién diferencial, si derivamos (40), obtenemos:

2
=G )
De donde se deduce que los cambios de concavidad ocurren cuando:
2H\?
w=(3)

3
Es decir, entre w = 0 y la solucién de equilibrio en w :(%I) 8.

aw . sy
Observe que los lugares donde - = 0 dan soluciones de equilibrio y
no se tienen en cuenta cuando se buscan puntos de inflexion. Para el



caso d3e la figura (40) cuando H =1y K = 0.6, esto ocurre cuando w
= (%0) ~ 1.37. Observe que los puntos de inflexion dependen de los
valores iniciales.

d. Veamos la solucién analitica, cuando H= 1,y K = 0.6, en la
ecuacion (40), esto nos da:

aw 2
-1 0.6w= ws (41)

Aunque esta ecuacion se puede resolver por variables separables
(y de hecho es auténoma), la técnica para permitir la integracion
simple no es muy clara, por esta razén la vamos a resolver teniendo
en cuenta que es una ecuacion de Bernoulli.

Hacemos el cambio de variables u = w'™ = w'/3, en la ecuacién
(41) después de escribirla como:

2 dw
w3I—+06w3=1
dt

Este cambio de variables nos lleva a la ecuacion diferencial lineal:

du _ ,
-3 E+0.6u— 1,0

., 5 _ .
Lo cual nos lleva a la solucién, u (t) = 5(1 — Ce™%2Y) Haciendo el
cambio de variable original, se tiene:

w(t) = E(l _ Ce—o.Zt)r (42)
Donde:
C=1-0.6w(0)/3 (43)

Y w (0) es el peso inicial del pez. Donde la solucién de equilibrio
3
5 2 S, e e
es (5) que esta de acuerdo con la observacion inicial.



La solucion explicita dada en (42) se puede utilizar para calcular

las veces en que se presentan los puntos de inflexion, a saber, las
3 . -

veces en que w (t) = (%0) . De (42) esto equivale a solicitar las veces

(5) =Fa-eeo]

en que:

Tomando la raiz cubica de ambos lados de la igualdad y
resolviendo para t, se tiene que t = 5 In (3C), y por (43), se tiene que
t = 5in{3[1 - 0.6w(0)}/3]} = 5In[3 — 1.8w(0)"3]

Como se esperaba, este tiempo depende del valor inicial w (0).
Para garantizar que t > O en esta Ultima expresion, debemos tener
3-1.8w(0)73>1,lo que implica que w (0) < (1—90)3 De esta manera,
solamente las curvas solucién correspondientes a pesos iniciales

3 , . .,
menores que (E) tendrén un punto de inflexion.
9

La solucidn de (40) para otras selecciones de H y K es posible
mediante el mismo proceso, siendo dicha solucion:

wy = [£(1- Ce"‘/3)]3



Figura 10. Jacobo Francesco Ricatti (1676-1754).

Fuente. Fuente. Bell (2002).

El conde Jacobo Francesco Riccati nacid en Venecia, el 28 de
mayo de 1676, y murid el 15 de abril de 1754. Fue un matematico y
filésofo veneciano, que estudié detalladamente la hidrodinamica sobre
la base de la mecdanica newtoniana, colaborando en su introduccion
en ltalia. En su momento se le ofrecid la presidencia de la Academia
de Ciencias de San Petersburgo, pero rechazé el honor en aras de su
retirada y aristocrética vida. Analizé casos particulares de ecuaciones
diferenciales ordinarias que hoy llevan su nombre, pero fueron los
hermanos Bernoulli quienes en realidad obtuvieron las soluciones.

Se ha visto hasta el momento que toda ecuacion diferencial de
primer grado es de la forma:

dy
—=f(x.y)
En donde f(x, y) puede tomar la forma:

F(x,y) =P(x) + Q(x) y + R(X) y?+--.



Si f(x, y) para en Q(x) y entonces la ecuacion es lineal, si f(x, y)
para en R(x) y?, tenemos entonces la ecuacion de Riccati.

Las ecuaciones de Riccati forman una clase de ecuaciones
que algunas veces se pueden reducir a ecuaciones de Bernoulli. Una
ecuacion de Riccati tiene la forma:

2= P()+Q()y +R(x)y?

Donde los coeficientes P (x), Q (x) y R(x) son funciones
cualesquiera que dependan de x.

La dificultad en la solucién de una ecuacién de Riccati consiste
en que primero se debe conocer una solucién y, (x), antes que se
pueda obtener la solucién completa. Para hallar esta segunda solucién
y reducir la ecuacioén a una ecuacion lineal basta hacer la sustitucion:

1

U350

De donde despejando y se tiene:

y=u"t+y;(x)

que luego de derivar y reemplazar se obtiene la ecuacion lineal.
Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 12. Resolver la ecuacion de Riccati:

ay _ 2 2 2
a_—x +y+;y 'xE(O,OO)(SS)

Si se tiene que y,(x) = x2, es una solucién.

Solucion:
Se hace el cambio de variable u = ~—= luego
ul=y—x%?0y=u! +x2

Derivando respecto a x, tenemos:

Reemplazando (38), se tiene:

_pdu - 2 . _
—ui—4 20 ==X’ HuTt +xP+ S (T +xP)?

Realizando los célculos, obtenemos la ecuacion de Bernoulli:

_,du <1+4) o, 2
Y YT

_2(1

. az
Haciendo z = u’', luego —=-u ,u #0, se obtiene la

dx dx
ecuacion lineal:
dz + (1 N 4) 2
dx )T
Cuya solucién es:
z=-2 ( ) + C—
Como z = u-1, hacemos el cambio de variable, y se obtiene:

__2( )+ C e * 2(1—x)ex+C

xteX



Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y modelos -

Como ,u # 0, se impone una restriccion, la cual genera una
singularidad en y = x?, entonces la soluciéon general de la ecuacién
diferencial es:

2 x*e*
y=*" ¥ samerre V=X

Ejemplo 13:

Resolver la ecuacién de Riccatié:

2

ay _ .2 _ 2
e 2xy +1+x“ (39

Si se sabe que y,(x) = x es una solucion.

Solucion:
Como es una ecuacion de Riccati, podemos hacer la sustitucion:

_ 1 _ 1 deci ay _ 1— 1 dz | d
Z= prat Oy =Xx+z-1, es decir que = = -z 7y eemplazando
en la ecuacion (39), tenemos:
1-— i%: (X+Z_1)2 —2x(x+z_1)+ 1+ x?
z2dx
Simplificando obtenemos:
dz 1
dx
Es decir:
z=-x+C
Sustituyendo z, se tiene:
+C !
=X ,0Y — X = —m—
y—x N )
6 El matemadtico italiano Jacobo Riccati (1676-1754) analizé casos particulares de ecuacio-

nes diferenciales ordinarias que hoy llevan su nombre, pero fueron los hermanos Bernoulli quienes en
realidad obtuvieron las soluciones.
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De donde la solucién de la ecuacion sera:

y=x+(C—x)"!

Figura 11. Familia de soluciones para la ecuacion diferencial (39).

[}

Fuente . Elaborada por el autor con el programa Derive.



Las siguientes son ecuaciones de Bernoulli, resolverlas haciendo
el cambio de variables necesario.

dy o2 dy = X
L Ty=xy 2. 3x gty 7
d 1 5 5
2dy dy x>+y
X“—==Xy+ — _=—
3. X=Xt 4= T
5. Y 4 xy3 = 2x3y 6 y'1/22=\/x_y + ye*
T dx ) dx
Convertir cada ecuacién en una ecuacion lineal:
dy dy .2
— =xeY — & 2 2y—-x
7.5 =xe —1 8x—=x+e
dy _ -1, -y x+y Y _ x-y _ 3,y
9.E=x +e 10. e —=e x>e

Enlos problemas siguientes, identifique cada ecuacién como
una lineal, de Bernoulli, de Riccati o ninguna de las anteriores.

d
]]‘j_zzx-yyz ]Z.d—ZZXY‘H’g
dy _ 2 dy _ 2
13.&—35 +y 14.yZ=x+Yy
15 d—y=xz+xy+ y? 16 yﬂ=x2+y
T dx "7 dx
dy _ 3 dy _ 2
17.a—x+y 18.ydx—x+y+y

Dada la ecuacion de Riccati, utilice una transformacion
para convertir cada ecuacion en una ecuaciéon de Bernoulli. En
cada caso encuentre la solucién:

10. j—z = 2x + xy + y? 4,dado que y = —2 es una solucién




d
20. = = —4x* + 2 +y? dado que y = 2x es una solucion.

dy
T dx

1 1 .,
2. ==ty+ xy® dado que y = - ~ es una solucién.

d 1
22. x3d—z = x*y? — 2x%y — 1,dado que y = = €s una
solucion.

23. Emplee la sustituciéon y =w + x ' para convertir la
ecuacion diferencial en una ecuacion de Bernoulli:

dy _
xa+y—,/xy—1

24. Resuelva la ecuacion del ejercicio 23.

25. Pruebe que la sustitucion:
Y =2 arctanu

Convierte la ecuacion:

2 = Q@sen(y) + R(x)cos ()
En una ecuacion de Riccati:
= =Q@u+ sRE)(L—u?)

Ayuda: en primer lugar, establezca que:

2u

Sen y=r Y
1-u?
Cosy =1

26. Emplee el problema 25 para convertir la ecuacion en una
ecuacion de Riccati:

dy .
Frie xsen(y) — 2cos (y)



27. La ecuacion de Riccati del ejercicio 26 tiene una
solucion de la forma y = kx, para alguna constante K.
Encuéntrela y reduizcala a una ecuacién de Bernoulli.

28. Considere una ecuacién de Bernoulli de la forma

vy y = m™" 1y" donde my n son constantes positivas.

dx
a) Para el caso n = 2, encuentre todas las soluciones de equilibrio
y determine su estabilidad.

b) Repita el enciso a) para n = 3.

c) Repita el enciso a) paran = 5.

d) ¢Puede hallar valores de my n tales que una solucion de
equilibrio de esta ecuacién dada por y = 0 sea inestable?
Si asi fuera, jcuédles serian? Si no, proporcione una
explicacion detallada.
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Algun matematico, mencionaba que de alguna manera la matematica
es el arte de resolver problemas de la vida real, es por esto que en
este capitulo se plantean una serie de modelos basicos que se pue-
den resolver mediante ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden. Se han tratado de mostrar los modelos mas importantes que
cualquier ingeniero, fisico, quimico, bidlogo, economistas 0 matema-
tico debe conocer.



Aungue en cada seccién que hablamos de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden vimos algunos ejemplos de aplicacién, creo
que es bueno organizar y presentar otros ejemplos de aplicacién de
estos modelos, recordemos que si el crecimiento de una poblacion P
(t) en el tiempo t estd dado por dp /dt’ ella es proporcional al numero
de individuos de la poblacién en el mismo tiempo t, es deC|r — = kP7,
luego integrando se tiene siempre el modelo de la forma P (t ) = Pex,
para k un parametro, y P, la poblacién en el tiempo t = O.

En cierta ciudad, larazén ala que la poblacion crece en cualquier tiempo
es proporcional al tamano de esta. Si la poblacién era de 125.000 en
1970y de 140.000 en 1990, ;cudl es la poblacién esperada en el afo
20107

Solucion:

De acuerdo a nuestra hipétesis del modelo, tenemos que si P (t) es
el tamano de la poblacién en el tiempo t, entonces tenemos la ley del
crecimiento poblacién es aplicable, por lo tanto:

P(t) = Pye™

Para encontrar la poblacién en el afio 2010, primero se debe
encontrar los parametros de este modelo, es decir, debemos encontrar

7 Para un quimico esta ecuacion es llamada una ley de tasas de primer orden, en tanto que
las leyes de tasas como dP/dt=-kP* son de segundo orden.



P,y k. Para el ano 1970, lo hacemos corresponder a t = 0. Entonces
t=20en 1990y t=40a2010. Tenemos:

P,=P (0) = 125000

Luego:

N (t) = 125000e*¢
Para encontrar k, se usa la condicién de que N= 140000 cuando
t=20.
Asi:

140000 = 125000€>°*

Por consiguiente:

_ 140000
© 125000

20k 1.12

Por lo tanto, por la hipdtesis del modelo de crecimiento se tiene:

P (t) = 125000e %t
- 125000 (¢20K)"/*°

=125000 (1.12)%/20

Para t = 40 se tiene la poblacién esperada para 2010:

P =P (40) = 125000 (1.12)*%/20 = 125000(1.12)? = 156800

Definicidn: el tiempo para que una materia radioctiva se reduzca
a la mitad se le llama vida media de la sustancia.



Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

Ejemplo 2. Determinacion de la constante de

decaimiento y de la vida media:

Sidespués de 50 dias queda el 60 % de una sustancia radioactiva,
encuentre la constante de decaimiento y la vida media del elemento.?

Solucion:

El modelo del decaimiento radioactivo, es muy similar al del
decrecimiento exponencial, solo que en este caso se sabe la razén
a la que un elemento radioactivo decae en un tiempo cualquiera en
forma proporcional a la cantidad presente en ese tiempo.

Luego si N (t) es la cantidad presente en el tiempo t, entonces
la tasa de decaimiento estéd dada por:
dN(t)
dt
La cantidad positiva k, se llama constante de decaimiento, y
el signo menos indica que N decrece cuando t crece. Por lo tanto,
se tiene un decaimiento exponencial; integrado por el método de
separacion de variables, se tiene la ecuacién solucion:

= —kN(¢)

N(t) = Nye~kt

Para nuestro ejemplo N, es w la cantidad presente del material
ent=0. Cuando t = 50, entonces N = 0.6N, y se tiene:

0.6 NO = Noe_50k, 0

0.6=e750k
-50k = In (0.6)
__In(0.6)
K=—=—5—=0.01022
8 La cientifica polaca Marie Curie (1867-1934) recibié el premio Nobel de fisica en 1903 y

en 1911 por sus experimentos precursores con el radio y otras sustancias radioactivas.




Luego, N (t) = N,e-29'92% Para hallar la vida media, usamos la
definicién de vida media, es decir:

NO/2=N e—0.010222t
0

Tomando logaritmos a ambos lados, después de simplificar N,
tenemos:

in2

t = = 67.82 dias.
m0.01022




Es claro que, bajo un crecimiento exponencial, la poblacién llegaria a
ser infinitamente grande con el transcurso del tiempo. Sin embargo,
en la realidad cuando una poblacién llega a ser suficiente existen
factores ambientales que hacen mas lenta la razén de crecimiento.
Ejemplos de estos factores podrian ser: la disponibilidad de alimentos,
los depredadores, la falta de espacio suficiente, etc. Estos factores
ocasionan que en algun momento dP/dt comience a decrecer y en
este caso, se puede suponer que el tamano de la poblacién esté
limitado a cierto nimero méaximo M, donde 0 < P <My cuando P = M,
dp/dt - 0, y el tamano de la poblacién tiende a ser estable.

Es decir que se busca un modelo de poblaciéon que tenga un
crecimiento inicial exponencial, pero que también incluya los efectos
de la resistencia ambiental a grandes crecimientos de la poblacion.
Tal modelo se obtiene al multiplicar el lado derecho de % = kP, por el

factor (M—A;P):

Observe que si P es pequena, es decir, P < M, entonces
M-P e . ..
(T) es cercana a 1 positivamente se tiene un crecimiento que es

aproximadamente exponencial. Pero si es grande, es decir, P > M,

entonces M - P tiende a cero, negativamente por tanto (d—P) sera

dat
negativo, comportandose tal como se busca que sea el modelo. Debido
a que k/M es una constante, esta expresion se puede reemplazar por
K'y asi, se tiene:

L kpu—p
= = KP( )
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El anterior modelo establece que «la razén de crecimiento es
proporcional al producto del tamano de la poblacién y la diferencia
entre el tamano maximo de la poblacién actual».

Ejemplo 3:

¢Como se puede modelar este tipo de fendmeno de crecimiento?
Para esto consideremos la siguiente tabla que nos muestra las alturas
de unas plantas de girasol y, como funcién del tiempo t.

Tabla 1. Tabla de valores del crecimiento de una planta de Girasol, tomada en dias.

Tiempo (dias) Altura (cm)

7 17,93
14 36,36
21 67,76
28 98,10
35 131
42 169,50
49 205,50
56 228,30
63 247,10
70 250,50
77 253,80
84 254,50

Fuente. Lomen y Lovelock (2000).

386



Solucion:
Primero tratemos de hacer una grafica con dichos datos:

Figura 1. Gréfica de los puntos de la tabla.

ALTURA (CM)

0 10 20 30 10 30 60 70 BO 90

Fuente. Elaborada por el autor.

Observemos que para valores pequenos del tiempo la altura
se incrementa rdpidamente, pero para valores mayores del tiempo
el incremento disminuye, de hecho los Ultimos datos muestran muy
poca variacién en la altura.

Solucion cualitativa

Una manera de describir este crecimiento mediante ecuaciones
diferenciales es agregar un término al miembro de la derecha de la
ecuacion diferencial % = ay, el cual disminuira la tasa de crecimiento
para valores grandes de y. Esto deberia hacerse de tal manera que
la tasa de cambio de altura por altura unitaria (la tasa de crecimiento
relativo) disminuye a medida que la altura aumenta.

La ecuacién:
1dy

yar a(b —y)




Donde a y b son constantes positivas. Este modelo de creci-
miento logistico describe muy bien nuestro ejemplo. Podemos volver
a escribir dicha ecuacioén en la forma:

% =ay(b-y) (40)

Que toma la forma de la ecuacion logistica, y se aplica
comunmente en modelos de poblacién, donde la tasa de crecimiento
poblacional disminuye con el crecimiento de poblaciéon debido a
factores reales tales como el suministro de alimentos limitados,
sobrepoblacién y enfermedades.

Queremos descubrir toda la informacién cualitativa que poda-
mos acerca de las soluciones de (40) de la ecuacion diferencial. Co-
mencemos con la construccion del campo de pendientes. Debido a
que estamos tratando con alturas de plantas de girasol, consideramos
solamente valores no negativos de y. A medida que utilizamos (40)
para evaluar las pendientes de curvas solucién en puntos igualmente
espaciados (x, y), observamos que a lo largo de las lineas horizontales
y=0 (el eje x) y, y = b, las pendientes son iguales a cero. A lo largo de la
linea horizontal y = 1, las pendientes son a (b-1). Alo largo de la linea'y
=2, las pendientes son 2a (b-2), y asi sucesivamente. El campo de pen-
dientes de (40), con a =1y b= 2, como se ilustra en la siguiente figura.



Figura 2. Campo de pendientes de (40) paraa=1yb =2.

W

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Como solo nos interesa para x = C, y y= 0, no buscaremos
simetrias.

Las isdclinas de (40) estan dadas por:

Ay(b-y)=m (41)

Sim=m,, vemos que los unicos lugares donde las curvas solucion
tienen tangentes horizontales se encuentran a lo largo de las lineas
horizontales y = 0, y = b. Para considerar otros valores de m, volvemos
a escribir (41) como una ecuacion cuadratica en vy, asi:

2_py+Z=0
y y i

Empleando la férmula para la ecuacién cuadratica, para resolver
nuestras iséclinas tenemos:

y= %(b + ’ab2;4m> (42)




Donde m es la pendiente especificada. Esta férmula nos dice
que cuando ab?4m < 0. Es decir, m > aTbZ, no hay curvas solucion
con pendiente m. En otras palabras, las Unicas curvas solucién de
(40) que pueden tener pendiente m se presentan si m se encuentra
en el intervalo —w <m < “sz La ecuacién (42) también nos dice que
la pendiente maxima, m = % se presenta para y = b/2, a la mitad
(en la direccion del eje y) de las lineas horizontales y = 0, y y = b. El
campo de pendientes que se muestra la figura 2 concuerda con esta
informacion.

El campo de pendientes también sugiere que las soluciones de (40)
son, ya sea creciente o decreciente, dependiendo del valor inicial de
y. esto puede verificarse a partir de (40); es decir, y'=a. y. (b - ),
en la que la derivada es positiva si 0 <y < b y negativa si y > b.
Luego, si comenzamos con un valor y, para x = 0, donde y, > b, la
soluciéon disminuird hasta el valor limite b. De manera semejante, si
comenzamos un valor inicial de y,, donde O <y, < b, la solucién se
incrementard hasta su valor limite b. En contraste con el modelo de
crecimiento de poblaciones, las soluciones de la ecuacion diferencial
logistica para y, > O se aproximan al valor de b para valores grandes
del tiempo. Este valor limite de b se denomina a menudo capacidad
de transporte de una poblacién especifica para situaciones en que y
denota una poblacién.

Existen dos condiciones iniciales especificas para las cuales el andlisis
anterior se demora, a saber, y, =0,y y, =b. Si y, = b, entonces de la
ecuacion diferencial vemos que su tasa de cambio es siempre cero,
(recordemos que y = b era una isdclina para pendiente cero). Advierta



que y(x) = 0 es también una solucién de equilibrio, y tiene sentido
el hecho de que si tenemos un proceso en el que la tasa de cambio
es proporcional al niUmero presente, si comenzamos con cero, Nos
quedaremos en cero. De manera semejante, como se vio del campo
de pendientes, para cualquier y, > O todas las soluciones tienden hacia
b a medida que el tiempo se incrementa, de modo que si comenzamos
en este valor limite de b, no habrd cambio en la poblacion.

La figura 3 muestra una ampliacién del campo de pendientes entre las
dos soluciones de equilibrio, donde vemos que hay puntos de inflexion.
Para descubrir la ubicacidn exacta de los puntos de inflexidn, derivamos
la ecuacién diferencial original (40) con respecto a t para obtener:

d*y dy dy dy
S =alZo-n+y(-3)| =t -mF=- 20

Figura 3. Campo de pendiente entre las dos soluciones de equilibrio.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Se ve que hay tres lugares donde esta segunda derivada es
cero: dos que coinciden con las soluciones de equilibrio y la tercera
cuando b = 2y. Por lo tanto, el punto de inflexion debe presentarse
cuando y = b/2, es decir, a la mitad de la capacidad de transporte b.




Debido a que y es mondtonamente creciente para O <y < b, acabamos
de descubrir que las soluciones de la ecuacién logistica para 'y > O
tendran un punto de inflexion solamente cuando o <y, < b/2. En las
otras soluciones las curvas solucion son crecientes céncavas hacia
abajo (para b/2 <y, <b) o bien decrecientes y su concavidad hacia
arriba (para y, > b). Algunas curvas solucion trazadas a mano para la
ecuacion logistica se ilustran en la figura 4. Observe que se han dado
muchas caracteristicas esenciales de las soluciones de la ecuacién
logistica sin tener la solucion explicita.

Figura 4. Gréfica de algunas curvas solucién de la ecuacién logistica.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Solucion analitica de la ecuacion logistica
Podemos encontrar soluciones explicitas de la ecuacion diferencial
logistica:

dy

— =ay(b -

— = ay(b-y) 43)

En primer lugar, observemos que existen dos soluciones

explicitas de la ecuacién diferencial logistica; a saber:

Y®H=0yy®=b



Si ahora buscamos las soluciones explicitas sin equilibrio, de
(43) encontramos haciendo separacion de variables que:

fy(:—zy)=fadt.

Esta ecuacion se resuelve por fracciones parciales, la cual nos

lleva a:
f1<1+ ! )d —f dt
VAT

Integrando, se tiene:

In|ly| = In|b — y| = abt + (;

Donde C, es la constante de integracion. Haciendo uso de las
propiedades de las funciones logaritmicas, podemos volver a escribir
la expresion anterior como:

ln|%| —abt+ C,  (44)

Esta es una funcién explicita de t, e implicita de y. En este caso
es posible resolver (44) para y, para obtener una solucidon explicita.
Tomando la exponencial en ambos miembros de (44), obtenemos:

Yy _ abt
Donde C = +e® # 0. Multiplicando esta ecuacién por b -y para

resolver la ecuacion paray, y encontrar:

bCeabt

Y(O) = T gemt

Si en esta ecuacién dividimos todo por e* tendremos la
ecuacion:

bC
¥(t) = =g (46)



Observe que la solucién de equilibrio, y (t)= 0, puede quedar
absorbida en la ecuacién inmediatamente anterior, si permitimos
C = 0, pero si la otra solucién, y (t) = b, no estd implicita en esta
misma ecuacion para cualquier seleccién finita de C.

Si damos la condicion inicial y (0) =y, entonces podemos
encontrar el valor de la constante C a partir de (45), a saber:

_ Yo
b—1y,

Que se puede sustituir en (46) para obtener:

C

by
YO=Gonemy, @)

Esta es la solucidn explicita del problema de valor inicial asociado
a (43). Examinemos esta solucién dada en (47) mas cuidadosamente
con respecto al caso fisicamente significativo en que 0 <y, < b. Vemos
quey (t) » ba medida que t —» oo, esta en completamente de acuerdo
con nuestro andlisis grafico hecho anteriormente, el sugiere que b era
la capacidad de transporte de la poblacién. Al dividir esta ecuacién

entre b, encontramos que:
Yo
y(t) =
_ Yo\ -ant 4 Yo
(1-3) e+

De esta ecuacidn se infiere que si la capacidad de transporte
b, es grande en comparacion a la poblacion inicial, y, de manera que
Y,/ pueda despreciarse cuando se le compara con 1, entonces y =y,
eabt para t pequenos. En otras palabras, en este caso, el crecimiento
inicial del modelo logistico es aproximadamente exponencial. En
consecuencia, al comienzo del crecimiento de una plantacién o una
plantacion, crecimiento logistico y exponencial.

La siguiente figura muestra algunas soluciones analiticas de
la ecuacién logistica. Observe que hay muchas semejanzas de las
graficas analizadas cualitativamente.



Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

Figura 5. Gréficas de algunas curvas solucién de la funcién solucién logistica.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 4. Crecimiento logistico de la membresia de

un club:

Suponga que el ndmero maximo de socios en un club nuevo es de
800 personas debido a las limitaciones de espacio. Hace un ano, el
numero inicial de socios era de 50 personas, pero ahora es de 200.
Si el numero de socios crece como una funcion logistica, jcuantos
socios habra dentro de tres afnos?

Solucion:

Observe que el crecimiento del nimero de socios del club, tiene un
tope de 800. Si llamamos N (t) el nimero de socios en un tiempo t.
Entonces la cantidad de cupos para nuevos socios sera 800 - N (t)
y asi en ndmero de no socios que se quieren afiliar por unidad de
tiempo seran: (800 - N(t))/800, y por lo tanto la razén de cambio de
los socios serd directamente proporcional entre los que son socios y
los que se quieren afiliar, es decir:

d_IZ = kN(t)(800 — N(t))/800




Que se puede escribir como:
dN k

N(£)(800 — N(t)) _ 800

f dN —kfdt
N(800—N) 800

Por fracciones parciales, se tiene:
AN 1 1
800 800
__ _dN = | & 4N dN
fN@%—N) J.N +f8%—N

——InN = = n(800 — N) = —n|——|
800 800 800 800—N

dt

Por lo tanto, se tiene que:
1 | N k
In | =
800 1800 — NI 800
Que se puede escribir como:

t+C

N

Tomando exponencial:

N kt
=Ce
800—N C

Despejando N (t),

800Cekt
1+cekt

N (t) =

Dividiendo, por Ce*t, tenemos:

800
1+ be~kt

Sabemos que cuando t = 0, se tiene N (0) = 50, luego:

N(®) =

800

50=133 O
800
1+b = ﬁ =16

b=15



Asi,

800
NO=T7merw (48
Cuando t = 1, entonces N (1) = 200, por lo tanto:

800

200 = 575 x
—¢ _ 800 _
1+15 e = ﬁ =4
3 1
-k = —_— = -
® T1575

Es decir que k =-In (1/5). En lugar de sustituir este valor en (48),
es mas conveniente reemplazar el valor de e-k, asi:

800

1+15(§)t

Dentro de tres anos t serd 4. Por lo tanto:

N ()=

N (t) =——— = 781

1+15(3)

Un dltimo ejemplo de las muchas aplicaciones de la funcién
logistica es el del modelado de un rumor, en una poblacién de un
cierto tamano M. Esta situacion es similar a la de la propagacion de
una epidemia o de una moda nueva.

En una gran universidad de 45.000 habitantes, un estudiante de
sociologia investiga la propagacién de un rumor en el campus. Cuando
comienza su investigacion, determina que 300 estudiantes conocen
un rumor. Después de una semana, determina que 900 lo conocen.
Estime el nimero de estudiantes que lo conocen después de cuatro
semanas de comenzada la investigacion, se supone que el crecimiento
es logistico. Dé la respuesta al millar mas cercano.



Solucion:

Sea N (t) el numero de estudiantes que conocen el rumor en t
semanas después de que comienza la investigacion. Entonces, como
el crecimiento es de tipo logistico podemos usar la ecuacion, que

obtuvimos en el ejemplo 5, es decir:

N = e

Donde M es el tamano de la poblacién, que es de 45.000 y

cuando t = 0 tenemos N (0) = 300. Asi se tiene:

00 45000
300 = 1+b°

45000 =150
300

0

1+b=
b=149

Por lo tanto:
45000
N@©®= 1+149e~k
Cuando t = 1, entonces N (t) = 900. Por consiguiente:

45000

900 = 1+149e~k

_k_ 45000 _
900

1+149e

49
Por lo tanto e* = o entonces:

N () 45000
© 1+149(%)t
Cuanto t = 4,
45000
N @) = ~ 16000

4
1+ 149 ((%) )
Después de cuatro semanas, aproximadamente
estudiantes conoceran el rumor.

16.000



Hay un gran nimero de problemas que involucran las finanzas per-
sonales que pueden ser modelados usando ecuaciones diferenciales.
Vamos a empezar por considerar lo que ocurre con el saldo de una
cuenta de ahorros o de dinero invertido en una cartera de acciones
y bonos.

Sea P (t) el balance en un tiempo t, y supongamos que la cuenta
paga intereses a una tasa de r por ciento anual, compuesto en forma
continua. Esto significa que el balance va creciendo entre el tiempo t
y t + At, como:

P (t+ At)- P (t) = interés obtenido en el tiempo At (49)

Como r es la tasa de interés en un afo, entonces el interés
obtenido en el tiempo At es aproximadamente:

Interés obtenido en el tiempo m At = rP(t)At  (50)

Luego nuestro modelo, es:

P(t+At)-P () _
At -

rP(t)At _

P/ (t) = limp¢o limpgo — - TP (®)

Esto es una vez mas la ecuacién exponencial, que ya hemos
visto en una variedad de aplicaciones. Sabemos que la solucién de
esta ecuacion tiene la forma:

P(t)=Cet

Si el valor inicial es P (0) = P, entonces tenemos que C =P, y:

P(t)=P,er



Supongamos que usted coloca $1.000 en una cuenta que paga
intereses a una tasa del 5% anual, compuesto en forma continua.
¢Cudl es su capital después de 40 anos?

Solucion:
Para este caso tenemos que P,= 1000, y r = 0.05. Luego:

P (40) = 1000¢%95*®) = 1000e? ~ 7389

Bajo el supuesto de que hemos hecho el balance en nuestra
cuenta de ahorros, ella crecerd de manera exponencial. El supuesto
basico es que la tasa de interés r es constante. Por supuesto, en la
practicaestonoescierto. Lastasas de interés cambian constantemente
en respuesta a una variedad de eventos econémicos y politicos que
son impredecibles. Esto limita la efectividad de nuestro modelo. Para
no permitir esta impredecibilidad, debemos hacer el andlisis para la
variedad de intereses que van desde el mds bajo hasta el mas alto
que esperamos. Este tipo de analisis de "qué pasaria si" nos permitira
poner entre paréntesis los resultados reales.

Un interés, teniendo en cuenta los retiros constantes

Vamos a mirar el saldo P (t) en una cuenta de inversién de la cual
la cantidad W se retira todos los afos y la cual paga intereses a razén
de r porcentaje anual, compuesto continuamente. Cuando agregamos
el efecto de los retiros anuales a la ecuacién (49), tenemos:

P (t+ At)- P (t) = interés obtenido en el tiempo At - el retiro en
el tiempo At



Una vez mas, el interés ganado estd dado por (50). Por otro
lado, si W es la cantidad retirada por unidad de tiempo, la cantidad
retirada en el tiempo es:

WAt

Luego
P (t+ At)-P (t)  TP(t)At — WAL

Calculamos la derivada usando la definicion del Iimite del
cociente:

ap P(t+ At) — P(t) | rP(t)At — WAt
a ~ lmaco I e U va—
=tP-W (51)

De manera similar, si en vez de retirar depositamos D ddlares
por ano, entonces, tendriamos:

dP
i rP+D (52)

Nuestro siguiente problema es comenzar a planificar la jubilacion.
Los mismos modelos de procesos de ahorro funcionan hacia cualquier
meta financiera, tales como el ahorro para la educacién del nifo o la
compra de la casa.

Supongamos que usted esta empezando a trabajar y decide guardar
$2.000 cada afno. Suponiendo que usted no tiene ahorros paraempezar
y que sus ahorros se ganan 5 % por ano, compuesto continuamente,
;cuanto dinero acumula después de 30 afios?



Solucion:
Aplicando nuestro modelo (52) y tomando P (t) en miles de ddlares,
tenemos:

dP
— = 0.05P + 2
dt

Esta es una ecuacién diferencial lineal. Calculamos el factor
integrante que seria:

u(t) = e~ Jo.05dt — ,-0.05
Luego:

[e—0.0St]/ — e—0.0St[P/ _ OOSP] — Ze—0.0St

Integrando a ambos lados de la igualdad, tenemos:

e—0.0StP(t) — _406—0.05t +C

P(t) = —40 + Ce%0t
De acuerdo a la condicién inicial, P (0) = O, se tiene:

0=P(0)=-40+C

Luego:

Y la solucion general es:

P(t)=40(e*%' —1) (53)

Queremos averiguar que es P (30), usando (53), se tiene:

P (30) =40 (e's—1) = 139.257,6

Este resultado estd en miles de ddlares, luego después de 30
anos el balance es $139.268.



Planificando para la pension
Vimos en el ejemplo 7, cdmo después de todo, la cantidad de di-
nero puesto en el ahorro fue de $2.000 por afo, durante 30 afios,
para un total de $139.268. Debido al interés compuesto, esto ha
aumentado considerablemente.

Ahora, sin embargo, vamos a invertir la pregunta s cuanto dinero
se necesita para jubilarse? Miremos un problema que nos resuelva
esta pregunta.

Después de pensarlo, usted ha decidido que va a necesitar $50.000
cada ano para vivir después de jubilarse y que usted ha planeado
vivir 30 anos después de su jubilacién. Suponiendo que su cuenta de
jubilacién ganara interés del 5 %, mientras que usted estd tomando
de su cuenta $50.000 cada afio después de su retiro, ;qué cantidad
de dinero debe estar en la cuenta cuando se retire?

Solucion:

Sea P (t) el saldo de su cuenta de jubilacién en el tiempo t después de
la jubilacion. Sea P el saldo de su cuenta de jubilacion cuando se retire.
Entonces P (0) = P,. El problema es encontrar P, con P (30) = (. De
nuevo usamos en miles de délares como nuestra unidad.

De acuerdo al modelo desarrollado (51), tenemos:

]

=05 P A0
e

Que de nuevo es una ecuacion lineal. Buscando el factor
integrante:

H(t) = e~/ 0.05dt — ,-0.05t



De donde se tiene:
[e—O.OStP]/ = —5Qe 005t
Integrando, se tiene:

e "05tP(t) = 1000e 005 + ¢

P (t) = 1000 + Ce%05t (54)

Como tenemos que P (0) = P, entonces tenemos que:
Py =P (0) =1000+C
Por lo tanto:

C=P,- 1000

Reemplazando en (54), se tiene:

P (t) = 1000 + (Py — 1000)e%05¢

Puesto que usted quiere retirar $50.000 cada afno hasta que muera
por 30 anos después de retirarse, tendra que ser P (30)> 30. Si usted
tiene su cuenta en cero al cabo de los 30 anos, entonces se tendra que:

0="P (30) = 1000 + (P, — 1000)e*~

Resolviendo esta ecuacion para P, se tiene:
P, = 1000(1 — e~ 1®) = 776.8698

Por lo tanto, tendra que haber ahorrado $776.870 antes de
retirarse, con el fin de tener la jubilacién que desea.



Ahorrar para la jubilacion

Vimos en el ejemplo 7, que ahorrando $2.000 ddlares al afo producen
después de 30 afios un capital de $139.00. Pero la verdad es que
usted va a tener que hacer mucho mas. Pero, ;cémo se van a acumular
los fondos necesarios para financiar una jubilacién cémoda? Veamos
el siguiente ejemplo.

Después de pensar un poco mas sobre el ejemplo 8, se decide que
se deberia poner un porcentaje fijo p de su sueldo para la jubilacion.
La pregunta es, squé valor de r permitird alcanzar nuestro objetivo?

Solucion:

En primer lugar, se da cuenta de que su sueldo actual de $35.000
por ano no se quedara para siempre en ese nivel, con suerte por no
mas de un ano. Necesitamos un modelo de cémo su salario crecera
con el tiempo. Vamos a suponer que su salario se incrementara en
4 % por ano. Eso es solo un poco mas que la tasa de inflacién. Este
pensamiento conduce a la ecuacion diferencial S/ = 0.04 S (t) donde
S (t) es el salario anual en miles de délares. Estamos familiarizados
con la ecuacién exponencial, por lo que es facil resolver esta ecuacién
para obtener:

S(t) = 35¢004

Ahora se nota que con este modelo, el sueldo al cabo de 40 anos
serd de $173.000. Esto parece excesivo, pero tiene la seguridad de
sus asesores financieros en que este tipo de aumento durante toda la
vida no es nada raro. Recordemos, estamos incluyendo en nuestros
prondsticos, el aumento del 4 % por ano, esta proyeccion apenas
cubre la tasa de inflacién histdrica. Sin embargo, hay otro motivo de
preocupacion. Si su salario al momento del retiro es tan grande, ;qué



tipo de ingresos debe planificar en sus ahos para la jubilacién? Es
evidente que $50.000 en el ejemplo previo es demasiado poco. Usted
decide que $100.000 es una cifra mas razonable. Esto significa que el
tamano de su cuenta de jubilacion al momento del retiro tiene que ser
el doble de la que se encuentra en el ejemplo anterior, usted decide
ser cauto y aspirar a un fondo de retiro de $1.600.000.

Asumiremos una vez mas que su cuenta de jubilacién ganara
una tasa de interés del 5 %. Sea P (t) denota el equilibrio en miles de
ddlares en su cuenta de jubilacién en el momento t. La cuenta P (t)
crece entre el tiempo ty t + At, a partir de dos momentos de tiempo,
el interés sobre el saldo, que es 0.05P (t) At, y de su inversién, que es
pS (1) At. Luego se tiene que:

P(t+At)-P(t)= 0.05P (t)At + p S(t)At
Por lo tanto:

P(t + At) — P(¢)

P/(t) = limpeo :

= 0.05P(t) + pS(t) = 0.05P(t) + 35¢°04¢

Resolviendo esta ecuacion diferencial lineal, como antes,
tenemos que el factor integrante u(t) = e~%95¢, de esto tenemos que:

[e—0.0Stp(t)]/ — 35pe—0.01t
Integrando, se tiene:

e 005tp(t) = 35pj e~001tdt = —3500pe 001 +

P (t) =-3500 pe® 0% + Ce®0%



Podemos asumir que la cuenta de jubilacion empieza en cero
pesos, por lo que esta condicidn inicial dice que:

0="P (0)=-35000+C

Lo cual nos lleva a concluir que C = 35008, y:

P (t) =3500 p(e0.0St _ 80.041,')

Ahora podemos calcular el valor de p, para esto se tiene que
comparar con nuestro objetivo, que es que P (40) = 1600. Completando
el célculo, se encuentra que tiene que ahorrar un 18.77 % de su salario
para poder lograr un retiro confortable.

De acuerdo al ejemplo 9, se tiene que si el salario es bajo al principio
de su carrera, el ahorro de esta gran parte de su salario sera dificil.
Tal vez, incluso mientras se es joven debe disfrutar mas de los frutos
de su trabajo. ;Qué pasaria si tuviera que empezar a ahorrar a un
ritmo mas modesto y poco a poco aumentar su tasa de ahorro a
través del tiempo?

Primero tiene que decidir qué porcentaje quiere ahorrar durante
un ano t, es decir, puede calcular:
Rt

p(t) = 70

Con esta eleccién, R seré la tasa de ahorro justo antes de
retirarse después de 40 anos de trabajo ;Qué R tiene que ser con el
fin de lograr su objetivo de jubilacion?



Solucion:
El modelo en este caso es similar al del ejemplo 9, pero tiene que cam-
biar para adaptarse a la variabilidad de su tasa de ahorro, es decir:

P/(t) =0.05P (t)
pS(t) = 0.05P(t) + =.35e°%4 = 0.05P + 0.875Re*0%

De nuevo esta es una ecuacion lineal, el factor integrante es
u(t) = e=%95t por lo tanto tenemos:
[e005tp(t)]/ = 0.875Rte 001t
También:
e 005tp (t) = 0.875R f te”00ltqt = —87.5R(t + 100)e %01t + C

O:
P(t) = —87.5R(t + 100)e0%t 4 Ce005¢

Usando el hecho de que P (0) = O, se tiene que C = 8750R,
reemplazando en la ecuacién anterior, se tiene:

P(t) = 87-5R(10060'05t _ (t + 100)80_04t)

Finalmente, usamos nuestro objetivo P (40) = 1600 para calcular
R =0.4021, Esto significa que con este plan, aunque su tasa de ahorro
en su carrera temprana sera pequena, en el Ultimo ano antes de su
jubilacién tendréa que ahorrar mas del 40 % de su salario.



Otro modelo muy importante nos lo da la ley de Newton del enfria-
miento (o calentamiento) que nos dice:

«La tasa de cambio de la temperatura de un cuerpo es direc-
tamente proporcional a la diferencia entre la temperatura del
cuerpo v la del medio que lo rodean.

Esto es:

Si T () es la temperatura del cuerpo en el tiempo t, Tm es
la temperatura del medio, k la constante de proporcionali-
dad, y % la tasa de cambio de la temperatura, entonces de
acuerdo a la ley de Newton, se tiene:

dr

- = k(T =T

Es facil ver que esta ecuacion diferencial se puede resolver
mediante el método de variables separables, de la siguiente forma:

ar

T-Tn)

Tomando la integral a ambos lados, se tiene:

[y =[x

Ln(T-Tm) =kt + C1,0

kdt

Integrando:

T - Tm= ekteC:

T (t) = Tm+ Ce*t (55)



Un objeto con temperatura de 72 °F, se coloca en el exterior de una
casa donde la temperatura es de -20 °F, alas 11:05 a. m. la temperatura
del objeto es de 60 °F y a las 11:07 a.m. su temperatura es de 50 °F.
¢A qué hora se colocé el objeto en el exterior?

Solucion:

Sea T (t) la temperatura del objeto en el tiempo t. Escogemos por
conveniencia el origen de la escala del tiempo t;= 0 a las 11: 05, de
manera que T = 60 °F. Debemos determinar el tiempo t tal T (t) =
72 °F. Al sustituir en nuestra ecuacion (55), T,= 60 °F y Tm= -20 °F,
tenemos que:

T (t)=-20 + Cekt
Pero, observemos que T (0) = 60, por lo tanto, tendremos en
nuestra ecuacion anterior:
60 =-20 + C, es decir que C = 80

Luego nuestra ecuacién se convierte en:

T (t) = -20 + 80e*t

Como la temperatura del objeto ent =2 es T (2) = 50 OF,
entonces tenemos que:

T (2) = 50 = -20 + 80e ¥

Despejando k:
70

80

—2k _

7
¢ 8

Tomando logaritmos y despejando k se obtiene:



Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

-2n(3)

Luego nuestro modelo se convierte en:

T (1) = -20 + 80z (3)t

Como queremos encontrar t tal que T (t) = 72, entonces:

T (6 =72=-20 + 80¢™(5)!

Despejando t: 21n(23)

Por lo tanto, el objeto fue colocado afuera aproximadamente 2
minutos y 5 segundos antes de las 11:05 a. m. es decir, alas 11:02:55
a.m. Como se evidencia en la siguiente figura.

! 7
— M — N

Figura 6. Grafica de la funcion T (t) =-20+ 80 ¢ © 7 .

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 12:

Suponga que la temperatura ambiente en su oficina es 70 °F. La
experiencia indica que la temperatura de una taza de café que usted
trajo a su oficina ha caido desde 120 °F a 100 °F en 10 minutos. s Cuél
debe ser la temperatura de su taza de café cuando se pone dentro de

411



la oficina si desea que cuando lleve 20 minutos la temperatura baje a
100 OF?

Solucion:

Sea T (t) la temperatura en grados Fahrenheit en el tiempo t, Tm= 70 °F,
también se tiene que T (10) = 100 °F y tomamos T (0) = 120 °F. Por la
férmula de Newton se tiene que:

T(t)=70+Ce ™™  (56)
Debemos calcular los valores de C, y k, Como T (0) = 120, se
tiene que:
T (0)=120=70+C,
C=120-"70=50,
Luego:

T (t)=70+50e Kt

Ahora vamos a determinar k para el flujo de la energia térmica de

nuestra taza de café. Como tenemos que T (10) = 100, reemplazando,
se tiene:

T(10) = 100 = 70 + 50 e~ 10k

Despejando:
30 3 ok

50 5 °©

Tomando logaritmos, tenemos que:
3
In (§> = —10k, k = —0.05
Entonces nuestro modelo sera:
T (t)=70+50e %05

Ahora si podemos resolver el problema de determinar la
temperatura inicial si T (20) = 100.



Observemos que no importa cual sea la condicién inicial, a medida
que t crece mucho, T (t) se acerca a Tm, es decir que la temperatura
de la superficie se aproxima a la temperatura del medio. La manera en
la cual la temperatura ambiente es aproximada esta descrita por (56).
Usualmente se puede expresar la constante arbitraria C en términos
de la condicidn inicial T (0) para la temperatura. Dejando T = O en
(56) tenemos T (0) = 70 + C, es decir que C =T (0) - 70, entonces
podemos escribir la ecuacién (56) como:

T(t)=70+[T (0) — 70]e™**

Luego tenemos en nuestro caso que:

3
100=T (20) =70 +[T(0) _ 70]62(”";’

30=2(T(0) = 70°

Resolviendo esta ecuacion para la temperatura inicial T (0),
obtenemos:

30.25 0

En este ejemplo, la temperatura de superficie de la taza de café
se redujo desde 120 °F hasta 100 °F en 10 min 'y 153% 9%F a 100 °F en
20 min. Esto demuestra la imposibilidad de adivinar la respuesta sin
necesidad de utilizar la ecuacion diferencial y su solucién.



Figura 7. Joseph-Louis Lagrange (1736-1810).

Fuente. Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN).

Bautizado como Giuseppe Lodovico Lagrangia, también llamado Giu-
seppe Luigi Lagrangia o Lagrange (o bien José Luis de Lagran-
ge; nace en Turin el 25 de enero de 1736, y muere en Paris el 10 de
abril de 1813. Fue un fisico, matematico y astrénomo italiano natu-
ralizado francés, que después de formarse en su lItalia natal paso la
mayor parte de su vida en Prusia y Francia.



Una de las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales que con fre-
cuencia se repetiran a lo largo de este libro es la teoria de circuitos
electrénicos. Hay varias razones para esto, entre ellas la importancia
de esta teoria, asi como la omnipresencia de las ecuaciones diferen-
ciales en la teoria de circuitos. Ademas, los circuitos son un ejemplo
de lo que podria llamarse modelos de red, los cuales se utilizan am-
pliamente, por ejemplo, en la fabricacidn y otros sistemas econémicos.

Los circuitos seran cubiertos de nuevo en mayor detalle més
adelante. En esta seccién vamos a presentar el circuito basico,
vamos a utilizar y dar algunos ejemplos sencillos de circuitos que
se describen por primera vez, mediante ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden.

Vamos a tener en cuenta solo circuitos agrupados por
parametros. En la teoria de circuitos, la palabra circuito significa que
cantidades tales como la corriente estan determinadas Unicamente
por la posicién a lo largo del camino. Un alambre tiene un espesor
finito, y un interesante comportamiento eléctrico se produce a través
del cable. No hacemos caso de este tipo de efectos por paréametros
concentrados, significa que el efecto de varios de los componentes
del circuito se pueden considerar concentrados en un solo punto.
Lo contrario de uno de los pardmetros agrupados es un circuito de
parametros distribuidos. El andlisis de los circuitos de pardmetros
distribuidos a menudo implica ecuaciones diferenciales parciales que
no se discutiran en este libro. Las antenas son un ejemplo de circuitos
de parédmetros distribuidos.



En cada punto del circuito hay dos cantidades de interés: voltaje
(o potencial) y la corriente (o flujo de carga). La corriente es, por
convencion, el flujo neto de carga positiva. Una rama es parte de un
circuito con dos terminales a los que se pueden hacer conexiones, un
nodo es un punto en el que dos 0 mas ramas se unen (un nodo se
denota en nuestros bocetos como un punto grande), y un bucle es un
camino cerrado formado mediante la conexién de las ramas (figura
8). Nuestras leyes bésicas de modelado son las leyes de circuitos de
Kirchhoff y las leyes de circuito y voltaje.

Figura 8. Gréfica de un circuito eléctrico Bésico.

Vv

Fuente. Elaborada por el autor.

- Ley de corriente: la suma algebraica de las corrientes que
entran en un nodo en cualquier instante es igual a cero.

- Ley de voltaje: la suma algebraica de las caidas de voltaje
alrededor de un bucle en cualquier instante es igual a cero.
La ley de voltaje es equivalente a decir que la caida de tension
de un punto a otro es la misma en cualquier direccién a lo
largo del circuito. Vamos a discutir estas leyes brevemente.

Para configurar las ecuaciones del circuito, una variable se
asigna a cada rama. Se puede hablar de cualquiera de los potenciales
factores (tensiones) en los nodos o las caidas de potencial a través
de cualquiera de las ramas. A continuacion la ley de corriente de
Kirchhoff se puede aplicar a cada nodo, y la ley de voltaje para cada



bucle. Este procedimiento presenta un cierto grado de arbitrariedad.
Generalmente hay algo de redundancia entre las ecuaciones, y la
determinacién de un nimero minimo de ecuaciones es generalmente
computacionalmente no trivial.

En esta seccién vamos a discutir circuitos con solo uno o dos
bucles. Consideremos larama que contiene dos dispositivos terminales,
como se muestra en la figura 8. La corriente se denota por i. Los
voltajes en los dos nodos se denotan por v, y v,. La caida del voltaje
se define como la diferencia, v = v, - v,. Para nuestros propositos,
el comportamiento del dispositivo esta completamente determinada
si conocemos v, e i en cualquier tiempo t. La relacion entre V e i es
denotada por V - i caracteristica del dispositivo particular. Vamos a
considerar solo los siguientes cinco tipos basicos de dispositivos.

Resistor: sila caida de tension v (medido en voltios) se determina
de forma Unica por la corriente i (medida en amperios) y el tiempo:

v=f(,t)

El dispositivo se llama una corriente-resistencia controlada,
si el voltaje es proporcional a la corriente (también conocida como
ley de Ohm).

Er=iR

R depende solamente de t, entonces el dispositivo es una
resistencia lineal y R se llama la resistencia (generalmente medida
en ohmios; un ohmio es la resistencia que daria a una caida de tensién
de 1 volt si la corriente es de 1 amperio). En muchas aplicaciones
R se puede aproximar por una constante. La resistencia se denota
por el simbolo . El coeficiente R mide la resistencia del dispositivo
para el flujo de electricidad. Para un voltaje dado v, i =V / R. Los
grandes valores de R corresponden a las corrientes pequenas, ya que
el dispositivo se resiste al flujo de electricidad.



Capacitor: un condensador almacena energia en forma de una
carga g (medida en culombios). La carga q y el voltaje v a través del
condensador son proporcionales:

q=Cv,o (57)

q

1

ik

alr

V=

EC:

Donde C es la capacitancia (medida en fardais). Un faradio es la
capacitancia cuando 1 culombio de electricidad aumenta el potencial
de 1 voltio. La carga se acumula en un condensador. La corriente se
debe al flujo de electrones. Si la carga sobre un capacitor es constante
en el tiempo, no existe un flujo de electrones. La razén de cambio de
la carga es el flujo de electrones o la corriente:

dq

i= (59

Si la capacitancia C es constante, podemos derivar (57) para
obtener:

L —
dt dt
Y por (58), se tiene:
dv
[=C TS

El simbolo para un capacitor es —}. Solo hablaremos de
capacitores lineales en este libro.

Un inductor almacena energia en campo magnético. La tensién-
corriente actual de un inductor lineal (llamada ley de Faraday y Lenz)
es:



Eo—1 di
L= ™at
Donde L es llamada la inductancia (y su medida es en Henry).
Un Henry es la inductancia con la cual un voltio es inducido por una
corriente, variando a la razén de un amperio por segundo. El simbolo

para un inductor es ~“¥¥¥™.

Para muchos dispositivos, tales como transistores, se disenan
modelos por considerar que son compuestos de condensadores
lineales, inductores y resistores con corrientes controladas. Las
resistencias lineales no seran suficientes para modelar completamente
un transistor.

No hay ningun dispositivo, por supuesto, que solo tenga un
resistor o uninductor. Sin embargo, podemos analizar muchos circuitos
considerandolos que son formados por resistencias, inductores y
condensadores. Ademas, no hay ningun dispositivo que sea realmente
lineal. Sin embargo, si se ponen el voltaje y la corriente permitida y
algunas restricciones, a menudo podemos hacer la hipétesis de
que el dispositivo es lineal. Al igual que con los problemas fisicos,
algunos supuestos son necesarios para aproximar una situacion fisica
mediante un modelo matematico.

Muchos estudiantes conocen las relaciones fundamentales para
capacitancia, inductor y resistencias. Para otros, que no la conozcan,
es importante tener la siguiente tabla en la solucion de problemas.



Tabla 2. Unidades y simbolos utilizados en los circuitos eléctricos.

Representacion Representacion
Canrtidad liveral Unidades simbalica
Fuente de voltaje E voluo (V) = Generador

—||— Bateria

Resistencia R ohm ({2) AN
Inductancia L henno (H) oo
Capacitancia C faradio (F) —| I—
Carga q coulomb (C)
Comente I ampeno (A)

Fuente. Elaborada por el autor.

Para derivar la ecuacion diferencial que gobierna el circuito de
la figura 9, empezamos con la ley de Kirchhoff del voltaje, la cual
nos dice que la suma de las caidas de tensién en la resistencia, la
inductancia, el condensador y la fuente de tensidn es cero:

Figura 9. Representacion de la ley de Kirchhoff para el voltaje.

L
Y Y

Fuente. Elaborada por el autor.
E, +E.+Ep—E=0

En la ecuacion anterior, hemos iniciado y finalizado en el terminal
positivo de la fuente de tension. La caida de tension es positiva en la



direccién de la corriente y negativo en la direccién opuesta. Observe
que las senales en la fuente de tension en esta ecuacion para leer:

E,+E.+Ex=E

Usando las leyes vistas anteriormente tenemos que:

dal 1
L=+=q+RI=E (59

La corriente | representa movimiento de carga. De donde:

dq
[=%; (60)
Derivando la ecuacién (59) y usando (60) para eliminar, se tiene:

d?l 1dqg dl dE
dt?2  Cdt dt dt
d?I dl 1 dE

Lt Rg*el=%

Las condiciones iniciales son usualmente impuestas sobre la
condicién inicial de la carga sobre el capacitador q (0) y la corriente
inicial | (0). Para resolver la ecuacién de segundo orden anterior, se
conocen ambos | (0) y ¥/ (0). La derivada I’ (0), se puede encontrar
reemplazando | (O) y q (0) en (59) y resolviendo I/ (O) para obtener:

1 1
(0 =_[£ 0)-R(0)- — n]
) =—(EO-RO)-—40)

Los sistemas de ecuaciones y las ecuaciones de segundo
orden las vamos a ver mas adelante. Sin embargo, hay algunos casos
especiales que se pueden resolver usando lo visto hasta ahora para
ecuaciones diferenciales lineales, estos son los casos RL y RC que se
muestran en la figura 10.
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Figura 10. Gréficas de circuitos RL y RC.

Resistencia Resistencia
R R
E Fuented L Inductancia E FuenteO C Capacitaneia
de voltaje de voltaje
(a) ()

Fuente. Elaborada por el autor.

Por ejemplo si no existe capacitor en el circuito, entonces la
ecuacion (69) toma la forma:

dl
RI+LZ=E  (61)

Que es una ecuacion lineal de primer grado para la corriente |.

Ejemplo 13:

Suponga que un circuito eléctrico tiene una resistencia de R = 2
ohm (), y un inductor de L = T Henry (H). Asuma que el voltaje de
la corriente es constante E = 1 volt (V). Si la corriente inicial es O
ampere(A), encuentre la corriente resultante.

Solucion:
Por la ecuacion (61), tenemos que:

1 dal
SI+1S=1 1(0)=0

Esta ecuacion es tanto lineal como separable. Resolviendo esta
ecuacion por cualquiera de estos métodos tenemos que:




Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

t
1)-2(1-¢7)
La solucién grafica de esta ecuacion es:

Figura 11. Gréfica de la curva solucién.

A e e e

0 5 L0

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ahora si suponemos que el circuito no tiene inductor, entonces
la ecuacién (62), nos queda:

1
—q+RI=E
Cq

Usando el hecho de que | = dq /dt, se sigue que:

dq , 1
RZ+za4=E (62

Ejemplo 14:

Suponga que un circuito eléctrico tiene una resistenciade R=2 Qy
un capacitor de C = 1/5 F. Asuma que el voltaje de carga es E = cos t
V. Si la corriente inicial es O A. Encuentre la corriente resultante.

Solucion:
Con los datos dados de la ecuacién (62), se tiene:

234 4 50— cost
= T 5¢ = cos



Esta es una ecuacion lineal para g. Resolviendo dicha ecuacion,
5t
encontramos que el factor integrante es u(t) = ez. Multiplicando la
ecuacion anterior por este factor se tiene que:

st \/  strdg 5 1 st
2 = 2 | — _ — —p 2
(e q) ¢ (dt+2 ) 7 €2 cost

Integrando, se tiene:

5t 1 5t 1 st
ezq(t) = Ef62costdt=ﬁ62(25ent+5cost)+C)

Resolviendo para g, tenemos:
1 i -
Nt)= (2 sen t+5 cost)+Ce -
29

Si derivamos esta ecuacion encontramos la férmula para la
corriente:

5t

I(q)=%(2cost—536nt)— ;Ce_z

Evaluando la constante C usando la condicién inicial | (0) =0, y
la Ultima ecuacion tenemos la respuesta final:

5
| (t) =2—19(2cost—556nt—26_5t)

La figura 12 muestra el comportamiento de la corriente.

Figura 12. Gréfica del comportamiento de la corriente.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 15:

Consideremos el circuito dado por la figura 13 con un resistor de 3
ohms y un inductor con 1 H. Determine la corriente como una funcién
del tiempo en este circuito, dado que el valor inicial es 6 A (definido
en el sentido contrario del reloj).

Figura 13. Gréfica de un circuito RL.

— e e ———=

r
|
|
s 1

b

Fuente. Elaborada por el autor.

Solucion:
La corriente i es la misma en cada rama. En este caso, por la ley
del voltaje, directamente obtenemos la ecuacién diferencial para la
corriente:

Ldi+'R—0 di+3'—0
% IR = ,O,a 1=

Esta es una ecuacion diferencial lineal homogénea (no hay entra-
da), luego una solucién particular seré ip= 0. Una solucién de la ecua-
cién homogénea es i1= ekt = e-3t por lo tanto, la solucién general es:

I(t)=Ce™

Como la corriente estd dada inicialmente por 6 A, se tiene que
i () =6, es decir C = 6. La solucién del problema con valor inicial es:

1(t)=6e




La curva solucidn es la siguiente:

Figura 14. Gréfica de la curva solucién.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Otra aplicacidon muy importante de las ecuaciones diferenciales
lineales se refiere a los problemas de mezclas.



Vamos a ver otros ejemplos sobre este tema de mezclas, conviene
recordar el ejemplo 13 del capitulo 2. Profundizaremos mas sobre
este tépico por considerarlo de mucha aplicacion.

Una cantidad Q (t), tal como la cantidad de algunos contaminantes
en un tanque de agua, varia con el tiempo. Se anaden cantidades
adicionales. La adicion se llamara flujo de entrada. Al mismo tiempo,
parte de esta cantidad se esta perdiendo. La cantidad perdida serd
llamada el flujo de salida. En el caso de un tanque de agua, la pérdida
se debe a la evaporacién, desbordamiento, una vélvula abierta, o
las tres. En todos los casos se asume que el tanque estd muy bien
mezclado (a través de rapida agitacion si es necesario), para que la
concentracion del contaminante sea asumido, ya que sera el mismo
en todas las porciones del tanque. La idea inicial para el andlisis de
estos problemas es el principio fisico fundamental de la conservacién
de la cantidad Q:

[Razén de cambiode Q] = Z—f = [Flujo de entrada de Q] — [Flujo de salida de Q] (63)

Donde se ha notado %, como la derivada respecto al tiempo de
Q, que es la razén de cambio de Q con respecto al tiempo t.

1. Para iniciar la sesion, es util dibujar un boceto de un tanque
que ilustre la entrada y salida con sus tuberias (figura 15).



Figura 15. Tanque Mezclador.

Fuente. Elaborada por el autor.

2. Rotular los datos y cantidades dados en la figura.

3. Expresar la razén de cambio del flujo de entrada y de salida
en términos de las variables y sustituirlos (63).

4. Resolver la ecuacion diferencial resultante.

5. Responder todas las preguntas tales como «cuanto tiempon.

Se pueden discutir dos tipos de problemas. En uno, el volumen
de agua en el tanque es fijo, y el resultado en este caso resulta
una ecuacioén diferencial que es facil de resolver. En el otro caso, el
volumen de agua estd cambiando en el tiempo, y el resultado es una
ecuacion diferencial que puede ser mas dificil de resolver. En algunos
de los ejercicios se hara hincapié en el proceso de configuracién
de la ecuacion diferencial, y no se le pedira resolver las ecuaciones
diferenciales.

Consideremos un tanque de 100 m?3, lleno de agua. El agua contiene
un contaminante a una concentracién de 0.6 g/ms. Agua limpia con
una concentracion de 0,15 g / m de contaminante, se bombea en el
tanque bien mezclado a una velocidad de 5 m® / s. El agua que se
bombea fuera del tanque fluye a través de una valvula a la misma
velocidad con la que entra.



Determinar la cantidad y la concentracion del contaminante en
el tanque como una funcién del tiempo. Graficar el resultado.

¢A qué hora se tendré la concentracion de 0,3 g / m3?

Solucion:

Con el fin de ilustrar los principios generales, y dado que este es
nuestro primer problema de la mezcla, vamos a incluir algunos pasos
Mas que son necesarios para resolver este problema en particular.

En problemas de mezclas, lo mejor es primero dibujar un
diagrama aproximado de un tanque que indica la entrada y la salida
(figura 16). El agua fluye a unarazén de 5 m? / s con una concentracion
de 0,15 g/m3, y la mezcla fluye hacia afuera a una razén de 5 m3/s.
Entonces el volumen en el tanque, en cada instante de tiempo es el
mismo: 100 m3. Por lo general, es mas facil de formular la ecuacién
diferencial de acuerdo con la cantidad de contaminante. Digamos que
Q (t) es la cantidad de contaminante en gramos que hay en el tanque
en el tiempo t. Q depende del tiempo t, el cual medimos en segundos.
La cantidad de contaminantes que van quedando en el tanque en el
tiempo t, es el resultado de la diferencia de la entrada y la salida, de
modo que la velocidad de cambio de la cantidad de contaminantes
satisface la ecuacion (63), es decir:

Figura 16. Tanque Mezclador.

- _._,-'
-!-|11'.'-..-=-|:
*ﬂ_'
e, = i
L I 1E g
B ritnan | =B
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=

Fuente. Elaborada por el autor.




‘Z—f = [Razén de entrada del contaminante]| — [Razén de salida del contaminante]
Estd dado que 5 m® de agua fluye por segundo, con una

concentraciéon de contaminante al 0.15g/m3. Entonces 5. (0.15) g de

contaminante por segundo fluye hacia el tanque, por lo tanto:

[Razon de entrada del contaminante]

=[Flujo del volumen de agua |.[Concentracion del contaminante que fluye hacia adentro]

Ahora se calcula el flujo de salida del contaminante. Una vez
mas 5 m3 por segundo fluye hacia afuera:

[Razon de salida del contaminante]
=[Flujo del volumen de agua que entra]-[Concentracion de contaminante que sale]

=5[Concentracion de contaminante que sale]

Pero no se nos da la concentracion del contaminante que fluye
hacia afuera. Debemos calcular esta concentracion. El agua en el
tanque se supone que es bien mezclado, por lo que la concentraciéon
que fluya hacia afuera se supone que es la misma que la concentracién
total del contaminante en el tanque. Para calcular la concentracién de
contaminante en un tanque, simplemente dividimos la cantidad total
de contaminante por el volumen total:

» . Cantidad del contaminante Q(t)
[Concentracién de contaminante en el tanque] = =

volumen ~ 100

En este caso el volumen de agua es fijo en 100 m3. La cantidad de
contaminantes en el tanque es desconocida, pero nosotros lo llamamos
Q (t). La ecuacion diferencial para la cantidad de contaminante se
sigue de (63):

a0 _ _c @ 1
i 5.0.15 — 5. 100 =0.75 - 55 Q



Esta ecuacion diferencial es lineal, la podemos escribir como:

aQ 1,

Como esta es una ecuacidon diferencial con coeficientes
constantes y la entrada 0.75 es una constante, podemos resolverla
de la siguiente forma: suponer que una solucion particular es de la
forma Qp(t) = A (A constante) y reemplazando en la ecuacion (64),
tenemos que:

2—10A = 0.75,es decir que A = 15

Y una solucién asociada con la ecuacién homogénea <2 +-0 =1,
luego se tiene por separacion de variable:

dQ 1 . .
T dt, Integrando tenemos la solucién particular:

Qn® = CE'

Por lo tanto, la solucién general sera:
t
Q®=Qh(®)+Qp(t)=15+Ce 20 (65)

La constante arbitraria C esta determinada por las condiciones
iniciales. El problemas establece que el tanque contiene 100 m?2 ini-
cialmente y el contaminante es de una concentraciéon de 0,6 g / m.
Por lo tanto, inicialmente la cantidad de contaminante es Q (0) = 0,6
(100) = 60 g. Sustituyendo esta condicién inicial en (65) tenemos 60
=15 + C, es decir que C = 45, luego nuestra ecuacion es:

Q(t) =15+ 45e 20

Cuya gréfica se ve en la siguiente figura.



Figura 17. Gréfica de la curva solucion.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La cantidad de contaminante al inicio es de 60 g, pero decae
exponencialmente hacia 15 g con el incremento del tiempo. Cuando
t—> o0, Q (t)— . Esto se evidencia en la gréfica, cuando el tiempo
crece la gréfica de la funcidon se va aproximando a 15 g, porque el
agua que entra al tanque tiene una concentracién de 0.15 g/mé.
Eventualmente la concentracion de la contaminacién en el tanque
tiende a aproximarse al nivel de contaminacion del flujo que entra al
tanque. Como el tanque es de 100 m3, el aumento de la contaminacién
en el tanque corresponde al flujo de entrada al tanque, es decir:
100.0.15 =m15 g de polucion.

Ahora se puede calcular la concentracion c (1), la cual es igual a:

t
Q(t) _ 15+45e720 _t
Volumen — 100 0.15+0.45e =20

c()=

Esta ecuacion también muestra que la concentracion del
contaminante se aproxima al del flujo que entra, es decir de 0.15,
a medida que el tiempo crece. Mediante esta ecuaciéon se puede
también calcular, por ejemplo, el tiempo en que la concentracion es
de 0.3g, basta tomar c (t) = 0.3, y entonces tenemos:



t
0.3=0.15++0.45¢" 20

Resolviendo para t, se tiene que t = —201n G) ~ 21.97s.

Para este problema en particular, habria sido igual de facil de
usar la ecuacién para la concentracion en lugar de la cantidad de
contaminante. Sin embargo, si el volumen varia, generalmente es méas
facil de proceder, como veremos en el siguiente ejemplo.

Vamos a reconsiderar de nuevo problemas de mezcla en un tanque.
Pero ahora la tasa de entrada de agua en el tanque es diferente de
la del agua que sale del tanque, esto quiere decir que el volumen de
agua en el depdsito no serd constante como en el ejemplo anterior.
Vamos a demostrar que la ecuacion diferencial resultante para la
cantidad de un contaminante seguira todavia en muchos casos lineal,
y que los coeficientes no necesariamente seran constantes. Antes de
hacer un ejemplo, vamos a discutir un problema, algo general, de esta
situacion.

Supongamos que se nos da el aumento de sal disuelta inicialmente
en un tanque de agua. El agua salada tiene una concentracion de c,
libras por galén que fluyen en el tanque a una velocidad de ri galones
por minuto. Aqui el subindice i representa el flujo en el tanque. El
contenido del tanque esté bien mezclado, y la mezcla de agua salada
se bombea a razon de r, galones por minuto (el subindice O para
salir). Este problema se muestra esquematicamente en la figura 18. El
volumen V (t) de agua salada en el tanque debe variar. Como V/ (t) =

r, - r, tenemos:



Figura 18. Gréfica del tanque Mezclador.

Fuente. Elaborada por el autor.

V({©)=V(©0)+ (1~ 1ot

En realidad, esta es la solucién algo evidente del problema de
valor inicial para la ecuacion diferencial que representa la tasa de
cambio del volumen de agua en el tanque % =71, —To. Si la tasa de
flujo de entrada de agua se diferencia de la tasa de flujo de salida de
agua, entonces es claro que el volumen varia.

Sea Q (t) la cantidad de sal en el tanque en el tiempo t. La
tasa de flujo de entrada de sal es rc, (la tasa de flujo de entrada de
agua r, veces la concentracion dada de sal c, en el flujo de entrada).
La tasa de flujo de salida de la sal, es la tasa de flujo de salida de
agua veces r, la concentracion de sal ¢, en el flujo de salida. Como
antes, la concentracion de sal en el flujo de salida es la misma que la
concentracién de sal ¢ (t) en el tanque:

Q(t) Q(t)

Co=c®) = Voilumen ~ V(0) + (r; — ro)t

La razén de cambio de la cantidad de sal estd dada por la
relacion:

d_(t? =[Razobn de entrada del flujo de sal] — [Razén de salida del flujo de sal]



De donde se tiene que:

d—Q=r-c-—rc= ¢
dt — 7t T V) + ()t

Esta ecuacion es una ecuacion lineal diferencial para Q (t), el
aumento de sal. Los coeficientes no son constantes y se pueden
resolver por el método del factor integrante. Veamos un ejemplo de
este caso.

Un tanque de 100 galones esté inicialmente lleno de agua pura hasta
la mitad. Entonces agua contaminada con 0.1 Ib/galén de sal es
adicionada a una razén de 4 galones /min. El contenido bien mezclado
del tanque fluye hacia afuera a través de un tubo, a una velocidad de
2 gal / min. Cuando el depdsito esta lleno, se desborda. Encuentre la
cantidad y la concentracién de sal.

Solucion:
Este problema se gréfica con la figura 19. El volumen de agua con sal
esta creciendo y en tiempo t este volumen esta dado por:

V() =50 +2t

Yaquer-r,=4-2=2yV(t) = 50. Luego el tanque de 100
galones se llenard en t = 25 minutos. En primer lugar, podemos
resolver el problema antes de que el tanque se llene.

En los primeros 25 minutos: sea Q (t) el aumento de sal en el
tanque en el tiempo t, luego la concentracién de sal es ¢ (t) = Q (t) /
(50 + 2t). La razdén de cambio del aumento de sal satisface:



Figura 19. Gréfica del Tanque Mezclacor.

Fuente. Elaborada por el autor.

aQ Q

i (4).(0.1) — (2). ST
Esto se puede escribir como:

dQ 20 _

¥ s 04 (66)

Resolviendo esta ecuacion diferencial por el método del factor
integrante, se tiene que dicho factor es:

efﬁdf — on(50+2t) — 50 4 2¢
Multiplicando la ecuacién (66) por el factor integrante se tiene:
%[(50 +2t).Q] = (50 + 2¢)0.4
Integrando:
(50 +2t).Q = 0.1(50 + 2t)2 + C
Resolviendo para Q, tenemos la soluciéon general:
Q) =01(50+2t)+C(B0+2t)™t, t <25

De esta forma la solucién particular y una solucién asociada a
la ecuacion homogénea son evidentes. La concentracion puede ahora
ser determinada facilmente de (66) y de la ecuacién anterior, como:

C(H)=2m = 01 +c(50 +26)



Estas férmulas son vélidas hasta que el depdsito se llena en
t <2b. La constante ¢ se puede determinar a partir de la condicién
inicial. Otra aplicacién de problemas de mezcla tienen que ver con la
contaminacion. Veamos unos ejemplos.

Una discoteca con dimensiones de 12.5 metros por 10 metros y
por 3,2 metros, se encuentra llena de clientes a las 10 p. m. de una
animada noche de viernes. Desgraciadamente, como suele suceder, la
mayoria de esos clientes son fumadores, de modo que el humo, que
contiene un 1.2 gramos de mondxido de carbono por metro cubico,
se extiende por el local a una velocidad de 0.004 metros cubicos por
minuto. Supongamos que se no produce ningun cambio significativo
en este ritmo durante la noche. Antes de las 10 horas no hay rastro
de mondxido de carbono en la discoteca y, por suerte, esta provista
de buenos ventiladores. El efecto de aire de los ventiladores hace
que se forme una mezcla uniforme de aire y humo en el local, y
que este sea expulsado al exterior a una velocidad de 0.04 metros
cubicos por minuto; es decir, a un ritmo 10 veces mayor que el de
entrada de la contaminacion. Logicamente, se supone que entra aire
no contaminado desde el exterior del local, al mismo ritmo que el de
salida de la mezcla.

Supongamos que, aparte de bailar y relacionarnos, también
queremos preservar nuestra salud. Segunlas normas del Departamento
de Sanidad, una exposicion prolongada a la concentracién de
mondxido de carbono mayor o igual que 0.004 g/min puede ser
peligrosa. Si sabemos que la discoteca cierra sus puertas a las 3 a. m.,
¢nos permitiremos quedarnos hasta el final? (Para ser més exacto, lo
que queremos saber es en qué instante la concentracién de mondxido
de carbono alcanza el punto critico de 0.004 g/m3).



Solucion:
La clave de este tipo de problemas de mezclas, es la relacién que se
ha visto en los problemas 15y 16, esto es:

Razén de cambio neto =Razén de entrada-razén de salida (67)

Sea C (1) la concentracion de mondéxido de carbono en cualquier
instante de tiempo t en la discoteca (los gramos de mondxido de
carbono por metro cubico de aire, cuya abreviatura es g/m?3) donde t =
Orepresenta alas 10 p. m. Entonces Q (1), la cantidad de contaminante
en el local en el instante t, se describe mediante la ecuacion:

Q (1) = (Volumen del espacio). C (t)

Como las dimensiones del local son: (12.5). (10). (3.2) = 400
m3, la expresién para la cantidad de mondxido en este espacio en el
instante t se convierte en Q (t) = 400 C (t).

La velocidad a la que el mondxido de carbono entra en el local
viene dada por:

m3 g g
(0.004 — 9n> (1.2 W) = 0.0048

De igual manera, la razén con la que el mondxido de carbono
3
abandona el local (por medio de los ventiladores) es (0.04 %) .C(t).

La ecuacién (67) nos indica que la razén de cambio del mondxido
de carbono en la discoteca es igual a la velocidad a la que los agentes
contaminantes se introducen menos la velocidad a la que abandonan
el local:

o) _ d . . .
SPTERT: [400C(t)] = [razén de entrada — razén de salida]

- 0004m3 (129) 004m3 C(t) = 0.0048 — 0.04C (¢ '
= . — 2—3 04— (t)=0. . (t)g/min



Luego se obtiene la ecuacion diferencial:

d
4005 C(t) = 0.0048 — 0.04 C(¢t)
Esta es una ecuacién diferencial lineal que podemos escribir en
la forma:

dc
= +0.0001C(1) = 12.107°

Un factor integrante es p(t) = e/ 0:0001dt = £0.0001t Jyego |a
ecuaciéon se nos convierte en:

d
E [80'0001tC(t)] — (12 10—6)30.0001t

Integrando, obtenemos:

0.0001t
C(t) =2 1076)¢=0-0001¢ [ £00001t g — (12,1(~6)g=00001t (‘;0001 + K) =0.12 + Be-00001t

Donde § = (12.1076).K

Como se sabe que C (0) = 0, tenemos que:

0=C(0)=0.12+ B

Lo que nos da que B = —0.12. Por lo tanto, podemos escribir
nuestra ecuacioén en la forma:

C (t) = 012(1 — e_0-0001t].

Como se quiere saber en qué instante t la concentracién es
igual a 0.004 g/m3, debemos resolver la ecuacién C (t) = 0.004 para
t. Luego:

0.004=0.12 (1 — e—0.000lt)

1/30 =1- e—0.000lt
-0.0001t — 1 _i — 29

¢ 30 30



-0.0001t = In(29/30)

)

So00s 339.015 minutos = 5 horas, 39 minutos.
En consecuencia, la concentracion critica de mondxido de

carbono se alcanzaria a las 3:39 a.m. si la discoteca sigue abierta.

Un método para administrar un farmaco es suministrarlo continua-
mente en el flujo sanguineo mediante un proceso llamado infusién
intravenosa. Imaginemos que un paciente en un hospital recibe una
medicacion a través de un tubo intravenoso que deja caer la sustan-
cia gota a gota en la sangre, a un ritmo constante de | miligramos
por minuto. Supongamos también que la medicacién se dispersa en
el cuerpo y que es eliminada a una velocidad proporcional a la con-
centracién del medicamento en ese momento. En este problema, la
concentracion se define como:

Cantidad de medicamento

Volumen de sangre mas la cantidad de medicacion

Donde suponemos que el volumen V de sangre mas la del
medicamento, permanece constante. El problema es calcular la
concentracion de medicacion que hay en el cuerpo en cualquier
instante de tiempo t. Para ello, podemos considerar la sangre como
elemento de mezcla Unico y examinaremos la ecuacion diferencial que
modele el proceso.

Solucion:

Sea C (1) la concentracidon del medicamento en el instante t (en mg/
cm3). De manera que las condiciones de este tipo de problema nos
conducen a la relacion:

Razon de cambio neta = Razon de entrada — Razon de salida.



V%:I—KC(t) (68)

Donde K es una constante positiva de proporcionalidad que
depende de la medicidn especifica y de las caracteristicas fisiolégicas
del paciente.

Observemos que el primer miembro de la ecuacion diferencial
esta expresado en unidades de:

mg
3  mg
Cm3X ﬂ = —_—
min min

Y que el término | del segundo miembro lo estd en mg/min.
Debido a que C aparece en unidades de mg/cm?3, concluimos que las
unidades para K, que representan la velocidad de eliminacion, deben
ser cm3/min, lo que parece apropiado (es bueno entender este analisis
dimensional).

La ecuacion (68) es una ecuacion lineal que se puede escribir en
la forma general como:
dc K I
+(7¢)=7

de v

El factor integrante para esta ecuacion diferencial es

K Kt - . .2

M(t)=ef7dt=37. Al multiplicar cada miembro de la ecuacién
diferencial por este factor integrante nos da como resultado:

KtdC K Kt I\ Kt
eVE+—eVC=<)eV

vV
d ( Kt I\ Kt
—_ vV = | — vV
dt (e C) (V) ¢
De donde, integrando se obtiene:

C(D)eT = f (é) eV dt



Es decir que:

Kkt I\ Kt KtV oIy Kt I _kt
Ct)y=ce Vf(v>eV dt=e 7V E<V)eV +pB =V+ﬁe 14

Como sabemos que C (0) = O, entonces se tiene que: f = —72, y

por lo tanto, se puede escribir la ecuacion en la forma:
I 1 _kt ] _Kt
cO = g-g¢ 7 =g(1-¢7)

Es bueno observar qué ocurre a medida que pasa el tiempo.
Analiticamente lim;,,C(t) = 1£< lo que indica que la concentracién
del medicamento en el cuerpo del paciente alcanza un umbral o
nivel de saturacion de I/K. La figura 20 nos muestra la grafica de la
concentracion del medicamento en la sangre, cuando | =4,V =1y K
= 0.2 y nos muestra en nivel de saturacién de 20 mg/cm3.

Figura 20. Gréfica de la concentracién del medicamento en la sangre para | = 4,
V=1yK=0.2

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
C(t)=20(1-e797%6),0<t<30,0<C <20

La gréfica solo se debe considerar parat = C



Movimientos elementales de una particula son frecuentemente
descritos por ecuaciones diferenciales. La integracion sencilla a veces
puede ser utilizada para analizar estos movimientos elementales. Para
el movimiento vertical unidimensional de una particula, recordamos
que a partir del célculo (ver capitulo 1) se tiene que:

Posicion =y (t)

. ay
Velocidad=v (t) = 7,
Acel ., dv _d’y
celeracion = — = ==

La ley del movimiento de Newton (F = m a) dara lugar a
una ecuacion diferencial:

d?y _ ay
mw F (y’dt’ t)

Donde m es la masa y F es la suma de las fuerzas aplicadas, y hemos
permitido que las fuerzas dependan de la posicidn, velocidad y tiempo.
Esta ultima ecuacién es de segundo orden, la cual se puede resolver
mas adelante en el texto.

No existen técnicas para la resolucion de todos los casos. Sin
embargo, la ecuacién anterior puede ser resuelta por integracion
sencilla si la fuerza F no depende de y, y, dy /dt.



Supongamos que la Unica fuerza F sobre una masa m es la gravedad.
Construya un modelo para representar el espacio recorrido por el cuerpo.

Solucion:

A continuacién, se sabe que F = -mg, donde g es la aceleracién debida
a la gravedad. El signo menos se introduce porque la gravedad actua
hacia abajo desde la superficie de la tierra. Aqui estamos tomando
el sistema de coordenadas de modo que y aumenta hacia el cielo. La
magnitud de la fuerza debida a la gravedad, mg, se llama el peso del
cuerpo. Cerca de la superficie del planeta tierra g es aproximadamen-
te g = 9,8 m / seg?® en el sistema mks, utilizado por la mayoria del
mundo (g = 32 pies / seg? cuando se utilizan los pies como la unidad
de longitud en lugar de metros). Si suponemos que estamos intere-
sados en una masa que se encuentra lo suficientemente cerca de la
superficie de la tierra, entonces g se puede aproximar por la constan-
te. Si la Unica fuerza es la gravedad, entonces nuestra ecuacién se
convierte en:

O de forma equivalente:

Q

zy__
—==-9 (69

Ya que podemos cancelar la masa m. Integrando a ambos lados
de esta Ultima ecuacion, se tiene:

dy
—=—gt+C
dt g + 1

Donde C; es una constante arbitraria de integracién. Si asumi-
mos que la velocidad en t = O es dada por v,, esta es la velocidad
inicial, como:

vt =-gt+(;



Luegoent =0, tenemos v (0) = v= Cy, ¥

y
dt
Y entonces la posicién puede ser determinada integrando la
velocidad, es decir integrando la ecuacién de la velocidad respecto al
tiempo, para obtener:

d
v(t)= == —gt+v,

y=—%gt2 +v0t+Cz

Donde C, es la segunda constante de integracion. Podemos
asumir que la posicién y, en cuando t = O, esta dada inicialmente.
Luego evaluando la ecuacion anterior en t = 0 nos da que C, =y,, por
lo tanto, se tiene que:

1
y=—zgt2 +U0t+y0

Y esta es la ecuacién pedida.

Supongamos que se lanza una pelota hacia arriba desde el nivel del
suelo con velocidad v, y la Unica fuerza que actta sobre ella es la
gravedad. ;Qué tan alto la bola alcanza antes de caer hacia el suelo?

Solucion:
La ecuacién diferencial que nos modela esta situacién es como antes
la dada por (69), es decir:

d’y

acz~ 79

e, e e d
La condicion inicial es quey =0y d—f = vyent = 0. Integrando
sucesivamente esta ecuacién y reemplazando por estas condiciones
dadas, tenemos que:
dy

E=_gt+ Vo



Y por lo tanto:

Y=—2gt?+ vyt (70)

Esta féormula nos da la altura de la bola en cualquier instante
en funcién del tiempo. Para determinar la altura méaxima, debemos
primero determinar el tiempo en el cual la pelota llega a esa altura. De
nuestros cursos de célculo sabemos que este méximo ocurre cuando
la funcién y =y (t) toma un punto critico, es decir donde dy/dyt = 0.
A la méxima altura, la pelota ha dejado de crecer y no ha empezado a
caer, por lo que la velocidad es cero. Asi, el tiempo de la altura maxima
se determina a partir de:

O = -gt +v,, 0 equivalentemente, cuando t = v /g
Si sustituimos este tiempo en la ecuacién (70), obtenemos una
férmula para la altura maxima y, la cual es:

1 (vy\2 vy v/ 1 v,
y=30(3) +ng=g(-3+1)=5

Supongamos que un carro va a 76 m/seg cuando son aplicados los
frenos por T = 2 seg. Suponga que la desaceleracién no constante es
conocida y esta es a x = - 12 t2 Determine la distancia recorrida por
el carro.

Solucion:
Sea y el recorrido a medir una vez que se aplican los frenos. La
ecuacion diferencial es:

d?x

- _ 2
o 12t

Integrando obtenemos:

dx__ 3
T 4t° + ¢4 (71)



Volviendo a integrar, tenemos:

x=—t*+Cit+ C, (72)

Las condiciones iniciales son x = 0 y,(;—f =76, cuando t = 2. La
velocidad inicial aplicada en (71) nos da:

76 =-4(3)3+C,=-32+C,

Luego C, = 108. La posicion inicial aplicada a (72) nos da:

0=-2*+C t+C,=-16+216+C,
Y C, = - 200. Para determinar la distancia que el carro recorre,
debemos notar que el carro para cuando la velocidad es cero. Esto es:

dx
— = —4t34+108=0
dt

Esto es cuando t3 = 27 o t = 3. Entonces la distancia recorrida
en el tiempo t = 3 estad dada sustituyendo t = 3 en (72), asi:

X = -3+ 108(3) - 200 = 43 m.

Movimiento de una particula con gravedad Unicamente:

Es bueno revisar en el capitulo 1 los modelos de la mecanica que se
dieron en esta seccién. Vamos a considerar problemas de la mecanica
elemental y, para ello se considera un objeto de masa m moviéndose a
lo largo de una recta bajo una fuerza F. Sea y = y(t) el desplazamiento
del objeto a partir de algun punto de referencia sobre la linea en el
tiempo t, seav =v (1) y, a = a(t) la velocidad y la aceleracién del objeto
en el tiempo t. Asi tenemos que v (t) = dy/dt, y a(t) ) = dv/dt = %.
Sabemos por la segunda ley de Newton del movimiento, que la fuerza
F y la aceleracién a estan relacionadas por la ecuacion:



F=ma

Como a (t) = %, entonces la segunda ley de Newton para el

movimiento la podemos escribir como:
md—zy =F (t, v, d—y)
dt? dt

la cual es una ecuacion de segundo orden. Estas ecuaciones las
vamos a considerar en el capitulo siguiente, sin embargo, como solo
estamos considerando ecuaciones de primer orden, se puede refor-
mular la ecuacién anterior como una de primer orden. Esto es posible
si F no depende de vy, por lo que la ecuacidén anterior toma la forma:

ay dy
2or(o2)
MG T dt

. dy dv d?y . <y
y si hacemos v = —p entonces —= 588 obtiene una ecuacion
diferencial de primer orden para v:

m.v=F (t,v)

Al resolver esta ecuacion se obtiene v en funcién de t. Si
conocemos la condicion inicial y (t,) para algdn tiempo t,;m podemos
integrar v y obtener y como funcién de t.

Un objeto de masa m se mueve bajo la fuerza de gravedad constante
a través de un medio que ejerce una resistencia con una magnitud
proporcional a la rapidez del objeto (recuerde que la rapidez de
un objeto es |v|, es el valor absoluto de su velocidad v). Calcule la
velocidad del objeto en funcion de t, y encuentre la velocidad terminal.
Suponga que la velocidad inicial es v,,.



Solucion:
La fuerza que actua sobre el objeto es:
F=-mg+F, (69)

Donde -mg es la fuerza debida a la gravedad y Fles la fuerza
de resistencia del medio, que tiene magnitud k|v| donde k es una
constante positiva. Si el objeto se mueve hacia abajo (v< 0), entonces
la fuerza de resistencia es hacia arriba, por consiguiente:

Fi = klv| = k.(—v) = —kv

Por otra parte, si el objeto se mueve hacia arriba (v >0) y
entonces:

F, = —klv| = —k.v
Por lo tanto, (69) se puede escribir como:

F=-mg-kv (70)

Independiente del signo de la velocidad.

Entonces a partir de la segunda ley del movimiento de Newton,
se tiene:

F=ma=mv

Por lo tanto, de (70) resulta que:
m v=-mg - kv

dv_l_k B
a m’ -9



Que es una ecuacién diferencial lineal de primer grado, cuyo
. kt . .
factor integrante es: u(t) =e m. Multiplicando a ambos lados la
ecuacién anterior, tenemos:

_kt _kt
(V.e m)=-ge m

Integrando:
kt

kt
Ve m=—g [e m.dt +C

kt

-mg m
v=—-t Ce (71)
Como v (0) = v,
mg
Vo Tk +C
Entonces:
C=v,+ %

Reemplazando en 71, se tiene:
- _mg mg\ —kt/m
V=—_2< i
Pl (vo 3 ) €
Si tomamos el limite cuando t — oo, se ve que la velocidad final es:

mg

i""r—.m{.-,:' —k

Observe que este limite no depende de la velocidad inicial.



Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

Figura 21. Gréfica de una familia de soluciones para (71).

= gk | = = _:

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Soluciones de la ecuacién, mv/= -mg - kv

Ejemplo 24. Ejemplo practico:

Un objeto de 640 Ib se lanza con una velocidad inicial de 60 pies/seq,
cerca de la superficie de la tierra. La atmdsfera resiste el movimiento con
una fuerza de 3lb por cada pies/seg de rapidez. Suponiendo que la otra
fuerza que actla sobre el objeto mas la gravedad constante, encuentre
su velocidad v como funcién de t, y encuentre su velocidad terminal.

Solucion:

Comomg =640y g = 32, se tiene entonces que m = 640/30 = 20. La
resistencia de la atmdsfera es -3.v Ib, si v esta expresada en pies por
segundo. Luego:

20 v/=-640 - 3v

la cual podemos escribir como:

dv 3
E-l_z_ov =-32 (72)




que es una ecuacién diferencial lineal con coeficientes cons-
tantes, entonces una solucion de la ecuacion lineal homogénea aso-

ciada es:

dv+3 _ 0 dv_ 3
at 200 "% @ T 207

Por separacion de variables se tiene:

3
Vh=Ce =
Para hallar la solucién particular, observemos simplemente que
la ecuacion diferencial (71) es lineal de primer grado con coeficientes
constantes, por lo tanto podemos suponer que de vp= A, reemplazado
en (71), se obtiene v p= - 640/3. En consecuencia la solucién general
sera de la forma:

640 3¢
v=vtv=-—+ Ce 2
h "p 3

Como se da que la velocidad inicial es 60 pies/seg, en direccion
hacia arriba (positiva), entonces v,=60, es decir que v (0) = 60. Si
reemplazamos t = 0 y v = 60 en la ecuacién anterior. Tendremos que:

640 820 -3
V-4 eTE
3 3

Tomando el Iimite cuando t tiende al infinito, obtenemos la
velocidad terminal v = - 64073 pies/seg.

Figura 22. Gréfica de la solucién particular de la ecuacién solucién.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Una masa de 10 kg se lanza a una velocidad inicial v, < C cerca de la
superficie de la tierra. Las Unicas fuerzas que actian sobre ella son
la gravedad vy la resistencia atmosféricas, que son proporcionales al
cuadrado de la velocidad. Suponiendo que la resistencia del aire es de
8 N si la velocidad es de 2 m/seg, encuentre la velocidad del objeto
en funcién de t, y encuentre la velocidad terminal.

Solucion:
Como el objeto esta cayendo, la direccién de la resistencia del aire es
hacia arriba (positiva). De donde:

mV =-mg + kv? (73)

Donde k es una constante. Como la magnitud de la resistencia
es de 8 N cuando v = 2 m/seg, se tiene que:

K (2)*-%. Es decir que k = 2 Nseg¥/m2 Como m = 10, y, g = 9.8

Entonces nuestra ecuacién (73) toma la forma:

20v/ = -98 + 2v? = 2(v2 - 49)

Siv,=-7 entoncesv = —7 paratodot = 0.Siv, # —7 separamos
variables y obtenemos:

LI

—7V
v?2 —49 5
Lo que nos permite resolver esta ecuacién diferencial por el
método de fracciones parciales, ya que:

v=7 v+7

1 1 1 [ 1 1
v2-49  (v-7)(v+7) 14

], luego se tiene que:

[1 1 dv 14
v—7 v+7ldt 5



Integrando se tiene:

14
ln|v—7|—ln|v+7|=?+k
Luego:

— ekpl4t/5

|v—7
v+7

Por el teorema de existencia y unicidad, se tiene que (v-7)/
(v+7) no puede cambiar de signo, por lo tanto la ecuacién anterior la

podemos escribir como:
v—7

v+7

= Cel4t/s

Que es una solucién implicita de la ecuacion diferencial. Al
despejar v obtenemos:

_l4y

C+ e 5
v:_7—uy
C—e 5

Como v (0) = v,, se tiene que:

Vo—7
T vp+7

Al sustituir este valor en la ecuacién anterior resulta:

_lay _lay
v0<1+e 5 )—7(1—6 5)

v=-7 "1y 14y
v0<1—e T)—7(1+e T)

Observe que como v, = (, v estd definida y es negativa para
todo t > 0. La velocidad terminal es:

limiLov(t) = =7 m/seg



El cual es independiente de v,. De forma mas general, se puede
demostrar que si v es cualquier solucién de (73), tal que v, =G,
entonces:

limg () = — \/T%

Figura 23. Gréfica de la familia solucién de la ecuacién diferencial.

T NPy T T —

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Algunas soluciones de mv/ = -mg + kv?, v (0) = v, <C

C. Velocidad de escape:

Debido a los trabajos de los astrénomos y las leyes empiricas de Tycho
Brache (1546-1601) y de Johannes Kepler (1571-1630) relativos a las
Orbitas de la luna y los planetas, Newton centrd su atencién en una
sola fuerza, tal como se vio en las secciones anteriores: la gravedad.
Su ley de gravitacion universal explica el efecto gravitacional de un
cuerpo sobre otro.



La ley de gravitacion universal. La fuerza F entre dos cuer-
pos de masas m, y m, separadas por una distancia r es de
atraccion, se ejerce a lo largo de la linea que une los cuerpos
y tiene una magnitud de:

F=G—32
Donde G es una constante. Esta es la ley de la gravitacion
inversa cuadrada.

G es una constante universal independiente de las masas m, y
m.,; en unidades del sistema internacional:

G =6.67X10"' Nm?*/Kg*

Newton demostré que los cuerpos ejercen influencia mutua,
como si la masa de cada uno de ellos estuviese concentrada en su
centro de masa, siempre que esta se halle distribuida de manera
estérica y simétrica. En este caso r es la distancia entre los centros
de masa.

Supongamos que se lanza verticalmente hacia arriba un proyectil
esférico de masa m desde la superficie de la tierra, ;puede escapar
hacia el espacio exterior?



Figura 24. Gréfica del lanzamiento de un proyectil.

Fuente. Elaborada por el autor.

Supongamos que el proyectil se mueve a lo largo del eje y
perpendicular a la superficie de la tierra con la direccion positiva
hacia arriba (y = O en la superficie) (figura 24). Supongamos que la
resistencia del aire es insignificante, de modo que la Unica fuerza
importante que actla sobre el cuerpo es la atraccién gravitacional de
la tierra, que actua hacia abajo y, de acuerdo con la ley de Newton de
la gravitacion universal, se expresa como:

-GmM
" (h+R)?2

Donde M es la masa de la tierra, R es el radio de la tierra y h
la altura sobre la tierra. Para valores cercanos de h a cero, la fuerza
gravitacional F se aproxima a la constante - (GMm)/R?= -mg, donde
g = MG/R?. Esta aproximacién para la fuerza gravitacional es muy
precisa cerca del suelo, pero en este caso no es apropiada, porque
gueremos ver qué sucede cuando el proyectil estéa lejos de la superficie
del planeta.



De acuerdo con la segunda ley de Newton y la informacién antes
mencionada, el movimiento ascendente del proyectil se modela con el
problema de valor inicial:

d’y -GmM

m gz = Gre YO =0,Y0)=v,>0  (T3)

Si la velocidad inicial v, es lo suficientemente pequefna, por
experiencia se sabe que el cuerpo subira hasta un punto maximo y
luego caeréa de regreso a la tierra, la pregunta de acuerdo al enunciado
del problema seria ahora la siguiente: ; hay algun valor pequefio para
v, tal que el cuerpo no regrese?

La ecuacion diferencial con el valor inicial dado en (73), se ve
que t no interviene en forma explicita, luego podemos usar la regla de
la cadena y del hecho de que:

Sustituyendo en (73), tenemos:

dv _ —-GmM

T e v(0)=v, y=0 (74)

Separando variables y resolviendo:

) , 2MG 2MG
ve = (vo ——) +

R y+R
0,
vi_9R® | ("_3 ﬂ) (75)
2 y+R 2 h+R
Si:




Luego la expresion dentro del paréntesis de (75) no es negativo,
por lo que v(y) > 0 para y > h. Esto prueba que hay una velocidad de

escape Vv,. Veamos que:
B 2gR? 1/2
IO Vs

Mostrando que el cuerpo cae de regreso a la tierra si:

2 aR2 1/2
Vo < J
h+R

Si esta expresion se tiene entonces la expresion en el paréntesis
de (75) es negativo y el cuerpo alcanzara una altura maximay m > h
que satisface la ecuacion:

0= ﬂ.; ﬁ_ gk*
Ym + R 2 h+R

Luego la velocidad sera cero a la altura maxima, y el objeto
caeré a la tierra influenciado por la gravedad.




Figura 25. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1788-1830).

Fuente. Enciclopedia Britanica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN).

Fourier nace en Auxerre, Francia, el 21 de marzo de 1768 y muere
en Paris, el 16 de mayo de 1830. Fue un matematico y fisico francés
conocido por sus trabajos sobre la descomposicion de funciones
periédicas en series trigonométricas convergentes llamadas Series
de Fourier, método con el cual consiguié resolver la ecuacion del
calor. La transformada de Fourier recibe su nombre en su honor. Fue
el primero en dar una explicacion cientifica al efecto invernadero en
un tratado.



Muchos problemas de la fisica son descritos usando una funcién
¢(t,x) llamada un potencial que representa una cantidad tal como
una altura, temperatura o presion en un tiempo t. Las curvas ¢ (t, x) =
c son llamadas curvas equipotenciales o curvas de nivel, porque el
potencial es constante a lo largo de esas curvas. En el caso de alturas,
los equipotenciales son una familia de curvas que conectan puntos que
estan a igual altura sobre un mapa topogréfico. Para la temperatura,
los equipotenciales son usualmente llamadas isotérmicas, y para la
presion, ellas son llamadas isobaricas.

Un potencial a menudo causa una accion perpendicular a las
superficies equipotenciales. Estas curvas perpendiculares a las
superficies equipotenciales son generalmente llamadas flujos (o flux).
Sobre un mapa topografico, el mapa de las lineas de flujos muestra
la direcciéon en la cual un objeto rodarad cuesta abajo (al menos
inicialmente). En el caso de las isotermas, las lineas de flujo indican la
direccion del flujo de calor (figura 25).

Dadas las equipotenciales, a menudo podemos encontrar las
lineas de flujo. Pues las lineas de flujo estan por todas partes ortogonal
(perpendicular) a las superficies equipotenciales, que a veces también
se denomina una familia de curvas ortogonales.



Figura 26. Gréfica del flujo del calor en el plano.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Procedimiento para el calculo de las trayectorias
ortogonales

Primero escriba la familia de curvas (equipotenciales) en la forma:

ot,x)=C

Donde C es una constante y x = x (t).

Derive con respecto a t para obtener:
dx
¢t(t' x) + (I)x(t) x)a =0

_d¢ _ df/))
<¢f TRt Ac il
ax,
Resuelva para =

dx 3 o (t, x)

At de(t, %)

Esta Ultima ecuacion da la pendiente de las equipotenciales en (t,

x). Como las lineas de flujos son ortogonales a las equipotenciales, las

pendientes de los flujos tienen que ser los negativos de los reciprocos

de las pendientes de las equipotenciales. Entonces las lineas de flujo
satisfacen la ecuacion diferencial:



Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

dx _ 1 _ (.bx(t:x)
dt ~ _$e(tx) et )
b (t, %)

Resolver esta Ultima ecuacion.

Ejemplo 27:

La expresion t? = ¢ -2 x? define una familia de curvas (equipotenciales)
las cuales son elipses. Encuentre la familia ortogonal (lineas de flujo).

Solucion:

De acuerdo al paso 1, primero escribimos la familia de curvas en la
forma t? + 2x? = ¢. Luego calculamos la derivada con respecto a t:

dx
2t +4x—=20
dt

Resolviendo para % se tiene:
dx t
dat . 2x
La pendiente de la familia ortogonal en (t, x) esta dada por:
dx 1 _ 2x

de - _T 't
X

Resolviendo esta ecuacién diferencial por variables separables,

se tiene:
1 2
f—dx = f—dt
X t

In|x| =2In|t| + C;

Integrando:

Tomando exponencial a ambos lados, podemos llegar a la familia
de las curvas ortogonales:




x=kt?, k=+e"

Observemos que k = 0 también da una solucién, la cual es x =
0. Ver la figura (26), en donde se muestra ambas familias de curvas.

Figura 27. Familia de curvas ortogonales a t? = ¢ -2 x2.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

A veces, la férmula original no es de la forma ¢ (t, x) = c, pero si
de la forma F (t,x,¢) = 0. Es decir, el pardmetro ¢ no esta en funcién
de ty x. Tenemos que volver a reescribir la familia como ¢ (t,x) = cc.
Sin embargo, si ¢ es complicado de diferenciar, podemos derivar a F
(t,x,c) = 0 con respecto a t para tener:

dx
Fi(t,x,c)+ F.(t,x,c) i 0

y luego sustituir ¢ por c. En otras palabras, la ecuacion diferencial
para la familia de curvas ortogonales no debe contener el parametro
c, si lo hiciese, resuelva para ¢ en la ecuacion original y utilice ese valor
para reemplazarlo en la ecuacion de la familia ortogonal.



Aplicaciones de las ecuaciones de primer orden -

Ejemplo 28. Familia ortogonal para F (t, x, ¢) = 0O:

Encuentre la ecuacién diferencial para la familia ortogonal t3 + 3x?
= toc.

Solucion:
Al derivar con respecto a t, se obtiene:

ax
32 + 6XE = 2tc
Despejando ¢ de la ecuacion diferencial dada, obtenemos:
t3 + 3x?2
c= —m
Luego:
dx 1 6x% —t3

— . — — 2 —_
dt 6x(2tc 3t%) 6tx

Y la familia ortogonal satisface:

dx 6tx

dt 6x2 —t3

Ejemplo 29:

Hallar las trayectorias ortogonales en la familia de curvas dadas por:
t2 +x% = 2cx

Solucion:

Esta familia de curvas son circulos con centros fuera del origen, véase
la figura 28, se puede ver que esta familia de figuras son simétricas al
eje x y, al origen (basta ver que la familia dada se puede escribir como
t2 + (x — ¢)? = c?). Vamos a ver que las trayectorias ortogonales van
a tener la misma simetria. Derivamos la ecuacion diferencial dada, de
manera implicita para obtener:



Figura 28. Familia de curvas ortogonales a la familia £ *+x*=2¢x.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

2t+2x =2
Yar T “ar

Despejando ¢ de la ecuacion original, se tiene:

t2 + x?
T 2x

Reemplazando en la ecuacion anterior, tenemos:
dx x%+t%dx

2x + ZxE = @

. ax .
Despejando — Se tiene:

Esta es una ecuacion con coeficientes homogéneos, de modo
que podemos hacer el cambio de variable habitual x = zt, y esta
ecuacion se transforma en:

+tdz_1( 1)
Tt T2\ 72



Que es una ecuacion de variables separables y se puede
transformar en:
2z dz 1

Z+1dt ¢
Integrando respecto a t, se tiene:
In(z?> + 1) = —=In|t| + Cy,
O bien:

t(z2+1) = 2C,dedonde C = +=e“

N =

Regresando a nuestras variables originales y comple-
tando el cuadrado perfecto se obtiene la familia ortogonal
t2 +x% =2ct,0(t —c)? +x% = c? que es la familia ortogonal a la
dada (figura 29).

Figura 29. Familia de curvas ortogonales a la familia.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




En todos los siguientes problemas, asumir que el crecimiento
exponencial es compuesto continuamente.

1. Un estimativo del crecimiento exponencial en Colombia es
de 1.02 % por ano. ;Cuéntos anos deben transcurrir para
que su poblacion se duplique?

2. Un cristal crece a una taza de 5 % en un dia. ;Cuanto
tiempo se debe esperar para que el cristal sea el doble de
su tamano original?

3. Para una cierta poblacién bacteriana se observa que se
duplica en 8h. ;Cual es su tasa de crecimiento?

4. Se espera que la poblacién del mundo se duplique en los
proximos 30 anos. ;Cuél es su tasa de crecimiento?

5. La tasa de crecimiento de una cepa de bacterias es
desconocida, pero supone que es constante. Cuando un
experimento comenzd, se estimdé que habia alrededor
de 1.500 bacterias, y una hora mas tarde habia 20.000.
¢Cuéntas bacterias se podria predecir que hay después
de 4h de comenzar el experimento?

6. Una poblacién de bacterias se administra inicialmente y
crece a un ritmo constante k,. Supongamos que t, horas



mas tarde, las bacterias se ponen en un medio, de tal
manera que ahora la poblacion crece a un ritmo constante
k,. Determinar la poblacion de bacterias para todo este
tiempo.

7. El tiempo de duplicacién para un determinado virus es
de 3 anos. ;Cuanto tiempo tomaréd para que el virus se
incremente a 10 veces su nivel actual?

8. Inicialmente usted tiene 0,1 g de una bacteria en un
recipiente grande; 2 horas mas tarde usted tiene 0,15 g.
¢Cudl es el tiempo de duplicacion de estas bacterias?

9. Un organismo que vive en un estanque se reproduce a una
velocidad proporcional al tamano de la poblacién. También
los organismos mueren a una tasa proporcional al tamano
de la poblacién. Ademas, se le agregan organismos
continuamente a una velocidad de 4Kg/ano ano. Dar la
ecuacion diferencial que modela esta situacion.

10. Una poblacién de bacterias se reproduce en una
gran probeta de nutrientes, de acuerdo a una ley de
crecimiento exponencial que haria que la poblacién se
duplique en 0,5 horas. Sin embargo, las bacterias son
desviadas continuamente a una velocidad de 5 g / hora.
Inicialmente hay 10 g de bacterias. ;Cuéntas bacterias
estan alli después de 2 horas?

11. La tasa de interés en un banco es del 3 % por ano,
mientras que el rendimiento en otro banco es del 2 % por
ano. Ambos compuestos continuamente. Encuentre los
dos tiempos de duplicacion.




12. Elcosto de unabotella de litro de agua fue de 85 centavos
de hace dos anos, pero ahora cuesta 95 centavos. Si
esta tasa de crecimiento es continua, japroximadamente

cuéndo costara la botella $1.50?

13. EIPIB Producto Interno Bruto de un determinado pais se
incrementé en un 6,4 % durante el afio pasado. ;Si sigue
creciendo a ese ritmo, aproximadamente cuantos anos
harian falta para que el PIB se duplique?

14. Durante un ano, el precio de los alimentos se incrementa
en un 15 %. A ese ritmo, sen cudntos anos se triplicar el

precio de los alimentos?

15. El costo de vida es la cantidad necesaria para comprar
una lista fija determinada de bienes y servicios en un
solo ano. Suponemos que esta sujeta a un crecimiento
exponencial. La tasa de crecimiento se conoce como la
tasa de inflaciéon. Si el costo de vida aumenté de $10.000
a $11.000 en un afno (un aumento neto del 10 %). ; Cual es
la tasa instantédnea de aumento en el costo de vida de ese
ano? De forma equivalente, scudl es la tasa de la inflacion?

16. Durante un periodo de 3 anos, los precios de la vivienda
aumentaron un 15 %. ;A qué razén, y cuantos anos harian
falta para que los precios de la vivienda aumenten un 50 %7?

17. Un isétopo radioactivo tiene una vida media de 16 dias.
Usted desea tener 30 g al final de los 30 dias. ;Con qué
cantidad de radioisétopo se debe empezar?

18. Un isétopo radioactivo estd siendo usado en un
experimento. Al final de 10 dias, solo debe quedar el 5%.
+Cuél es la vida madia de dicho is6topo?




19. Un isétopo radioactivo se encuentra sin utilizar en su
laboratorio durante 10 afos, en el momento en que se
encontré contenia solamente 80 % del material original.

a. ¢Cudl es la vida media de dicho is6topo?

b. ;Cuantos anos adicionales se tarda hasta que no quede
solo el 15 % de la cantidad original?

20. En el momento en que se produjo un elemento, 0.01 del
carbono que contenia era de carbono - 14, un radioisétopo
con una vida media de cerca de 5745 anos.

a. Se examina el articulo y descubre que solo 0,0001 de
carbono es el carbono - 14. ;Qué edad tiene el objeto? (este
proceso de determinacion de la edad de un objeto a partir de
la cantidad de carbono 14 que contiene es conocido como
fechado mediante carbono - 14).

b. Derivar una férmula que da la edad A del objeto, en términos
de la fraccién de carbono que es el carbono - 14 en el tiempo
presente T.

21. El crecimiento de una poblacién obedece a la ecuacion
logistica. Empezando con 1.000 bacterias, entonces
ella se dobla en 10 horas. La poblacién es observada
eventualmente para estabilizarla en 20.000 bacterias.
Encuentre el nimero de bacterias presentes después de
25 horas y el tiempo que toma la poblacién para llegar a la
mitad de su capacidad de carga.




22. Se observa que el crecimiento de una poblaciéon obedece
a la ecuacién logistica con una la poblacién eventual
20.000. La poblacién inicial es de 1.000, y 8 horas mas
tarde, la poblacion observada es 1.200. Encuentre la
tasa de reproduccion y el tiempo requerido para que la
poblacién alcance el 75 % de la capacidad de transporte.

23. Alas 6 a. m. dos ejecutivos contables en una empresa
corredora escuchan el rumor de que una nueva accién que
se ofrece se presentard a mediodia. El rumor se propaga
a través de 26 ejecutivos de la empresa a la tasa de:

DN

et
Donde N (1) es el nimero de gjecutivos que oyeron el rumor
t horas después de las 6 a. m.
a. Determine N (t).
b. ;Cuéntos ejecutivos junior no han oido el rumor a
mediodia?

=0.025N(26-N)

24. El numero de personas implicadas en un gran escanda-
lo del gobierno, aumenta a una razén proporcional con
el nimero de personas G (t) ya implicadas y el nimero
involucrados por descubrir, por lo que:

dG

T =kG(MK — G)

Donde M es el numero total de personas implicadas en

el escandalo. Suponga que 7 personas estan implicadas

cuando un periddico publica el escandalo, 9 mas son impli-
cadas a lo largo de los siguientes tres meses y un total de

28 personas fueron implicadas al final de 6 meses.

a. Encuentre G (t).

b. s Aproximadamente cuéntas personas estan implicadas

en el escandalo?




25. La poblacion de una ciudad sigue un modelo de creci-
miento logistico y esté limitada a 10.000. Si la poblacién
en 1995 era de 50.000 y en el 2000 de 60.000, 4cudl serd
la poblacién en el ano 20057

26. Si el crecimiento de un cierto producto de una empresa
es un crecimiento logistico y en la actualidad se producen
2.000 unidades diarias, y esta cantidad crecera a 300
por dia en un ano y si la produccién esta limitada a 500
unidades por dia, jcudl es la produccién diaria prevista
para dentro de dos anos?

27. En cierta universidad de 4.000 estudiantes, la
administracion sostiene reuniones para analizar la idea
de traer una importante banda de rock para el inicio
de clases. Antes de anunciar oficialmente los planes, el
concejo administrativo difunde la informacién acerca
del evento como un rumor. Al final de una semana, 100
personas conocen el rumor. Suponga que el crecimiento
sigue el modelo logistico, s cuanta gente conocera el rumor
después de dos semanas?

28. En una ciudad de 100.000 habitantes ocurre un brote
de gripe. Cuando el departamento de salud comienza
a registrar casos, hay solo 500 personas infectadas.
Una semana después hay 1.000 infectadas. Suponga
un crecimiento logistico. Estime el numero de personas
infectadas dos semanas después de que comenzd el
registro.




29. Un caso muy especial de la funcion logistica:

NO = T3 pe =

es la funcidn sigmoide, que se obtiene al tomar M =b =¢
= 1 de manera que en la ecuaciéon anterior se tiene:

N = T35

a. Muestre de manera directa que la funcion sigmoide es
la solucién de la ecuacién diferencial:
DN
2 - NA=N) v 13 condicién inicial N (0) = %.
b. Muestre que (0, ¥2) es un punto de inflexién de la grafica
de la funcién sigmoide.
¢. Muestre que la funcion:

1 1
T0=15e=3
es simétrica respecto al origen.
d. Explique cdmo en el enciso c., la funcién sigmoide es
simétrica al punto (0O, 2) y al mismo tiempo explique lo
que esto significa.

e. Haga un bosquejo de la gréfica de la funcién sigmoide.

30. Usted tiene $10.000 y desea invertir durante 5 afos en
un banco que ofrece la composicién continua. Si usted
quiere tener $15.000 en su cuenta al final de estos 5 afos,
;a qué interés anual debe tener este dinero para poder
conseguir la meta?




31. Usted invierte $2.000 en una cuenta que paga 6 % anual,
compuesto diariamente, de tal forma que la cantidad del
interés exceda a $500.

a. Expresar esto como una ecuacion diferencial asumiendo la
composicion continua.

b. Resolver la ecuacién diferencial y determinar la cantidad en la
cuenta después de 10 anos.

c. ¢Cuénto mas podria tener la cuenta después de 10 anos de
la cantidad total, generados en intereses?

32. Una cantidad de $10.000 se deposita en un banco que
paga el 9 % de interés anual compuesto diariamente.

a. Si usted retira $10 al dia, scuénto dinero tiene después de
las 3 anos?

b. ;Cuédnto se puede retirar cada dia si la cuenta debe ser
cancelada en exactamente 10 afios?

33. Una cantidad de $1.000 esta depositado en un banco
gue paga $8 de interés anual compuesto diariamente. Un
depdsito de B dodlares se hace diariamente.

a. ;Cuél deberfa ser B con el fin de tener $10.000 después de
5 anos?

b. Determinar la funcién B (t) que da el depdsito diario necesario
para tener $10.000 después de t afios (B (5) se calcula en la
parte a).

34. Una cantidad de $10.000 se invierte a un interés del 12 %
anual compuesto diariamente. Una inversién adicional de $B
se realiza a diario, jcudl deberia ser la cantidad B si se quiere
que al final la cuenta de inversién pase a ser $100.000 des-
pués del décimo ano?




35. Una cantidad de $100 se deposita en un banco extranjero
que paga 20 % de interés anual compuesto diariamente.
Cada dia se realiza una transaccién de f(t) cantidad de
ddlares. Parte del ano se depositan [f (t)> 0] cantidad de
dinero, y otra parte del afo se hacen retiros [f (t) <0]. Si
t es el numero de anos en que estas transacciones se
realizan en el siguiente patrén ciclico anual:

400
$m cos(2mt) _ $400 cos(2mt)
dia aio

f)=

a. Encuentre la cantidad de dinero en la cuenta como una
funcién de t.

b. Grafique su respuesta durante 10 anos (o realice un boceto
si no hay un ordenador disponible).

36. La temperatura de un motor en el momento en que se
apagaesde 200 °C, el aire circundante es de 30 °C, después
de que hayan transcurrido 10 minutos, la temperatura de
la superficie del motor es de 180 °C.

a. ¢Cuanto tiempo se necesita para que la temperatura de la
superficie del motor enfrie a 40 °C?

b. Para una temperatura dada T entre 200 °‘C y 30 °C, sea t (T)
el tiempo que tarda en enfriar el motor de 200 °C a T (por
ejemplo, t (200) = 0 y t (40) es la respuesta a la parte (a)).
Encontrar la férmula para T (t) en términos de Ty representar
graficamente la funcién. (La temperatura ambiente es todavia
30 °C).




37. Experimentos anteriores han demostrado que un
cierto componente se enfria en aire de acuerdo con
la ley de enfriamiento de Newton, con constante de
proporcionalidad de 0.2. Al final de la primera etapa de
procesamiento, la temperatura del componente es de 120
°C. El componente se mantiene durante 10 minutos en
una habitacion grande y luego, entra en la siguiente etapa
de procesamiento. En ese momento se supone que la
temperatura de la superficie es de 60 °C.

a. ;Cudl debe ser la temperatura ambiente para que el
enfriamiento deseado se lleve a cabo?

b. Supongamos que las temperaturas de entrada y salida
todavia se fijan a 120 °C y 60 °C respectivamente, pero el
tiempo de duracion de la espera en la habitacion es w, una
constante. Encuentre la temperatura ambiente deseada en
funcion de w y represéntela graficamente.

38. Un objeto a 100 °C es colocado en una sala de 40 °C.
¢ Cudl debe ser la constante de proporcionalidad en la ley
de enfriamiento de Newton, con el propdsito de que el
objeto llegue a 60 °C después de 10 minutos?

39. El aire de una habitacion se esta enfriando. En el tiempo t
(en horas), la temperatura del aire es Q, (t) = 70 + 20e/2.
Se coloca un objeto en la sala en el momento t = 0. El objeto
estd inicialmente a 50 °C y los cambios de temperatura
estan de acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton con
k =Ya

a. Encuentre la temperatura, T (t) del objeto para0 <t < 5.
b. Grafique ambas funciones Q, y T sobre el mismo sistema de
coordenadas.




40. Un instrumento a temperatura inicial de 40 °C se coloca
en una habitacién cuya temperatura es 20 °C. Para las
proximas 5 horas la temperatura ambiente Q, (t) se eleva
gradualmente y esta dada por Q, (t) = 20 + 10 t, t en
horas.

a. Dé la forma a la ley de calentamiento de Newton para la
temperatura del instrumento.

b. A partir de la experiencia previa se sabe que el instrumento
se enfria de acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton
conk =1, si t se mide en horas. Si T (t) es la temperatura de
la superficie en el tiempo t, resuelva la ecuacién en la parte
(@) para T (t).

c. Grafique Q, (t) y T (t) en el mismo sistema de coordenadas.



41. Los ejercicios hacen referencia a circuitos dados en la
figura 30. El inductor es lineal con la inductancia; la fuente
de voltaje es E (t).

Figura 30. Gréfica del circuito RL.

O, :

Fuente. Elaborada por el autor.

42. La fuente de voltaje es constante e igual a E = 1, el
resistor es lineal con caracteristicas v -i,v=2i,y L =
1. Establecer la ecuacidon diferencial para la corriente.
Determinar la corriente como una funciéon del tiempo para
cualquier corriente inicial i (0). Encuentra las constantes
del estado de equilibrio (soluciones).

43. La fuente de voltaje es constante, E = 4, el resistor es
lineal con caracteristicas v-i, v = 6i, y L = 2. Determine
la ecuacion diferencial para la corriente. Determine la
corriente como una funcién del tiempo para cualquier
corriente inicial i (0), encuentre las constantes del estado
de equilibrio (soluciones).

44. |afuente de voltaje es constante, E (t) = sen t, el resistor
es lineal con caracteristicas v-i,v =iy L = 1. Determine



la corriente como una funcién del tiempo para cualquier
corriente i (0).

45. La fuente de voltaje es una constante E, el resistor
es lineal con caracteristicas v -i, conv =i R, R>0, y la
inductancia es L > 0.

a. Muestre que lim;,«i(t) existe y es el mismo para toda
corriente inicial.
b. Si E = 8.5, para qué valores de Ry L su lim;_,»i(t) = 4.2.

46. El resistor tiene caracteristicasv-i,conv=iyL=1.La
fuente de voltaje es una bateria de 9 V que esta conectada
solamente durante los nueve primeros segundos. Esto es:

0<t<10

_ 9
E(t)‘{o t>10

La corriente es inicialmente cero. Encuentre i (t) para 0 < t < 20,
grafique el resultado.

47. Elresistor tiene las caracteristicasv-i,conv=2iyL=1.
La fuente de voltaje es una bateria que dura desconectada
por 10 segundos y luego se conecta a la fuente (mediante
un interruptor), tal que:

] 0, 0<r<10

Ein=
[15 =10

La corriente inicial es cero. Encuentre i(t) para 0 <t < 20
y grafique el resultado.

48. Para la siguiente figura:




Figura 31. Gréfica de un circuito RC.

R

—+

Fuente. Elaborada por el autor.

La capacitancia es 0.5, el resistor es lineal con la
caracteristica v - i, con v = 2i, y la carga del voltaje es
sinusoidal con E (t) = 6 sen t. Encuentre la carga sobre
el capacitor como una funcién de t dado que esta fue
inicialmente 1.

49. Un gran tanque de mezclado contiene 300 galones de
agua con una concentracion de sal de 0,2 Ib/gal. Una
mezcla de agua que contiene sal a una concentracion de
0,4 Ib/gal entra a una velocidad de 2 gal/min. Una vélvula
abierta permite que la mezcla de agua con sal abandone
el depdsito a la misma velocidad.

a. Determinar la cantidad y la concentracion de sal en el tanque
como funciones del tiempo.

b. ;Cuéanto tiempo se necesita para que la concentracion
aumente a 0,3 Ib/gal?




50. Una habitaciéon tiene un volumen de 800 pies®. El aire
de la habitacién contiene cloro en una concentracién de
0,01 gramos/ft3. El aire fresco entra a una velocidad de
8 pies®/min. El aire de la habitacion esta bien mezclado y
fluye fuera de una puerta a la misma velocidad que el aire
fresco entra en la habitacion.

a. Encuentre la concentracion de cloro en la habitacién como
una funcion de t.

b. Supongamos que la velocidad de flujo de aire fresco es
ajustable. Determine el caudal requerido para reducir la
concentracion de cloro a 0,001 g/ft® dentro de 20 minutos.

51. Untanque contiene 100 L de agua con una concentracion
de sal de 0,1 kg/L bien mezclado. Agua que contiene sal a
una concentracion de 0,2 kg/L entra al tanque a una tasa
de 0,5 L/h. Una valvula abierta permite que el agua salga a
4 L/h. El agua se evapora desde el depdsito a 1 L/h.

a. Determinar la cantidad y la concentracion de la sal como una
funcion del tiempo.
b. ;Eslaconcentracion en el limite la misma que la de la entrada?

52. Un estanque circular contiene 1.000.000 L de agua,
que contiene un contaminante en una concentracién de
0,01 kg/L, agua pura de una corriente entra en el tanque
a 100L/h, el agua se evapora del estanque (dejando el
contaminante detrds) a 50 L/h. ;Cuéntos dias tomaré
para que la concentracion del contaminante llegue a caer
a 0,007 kg/L?

53. Un tanque con capacidad de 1.000 galones esta
inicialmente medio lleno de agua y contiene 10 libras de
yodo en solucién. Agua pura entra en el tanque a una



velocidad de 6 litros/min. Una valvula abierta permite que
el agua salga a una velocidad de 1 gal/min. Cuando se
llena, se empieza a desbordar el tanque.

a. Encuentre la cantidad y la concentracién de yodo para los
primeros 100 minutos.

b. Encuentre la cantidad y la concentracién de yodo para los
siguientes 100 minutos.

c. Grafique tanto la cantidad como la concentracién de yodo.

54. Un tanque de 100 galones esté inicialmente lleno de
agua que contiene 10 libras de sal en solucién. El depdsito
se desbordara cuando se afiada agua adicional. Un sensor
conectado a una bomba de agua dulce la deja entrar en
el tanque a una velocidad proporcional a la concentracion
de sal. La constante de la proporcionalidad es de 10 gal2/
lb min. Encuentre la cantidad y la concentracién de sal en
el tanque como funcién de t.

55. Un lago con buena circulacién contiene 1.000 kI de agua
que esta contaminada con una concentracion de 2 kg/kl.
El agua del efluente de una fabrica entra en el lago a una
velocidad de 5 kl/h con una concentraciéon de 7 kg/kl de
contaminante. El agua fluye fuera del lago a través de una
salida, a razén de 2 ki/h. Determinar la cantidad y la con-
centracion del contaminante como una funcién del tiempo.

56. En los ejercicios, formular las ecuaciones diferenciales
(antes de que el tanque esté vacio o desbordado) lo que
se utiliza para resolver los problemas, pero no resuelve
las ecuaciones diferenciales, ya que los ejercicios implican
mas de un tanque, lo que requiere una ecuacion diferencial
para cada tanque.




57. Un tanque de 600 galones contiene inicialmente 200
galones de salmuera (agua salada) con 25 libras de sal.
Salmuera que contiene 2 libras de sal por galén entra en
un segundo tanque a razén de 13 litros/seg. La salmuera
mezclada en el tanque fluye a razén de 8 gal/seg. ;Cudl
es la cantidad de sal de cada tanque como una funcién
de tiempo?

58. Considere dos tanques. Inicialmente el tanque 1 contiene
150 galones de salmuera (agua salada) con 8 libras de
sal, y el tanque 2 contiene 250 galones de salmuera con
14 libras de sal. Salmuera que contiene 3 libras de sal
por galén entra en el tanque 1, a razén de 13 litros/seg.
Salmuera mezclada en el depdsito 1 fluye hacia el depdsito
2 a razon de 7 litros/seg. La mezcla en el tanque 2 fluye
lejos, a razdn de 28 litros/seg. Expresar la cantidad de sal
que esta en cada tanque como una funcién de tiempo.

59. Considere dos tanques. Inicialmente el tanque 1 contiene
100 galones de salmuera (agua salada) con 35 libras de
sal, y el tanque 2 contiene 400 galones de salmuera con
5 libras de sal. Supongamos que la mezcla fluye fuera del
tanque 1 al tanque 2 a la razén de 17 gal/min y la mezcla
fluye fuera del depdsito 2 en tanques de 1 a razdn de
6 gal/min. ;Cudl es la cantidad de sal que estd en cada
tanque como una funcién de tiempo?

60. Considere dos tanques. Inicialmente el tanque 1 contiene
320 galones de salmuera (agua salada) con 28 libras de
sal, y el tanque 2 contiene 274 galones de salmuera con
7 libras de sal. Salmuera que contiene 5 libras de sal
por galén entra en el tanque 1, a razén de 21 litros/seg.



Salmuera mezclada en el depdsito 1 fluye a razén de 18
litros/seg, la mitad fluye en el tanque 2. La mezcla en el
tanque 2 fluye a razén de 4 litros/seg. s Cudl es la cantidad
de sal en cada tangue como una funcién de tiempo?

61. Considere tres tanques. Inicialmente el tanque 1 contiene
200 galones de salmuera (agua salada) con 55 libras de
sal, y el tanque 2 contiene 500 galones de salmuera con
35 libras de sal y el tanque 3 esta vacio. Supongamos que
la mezcla fluye fuera del tanque 1 en el tanque 2, a razén
de 8 gal/min y la mezcla fluye hacia fuera del depdsito 2
en el tanque 3 a razén de 22 gal/min. ;Cudl es la cantidad
de sal en cada tanque como una funcién de tiempo?

62. Untanque grande contiene 7 galones de agua pura. Agua
contaminada que contiene 7 g de bacterias por galén entra
a razéon de 14 gal/h. Una cantidad bien mezclada se retira
a la tasa del 4 gal/h. Sin embargo, también se sabe que
las bacterias se multiplican dentro del tanque a una razén
de crecimiento de 2 % por hora. Determine la cantidad de
bacterias en el tanque como funcién del tiempo.

63. En lugar de un accidente, el investigador de la policia
trata de determinar a partir de las marcas de las llantas en
la carretera, lo réapido que iba el auto. Supongamos que se
sabe que este tipo de automdviles particulares frena con
una desaceleracion de 15 m/s2 ;A qué velocidad iba el
coche en el momento en que aplica los frenos, si el auto
recorrié 75 metros antes de detenerse?




64. Repita el ejercicio anterior con la observacion de que
el coche recorrié 75 metros antes de detenerse, pero
asumiendo que la desaceleracién del coche se dio a solo
10 m/s2.

65. Una distancia excesivamente prudente entre usted y el
coche que va delante seria la distancia que le lleva a de-
tenerse. ;A una velocidad de 60 km/h, en qué distancia lo
hace el recorrido del coche si se desacelera a 2.500 km/h??
En referencia al ejercicio anterior, con la misma desacele-
racion, shasta qué punto va el recorrido del coche a 120
km/h?

66. Haciendoreferenciaal ejercicio, con la misma aceleracion,
determine hasta qué punto un coche alcanza a recorrer
antes de frenar como una funcién de su velocidad.

67. Supongamos que un coche va a 50 km/h cuando se
aplican los frenos en t = 0. Determine la distancia que
el coche recorre. Supongamos que la aceleraciéon no
constante es a = -6t.

68. Supongamos que un coche va a 50 km/h cuando
se aplican los frenos en t = 2 h. Determine la distancia
que el coche recorre. Supongamos que la aceleracién
no constante es a = -6t.
¢Cuénto tiempo tarda un libro en deslizarse con el fin de
que se caiga de una tabla de 15m si el libro se desacelera
de tal maneraque a=-5m/s??

69. Supongamos que un quitanieves de w metros de anchura
va hacia adelante a lo largo de un camino para que entre



con una velocidad constante por hora en un volumen de
nieve Q m3/h. Suponga que la nieve comenzé a caer a las
8 a.m. (t =0) y cae a una velocidad constante de ¢ m/h.

a. Muestre que dx /dt = 1/(kt), donde x (t) es la posicién del
quitanieves y k =w ¢/Q.

b. ;Ddénde estaré el quitanieves al mediodia, si no comenzé a
moverse sino hastalas 11 a. m.?

70. Un cohete de juguete se dispara hacia arriba desde el
nivel del suelo en t = 2 s. Determine la altura méxima del
cohete si la velocidad en t = 2 es de 76 m / s. Suponga
que la aceleracion no constante del cohete es conocido y
su valor es a = 1212

71. ¢A qué velocidad debe ser lanzada una pelota hacia
arriba si se trata de alcanzar una altura maxima de 100 m?

72. iA qué velocidad debe ser una pelota lanzada hacia
arriba si se trata de alcanzar su altura méxima en 10 s?

73. Supongamos que un ladrillo se deja caer desde una torre
en construccion de una altura de 200 m. ;Cuénto tiempo
tarda el ladrillo en caer?

74. Una maza de 20 g se deja caer desde un avién que vuela
horizontalmente. La resistencia del aire actia de acuerdo
con un medio que ofrece resistencia, con una constante
de proporcionalidad de k g/s. Considerando solo el
movimiento vertical:

a. Encuentre la velocidad como una funcién del tiempo.



b. Encuentre la velocidad después de 10 seg, asumiendo que el
cuerpo no ha llegado al fondo.

¢. Asumiendo que la fuerza gravitacional es constante, jcual es
el limite de la velocidad?

75. Una pesa de 64 libras es lanzada verticalmente hacia
arriba sobre la superficie terrestre. En el instante en que
sale del lanzador, tiene una velocidad de 192 pies/s.

a. Haciendo caso omiso de la resistencia del aire, determine el
tiempo que tarda el objeto en alcanzar su méxima altura.

b. Si la resistencia del aire actla de acuerdo con un medio que
ofrece resistencia y con una constante de proporcionalidad
de 128 Ib/s, scuanto tiempo se necesita para que el objeto
alcance su maximo altura?

76. Una masa de 70 g es expulsada hacia abajo desde un
helicoptero estacionario. La resistencia del aire actua de
acuerdo con un medio que ofrece resistencia, y con la
constante de proporcionalidad de 7 g/s. ;A qué velocidad
debe ser expulsado si la masa debe tener una velocidad
de 12.600 cm/s después de 5 s?

77. Supongamos que un objeto de masa m se expulsa
hacia abajo con una velocidad v, sobre la superficie
de un planeta cuya constante gravitacional es G. La
atmosfera ejerce la resistencia en el cuerpo con un medio
que ofrece resistencia constante, con una constante de
proporcionalidad de r (todos los parametros estan en
sistema mks).

a. Encuentre la férmula para v (t).
b. Encuentre la férmula para la velocidad limite.




Suponga que el objeto se compone de una carga util y
un paracaidas. La carga util es 80 % de la masa total,
y el paracaidas ocupa el equilibrio de la masa total.
Supongamos también que el paracaidas representa
esencialmente toda la fuerza de resistencia.

c. ¢Cudnto deberia ser la carga util que reduce a la mitad la
velocidad limite?

78. Un cuerpo de 32 libras peso, esta cayendo a través de
un medio gaseoso cerca de la superficie de la tierra. La
resistencia es proporcional al cuadrado de la velocidad,
con una constante de proporcionalidad 1. En el tiempo t =
0, la velocidad es de 1000 pies / s.

a. Encuentre la velocidad como una funcién del tiempo.
b. iExiste una velocidad limite? Si la hay, encontrarla.

Para cada una de la familia de curvas (equipotenciales) en los ejercicios
79 al 96 calcule la familia ortogonal. Haga un bosquejo para estas
familias en los ejercicios 79 al 83.

79.x=t+k 80.X=kt
8l.xt=k 82.x2 =Kk (t +x)
83.x=tK 84. X = (t + k)3

85.x =1t +k 86.x3(t+1)=k




87.t=(x-k)?

88.X=ekt

89. x=tan (k + t)

90. t*5 +x1/5 =k

91.x=kcos't

92. X =cost+k

93.x=kt?

94.e*—et =k

95.x3+t2=k

96. Tan x + tan t = k.
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Figura 1. Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (escrito Weierstrass cuando no esté
disponible el caracter «B») (1815-1897).

Fuente. Enciclopedia Britanica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN).

Karl Theodor Nace en Ostenfelde, el 31 de octubre de 1815 y muere
en Berlin, el 19 de febrero de 1897, fue un matematico aleman que
se suele citar como el «padre del andlisis moderno». Entre sus logros
mas destacados figuran la definicién de la continuidad de una funcién,
demostrando el teorema del valor medio; y el teorema de Bolzano-
Weierstrass, usado posteriormente para estudiar las propiedades de
funciones continuas en intervalos cerrados.



Introducimos un modelo central en fisica e ingenieria, el oscilador
armonico, la ecuacion diferencial lineal de segundo orden prototipico
de estas situaciones. Se derivan problemas de valor inicial que
describen las vibraciones mecanicas y el comportamiento de los
circuitos eléctricos, amortiguados y no amortiguados, que ilustran
trayectorias en el plano de fase.




En la seccidon 6.2, analizamos la ecuacidn diferencial lineal de primer
orden:

d
d—i’ +P(x)y = Q)

Y mostramos que la solucién general de este tipo de ecuacién
es siempre de la forma:

y®) =y (x)+cy, (x)
Donde y, es una solucién particular de dicha ecuacién, y y, es

una solucioén diferente de cero asociada con la ecuacién homogénea
24 pxly =0,y C €S Una constante arbitraria.

Una propiedad similar satisface la ecuacién diferencial lineal de

segundo orden:
dy dy
E-ﬁ F(I}E+ Qix)y = R(x)
Si en esta ecuacién hacemos R(x) = O, entonces la ecuacién es
llamada homogénea.

Por analogia de lo que sucede en las ecuaciones de primer
orden, podemos decir que:



Forma de la solucion de una ecuacion diferencial lineal de
segundo orden
Dada la ecuacién diferencial:

d*y dy N
E-'- P{IJH'F Q(I]}" = R(X}

1)
La solucién general es de la forma:

y(©) =y,(%) + ¢,y,(X) + ¢,y,(x) (2)
Donde:
+¥,(X) es una solucion particular de dicha ecuacion.
-y, ¥, ¥, son soluciones para la ecuacion diferencial homogé-
nea asociada:

D+P@WZ4oW=0 ()

dx?

Las soluciones y, (x), y, (x) no pueden ser un multiplo constante
de la otra.

Esto se expresa diciendo algunas veces que y, (x) , Y Y, (x) son
linealmente independientes. Un par de tales soluciones de la ecua-
cién diferencial homogénea es llamado un conjunto fundamental
de soluciones.

Las constante c, y ¢, son constantes arbitrarias. La expresion c,
Yy, + C, Y, es llamada una combinacion lineal de y, v, y..

Para una ecuacioén diferencial de segundo orden, siempre hay
dos soluciones para la ecuacién diferencial homogénea asociada, es
decir, siempre el conjunto fundamental tiene dos soluciones (para una
ecuacion diferencial lineal de primer orden, solo existe una solucién
asociada a la ecuacién homogénea en la solucién general). La solucién
general para una ecuacioén diferencial lineal de segundo orden tiene




dos constantes arbitrarias (la ecuacion diferencial lineal de primer
orden tiene solo una constante). Para una ecuacion diferencial lineal
de segundo orden, las dos constantes pueden ser determinadas a
partir de dos condiciones iniciales (para las ecuaciones lineales
de primer orden, la constante arbitraria estd determinada de una
condicidn inicial).

Observe que y (x) = O siempre satisface la ecuacion diferencial
lineal homogénea:

d*y dy _
F+P(x}z+t?{x}-{} @)

Entonces, si vamos a resolver la ecuacién anterior, escogemos
y,(x) = 0. De esto se sigue que:

La solucién general de una ecuacién diferencial lineal homo-

géneas (1) es una combinacion lineal de la forma:
Y0=0y,0+¢,y0 ()

Donde vy, (x) y y,(x) son soluciones linealmente independientes

de la ecuacidon homogénea.

El procedimiento para encontrar y,(x), y,(x) y y ,(x) lo daremos
mas adelante en este capitulo. Después de hacer un ejemplo, vamos
a tratar de entender por qué (2) es valido.

Verifique que senx, cos x son soluciones de fu—y +y=0
Verifique que e~ es solucién de %2 + y = 10e73,
Dar la solucién general de:

7

a2y .
F-‘- y = 10e™**

Resuelva el problema con condicién inicial:

d? I
d—r};+y= 10e=", ¥y {0) =0, yio)=1



Solucion:

a. La verificacion de que cos x es una solucidon de la ecuacion

a

homogénea Zi+y=0 es sencillo, pero ofrece una buena
practica. Y =cosx, su primeraderivada es y’ =-senx, su segunda
derivada es y//= -COS X, y 2X+y = —cosx+cosx =0, Similarmente,
se puede mostrar que y = sen x es otra soluciéon. También
tenemos que Zx+y=0 es una ecuacién de segundo orden,
entonces por (b) {sen x, cos x} es un conjunto fundamental
de soluciones y entonces y = ¢, sen x + c, cos x da todas las
soluciones de 2+y=o.

. Es facil verificar que y p(x) = e ¥ satisface la ecuacién f;+ y=10
Observe que y =-3e™ vy, yl/=ge®, lUEQO ¥ +¥p =9 ™ + e ™= 10e™
como debe ser. Entonces la solucién particular de la ecuacién
no homogeénea es y (x) = e*. Méas tarde veremos metodos
para encontrar la solucion particular.

. .y d® )
c. Luego por (2), se tiene que la solucién general de: £+}' = 10673

y(X) =e™+ ¢ senx+c, CosX (6)

Para resolver el problema con condicién inicial, evaluamos la
ecuacion (6) en x = 0, y tenemos:

0=y(0)=1+c,luegoc,=-1

Derivando (6) se tiene:

/=_3@-3x -
y'=-3e*+c, cos X - ¢, sen x

Evaluando y’en x = 0 o usando la condicién inicial dada y’ (0) =
1 se tiene:

1=y/(0)=-3+c,




De donde ¢, = 4. Entonces la solucion del problema con condicion
inicial es:

y (X) =e*+4 senx - cos X

En resumen, se tiene que la soluciéon general de la ecuacién
diferencial:

—+P (x]—+@[x]}r flx)y  (12)

Es de la forma:
yX)=y,*¢V,(x)+c,Y,X)

Se demuestra, en primer lugar, que y =y _+Yy , en dondey
\= C)Y, + C,, satisface la ecuacion homogeénea, por lo que y_ + c,y,
+7c,y, resuelve la ecuacion (12). En la siguiente seccion discutiremos
la pregunta mas importante de mostrar: que toda solucién siempre es
de esta forma.

Consideremos de nuevo la ecuacion diferencial:
+ P fx] —+ Qlxly = fix) (13)
Primero mostraremos que:

y(X) =y (X)+y,(x)
Donde y, () es una solucidn particular y y, es una solucion de la
ecuacion homogénea asociada:

4y

dy
:Ex*_P II]E-I-[;'II]J.'— 0

Supongamos quey, y y, son ambas soluciones de (13). Entonces:

yiePl v+ Q) y = Tl y v+ Pldyy +QUy, = L) (14)



Introduciendo y =y -y , la diferencia entre y y, y,, se tiene
que y =y, +Y,. Para calcular la ecuacion diferencial que satisface y,,
calculamos ¥’ + Py, + @lxly como Sigue:

Vit POy + Oy = (v-y )+ Pix)(v-v ) +O(x)(v-y,)

=v -yl Py’ (x)-Plx)y,+ Q(x)y-Qrx)y,,
=(v'+ Pl + 0 x)v)- I,’_'r;_f+ .”r_rj_'u.-l_'.+ Qixly ) =Fflx)-fix)=0

Donde hemos utilizado (14). De este modo y, es una solucion
de la ecuacién homogénea asociada ;' + Plxly, +@x)y, =0, COMO Se
proponia en (13).

Veamos ahora una combinacion lineal:

€Y, (%) + ¢y,(x)

Donde y,, y y, son soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea:

Lix) I‘:: PPZ 4 gy =0 (15)
Es también una solucién de la ecuacion diferencial homogénea.

Veamos que esto es cierto. Supongamos que y,, y Y, son
soluciones de la ecuacién homogénea (15). Entonces:

WP+ Qly, = 0.y v + POyl + Qlxdy, = 0

Ahora, sustituyendo en la ecuacion (15) a y por c\y, + C,y,,
donde c,, y ¢, son constantes, se tiene:

(o e +Plake v e v +ixie v e v d=c vite i+ Pixe v+

Pixhe i+ e v, + 0 v = O v+ Pl + Qi ey v (v i+ Pl vi+ix)y . )=c 4+ 0=0

Luego c,y,(x) + c,y,(x) es también solucion de la ecuacion
homogénea :iw{x:ﬂ»rqfxtuy—n como se queria demostrar.

xd dx




En los ejercicios 1 al 8, verifique que el conjunto dado es un conjunto
de soluciones asociados a la ecuacion homogenea, y verifique que y,
es una solucién particular. Luego dar la solucién general de la ecuacién
diferencial, y resolver el problema de valor inicial.

1. ¥/ +y=1.901=0,%1(0)=0,{senx cosx},yo=1

2. ¥yl —y=e¥y(0) = 0,y/(0) =1, (%, e "), yp = ;¥

3.y —ay/ 4 2y = 2x.y(0) = 1,3/ (0) = 0, {e*, Ez';L ¥ = ¥+3/2

4.yl =3y/ 4y = 4™ 3(0) = 0,y/(0) = 0, {¥, xe*}, yp = 4™

B, v/ +2y/ 4+ 2y = 6.9(0) = 1,9/(0) = 1, [e¥ cosx, e Fsen x}, yp=3

0. x"'}r"'-"' —2xv' + 2y =2x3 (1) = 2,911 =3, {x, ), xp =’ x>0

7. v 4y =2cosx.y(0) = 1,%/(0) = =1, {sen x, cosx}, y o = X 5€n X

8. ¥y +4xy' +2x=2lx+3.9(1) =2,9(1) =2, {x" ¥ xa=lnnx>0
a. Verifique que ambas:
y, (X) =ce*+ce*+2coshx
— 2 -
Y, (x) = d,e* +d,e**+ &>
son soluciones generales de la ecuacion diferencial

yi =3yl + 2y = 6e™*



Verifique que si las condiciones iniciales sony (0) =4, y/ (0) = 2
son aplicadas a cada una de las ecuaciones diferenciales ante-
riores, entonces ambas dan la misma solucién.

b. Verifique que ambas:

y,(X) = ¢, +cx+X2

y,x)=d, (1+x)+d,(1-x)+x*+3x+1
Son soluciones generales de la ecuacion diferencial y/”/ = 2.
c. Verifique que, si las condiciones iniciales y (0) = O, y/

(0) = 1, son aplicadas a las dos ecuaciones diferenciales,
entonces ambas tienen las mismas soluciones.




Vamos a continuar el estudio de la ecuacién diferencial:

24P )2+ Qu)y = f(x) (16)

Hemos demostrado que:

yX)=y,®*+y,®)
Donde y_ es una solucion particular de (16) y y, es solucion de
la ecuacion diferencial homogénea asociada:
d:}' . dy .
E +P {.’XT} K + Q{.’X-’}} =0 (16)

Hemos afirmado que:

Y, () =y, () +¢,y, (%)

Donde y, (x) y y, (x) son un conjunto de soluciones de (16). Vamos
ahora a introducir algunos conceptos importantes que van a hacer
usados algunas veces en el estudio de las ecuaciones diferenciales.

Para todo par de numeros u, V, consideramos primero la
pregunta préactica para resolver el Problema con Valor Inicial (PVI).
En general necesitamos encontrar las constantes c, y, ¢, en su orden
que satisfagan las dos condiciones iniciales:

V(X,) =1,

V(X)) =V,



Asumamos que:

Y (%) =¢,¥,(X) + ¢, y(x)

Las condiciones iniciales se satisfacen si:

U, =0y, (%) *6,, (%)
Y: (17)

vo=c, ¥ (xo) + 205 (x,)

El problema matematico de resolver para las constantes, consiste
en resolver un sistema de dos ecuaciones lineales para las incégnitas
C, Y C,. Los sistemas de ecuaciones lineales pueden tener una Unica
solucién, no tener solucidén o tener infinitas soluciones, dependiendo
de los coeficientes de las ecuaciones lineales. Las ecuaciones lineales
dadas anteriormente definen una recta en el plano (c, c,), estas tres
condiciones deben corresponder a la intersecciéon de dos lineas no
paralelas, o lineas paralelas que no se cortan o lineas paralelas que
coinciden. El resultado del andlisis que sigue depende de que si dos
soluciones de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas se escogen de tal forma que una no es multiplo de la otra,
entonces no es dificil resolver el sistema lineal y encontrar una unica
solucién de este sistema de ecuaciones lineales y la unica solucién
para c, y ¢, deben ocurrir. Este caso es dado en la siguiente figura.




Figura 2. Interseccién de dos rectas en el plano.

C: 4

(€1, c2)

]

L

Fuente. Elaborada por el autor.

Podemos resolver el sistema (17) para c, y ¢, de varias formas,
de todas maneras todas ellas son equivalentes matematicamente. Por
ejemplo, podemos eliminar ¢, multiplicando la primera ecuacion del
sistema (17) por ¥ (x,) y la segunda ecuacién por Yy, (X)), y luego
sustraemos. Este célculo nos da:

o1 [y o)yl (o) = y2(xodyd (o) | = ¥ (ko Jug — Y (xpdvy  (18)

Si [y txa)ix,) - vatxo)y](2,)] = 0, entonces el coeficiente de multiplica-
cion c, en (18) es cero y resulta que, o bien no habra una solucién para
las constantes o la solucién no serd dnica. Si [y teglydix,) - vz lrghy g = 0,
podemos resolver para ¢, y tenemos:

— }J;{I',?:qu - }'érlxa}”o
' {Jﬁ (xo )y () — ¥ (xo)y] [xu}]

[

Un célculo similar se da para calcular c,. En resumen, se tiene que:



Existe una unica solucién al problema con valor inicial dado en
(17) solo cuando:

[31 0074 (0) = 32 (xa)y] (xg)] # 0

Acabamos de descubrir el hecho de la teoria de las ecuaciones
lineales que nos dice que hay una solucién Unica del sistema dado en
(17) para C, y CZ, si y solo si el determinante de los coeficientes del
sistema es distinto de cero en x,, es decir:

Y1 ¥z

det [ = . "0
yil" },5' Y: =¥

El Wronskiano
Definimos el Wronskiano! W de dos funciones y,, y, como:

Y Y2 / /
Wlyyyzl = det[ / /] =N, —Yih
¥ ¥

Aquiy,, y y, son dos soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea de segundo orden:

d
d

Z+P 02 +QWy =0 (19)

Veamos ahora que el Wronskiano de dos soluciones y,, y y, de
la ecuacion (19), ellas mismas satisfacen la ecuacién diferencial lineal
de primer orden. A partir de que vamos a analizar el significado de ser
el Wronskiano cero, comenzamos calculando la primera derivada con
respecto a x del Wronskiano de dos soluciones y,, y, de (19):

W . . .
: i EO B B S B
X

=y -y i=y (-PYo- Oy} -yol- Py -y ) =-Ply -y v ] = - PW

Luego, el Wronskiano satisface la ecuacion diferencial lineal de
primer orden:

1 Héene Wronski (1778-1853) inici6 como soldado para convertirse, sucesivamente, en
matematico, filésofo y loco.




aw

dx ==Fw (20)

Donde P(x) es el mismo que aparece como coeficiente en la
ecuacion diferencial lineal de segundo orden (19).

La ecuacion diferencial lineal de primer orden para el Wronskiano
dada en (20) es una ecuacioén separable. Es decir que se puede resolver
usando el factor integrante. De acuerdo con lo visto anteriormente se
tiene que la solucién es:

W(x-:l — W[IQ:IE_ |:nP[EJdr (21)

La exponencial en esta ecuacion nunca es cero, W(x,) es una
constante, el Wronskiano esté evaluado en el valor inicial. Por lo tanto,
el Wronskiano W (x) es o bien siempre cero (si W (x,) = 0) o nunca
cero (si W (x,) #0). En todos los problemas, las dos soluciones de
la ecuacién diferencial homogénea son escogidas de tal forma que
W(x,)#0, y entonces w(x) #0. El Wronskiano surge en muchos lugares
en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales. Por lo tanto, la
ecuacion (21) va a ser muy util.

Hemos mostrado en la seccidn anterior que c,y, +'c,y, resuelve
la ecuacién diferencial lineal homogénea. Sin embargo, es posible
que no se pueda resolver el problema con valor inicial para esta
solucion. Para poder resolver este problema con valor inicial, lo
primero que se tiene que dar es que el Wronskiano de y,, y, tiene
que ser diferente de cero. Entonces dos soluciones y,, y, de una
ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden forman el
conjunto fundamental y se puede mostrar que ellas son linealmente
independientes, si'y solo si W(x,) = 0. Entonces el criterio para saber
si un conjunto de soluciones es fundamental basta con ver que su



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Wronskiano es diferente de cero. De lo anterior se sigue que todas
las soluciones de una ecuaciéon homogénea se pueden escribir como
una combinacién lineal del conjunto fundamental:

y h = Clyl + CZYZ

Y que la solucién general de la ecuacion diferencial no homogénea
(16) es de la forma:

Y(X) =Y,(X) +¢,y,(X) * ¢,Y,(%)

Ejemplo 2. Conjunto fundamental y problema con

valor inicial:

a. Muestre que {sen x, cos x} forman un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea:

y/+y=0 (22)

b. Encuentre la solucién general.
c. Encuentre la solucién del problema con valor inicial y (0) = 6,
y' (0) = 3.

Solucion:
a. Primero debemos verificar que y, = sen x, y y, = cos x satisfa-
cen la ecuacién (22). Se omite este paso, ya que este hecho
fue verificado en el ejemplo 1 para mostrar que {senx, cos x}
es un conjunto fundamental de soluciones, debemos ver que
Wy, y,] #0enx=0.0bserve que » = cosx,y ¥ = —senx,

Entonces:

Wiy = det[:rl{ﬂ} y2(0)
1 ¥zl =

01
= det ==1=0
HORHO! i ol

Luego {sen x, cos x} forma un conjunto fundamental de
soluciones.
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b. Como la ecuacién (22) es homogénea, su solucion general es
una combinacion de {senx, cos x}:

Y (X) =C senx+c, CosX. (23)

c. Para satisfacer la condicién inicial, primero calculamos la de-
rivada de la ecuacién anterior (23):

y/=c,cosX -, senx
Si la condicidén inicial se cumple, entonces:

y(0)=6=c,
v(0)=3=c,
Luego la solucién particular para el problema con valor inicial es:

y(X) =3 senx+ 6 Cos X.

Veamos ahora la forma general de la solucién para ecuaciones
diferenciales lineales de orden n:

d"-1ly

d®y
n () G+ n- () s

+ el 4aq(x) :—i+ ag(x)y = g(x) (24

la cual es muy similar a la ecuacién de segundo grado dada
en esta seccion. Vimos que para ecuaciones diferenciales de primer
orden, se tiene una constante arbitraria en la solucién general, y para
las ecuaciones de segundo orden se tienen dos. Entonces podemos
esperar que hay n constantes para las ecuaciones diferenciales
de orden n. La solucidén de (24) puede ser dividida en una solucién
particular y una solucién homogénea, al igual que para las de segundo
orden. Luego tenemos:



La solucién general de (24) es siempre de la forma:
Y () =y,(X) + €y,(X) + €,y,(X) *....+ €y, (X)

Donde:
1.yp(x) es una solucion particular de la ecuacion original 24.
{y;, ¥, v} es un conjunto fundamental de n soluciones

de la ecuacién homogénea asociada a (24) con g(x) = 0.
Es decir, existen n soluciones de la ecuacidon homogénea y
ellas son linealmente independientes. Es necesaria una defi-
nicion mas técnica (que omitimos) de independiente, que la
que hemos dado para el caso n = 2. También hay un Wrons-
kiano que implica el determinante de una matriz n x n.

2. La solucién general de una ecuacion diferencial li-
neal es siempre de la forma:

Y = €3,(%) + C¥,(%) ++k €.y, (%)

Donde {y,, y,.~"., ¥.} €s un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacién homogénea asociada a la ecuacion (24) con

g(x) = 0.




. En los ejercicios 1 al 7, use el hecho de que W #0 es
equivalente a que las soluciones de una ecuacion
homogénea forman un conjunto fundamental de
soluciones.

. Verifique que sen x, cos x son soluciones de y”/+ vy = 0.
Determinar si son un conjunto fundamental de soluciones.

. Encuentre todas las soluciones de la forma x" para x?y’’ -
By = 0 sobre el intervalo (0,%0) y determine si ellas forman
un conjunto fundamental de soluciones.

. Encuentre todas las soluciones de la forma rx™ para x?y//-
Xy +y =0 sobre (0 ,») y determine si ellas forman un
conjunto fundamental de soluciones.

. Encuentre todas las soluciones de la forma r™ para y”
- 4y’ + 4y = 0 y determine si ellas forman un conjunto
fundamental de soluciones.

Si'y, es una solucion sobre (0, «) de la ecuacion diferencial:

Xy +y+xy=0,y(1)=1,y(1)=1

Y. ¥, la solucion sobre (0, o) de

X'y +y+xy=0,y(1)=0,y (1)=-1

a. Verifique que {y,,y,} es un conjunto fundamental de soluciones

parab x?y” +y/ +xy=0.
b. Seay, la solucion de x2y” +y/ + xy =0, y(1) =2,y (1)
Encuentre constantes c, y ¢, tales que:



= G 8

6. Seay, solucion de:

y/+xy +y=0,y(0)=1,y(0)=2

Y. Y, la solucion de:
y7+xy +y=0,y(0) =1, y/(0) =-1

a. Verifique que {y,, y,} es un conjunto fundamental de soluciones
de:

y/+xy+y=0
b. Sea y, una solucion de:
y/+xy+y=0,y(1)=2,y(1)=0

Encuentre constantes c,, ¢, tales que:

Y3:Cly1+c2y2

7. Seay, una solucion de:

y/+py+qy=0,y(x)=1,y(x)=0

Y. ¥, la solucion de:

y/+py+qy=0,y(x)=0,y(x) =1

Verifique que {y,, y,} €s un conjunto fundamental de soluciones
y que la solucion y, de:

y/+py+qy=0,y(x)=a,y(x)=8

Es de la forma y, = a y, + By, (la importancia de este
gjercicio es que demuestra que un conjunto fundamental
siempre existe).




8. Més adelante vamos a derivar la férmula importante de
Euler:

e*=cos x +isenx

Donde i = +/=1. En este ejercicio, esbozamos una derivacion
diferente de la formula anterior.

Consideremos la ecuacién diferencial:

y/+y=0
a. Muestre que con x, y sen x son solucién de esta ecuacion.
b. Muestre que e* es otra solucién de dicha ecuacion.
c. Determine la combinacién lineal especifica de cos x, y
sen x que es igual a e *. (Ayuda: use la condicion inicial
que e * satisface).

9. Muestre que el Wronskiano de dos soluciones de la
., . . 42
ecuacion diferencial de y d—;+ xy = 0 es una constante.

10. Muestre que el Wronskiano de dos soluciones para
dy
dx?

+ gxy = 0, €S Uuna constante.

En los ejercicios 11 al 15, verifique que las dos funciones
son soluciones de la ecuacién dada, calcule el Wronskiano, y
compare con el Wronskiano obtenido mediante (21).

11. Cosxy,senxparay’+y=0

12. ey, e paray/-4y =0

13. ey, e paray”’-3y'+2y=0

14. xy, x? para x?y// - 2xy/ + 2y =0




15. x1y x? para x? y//+ 4xy/ + 2y = 0

16. Verifique que {sen 2x, cos 2x} forman un conjunto fun-
damental de soluciones para y/ +4y = 0.
Verifique y,(x) = sen (2x + f) es otra solucién de y”/ +
4y = 0. Encuentre ¢, y ¢, tal que:

n
sen (Zx + Z) = gy5en2x 4 c;c082x




En la seccidon anterior estudiamos la ecuacidn diferencial lineal de
segundo orden:

Dt P 2ty =g  (25)

Mostramos que la solucién general es de la forma:
Y (%) =Y,(X) + ¢,y,(X) + ¢,Y,(%)

Hasta este momento no se ha dado ningudn método para
encontrar las soluciones y,, y, de la ecuacién homogénea asociada, o
la solucion particular y . En efecto, no existe un método general para
obtenery,,y, Y,y , para todas las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden (salvo métodos numéricos). Caso contrario al estudio
de las ecuaciones diferenciales de primer orden, para las cuales hay
una solucién general que siempre se puede obtener mediante un
factor integrante. Los factores integrantes no existen para el caso de
las ecuaciones diferenciales de segundo orden.

El método de reduccién del orden muestra que si se tiene una
solucién y, de una ecuacion diferencial lineal homogénea, entonces
se puede obtener siempre la segunda solucion y, de dicha ecuacion
homogénea (sin embargo, no existe un método general para obtener
una solucion de la ecuacion homogénea en primer lugar). Vamos a
discutir el método para encontrar la segunda solucién, conocida la
primera.

Supongamos que deseamos resolver la ecuacién homogénea:

yHAPE)Y+QXx)y=0,  (26)



Y que tenemos la suerte suficiente como para saber una solucion
y, de (26). Mostraremos cémo se hace para reducir (26) a una
ecuacion diferencial de primer orden. La clave es buscar soluciones
de (26) de la forma:

y=uy,

Donde u es una funcion desconocida en la variable x, y, y, es
nuestra funcién solucién de la ecuacién homogénea (26) conocida.
Sustituyendo y = uy, en (26) para y, obteniendo:

(uy)) +P(x) (uy,)+Q(x) (uy,) =0

Usando la derivada de un producto y teniendo en cuenta que
(uy,)” es la derivada de (uy,)’, entonces:

{u 'y + z}rfw" + uy{r‘r} + P(x) {uf'\r1+uyf] +Qx)uy1=0
Agrupando de acuerdo a las derivadas de u:
v + (2y] + POy u! + (Jf{” + POy + Q{xjyl)u =0

Pero como y, es una solucion de la ecuacion, entonces
y{’ + P(x)y! + Q(x)y, = 0. Por lo tanto, la ecuacion anterior en términos
de u queda:

v + 2y + P(x)yu’ = 0 (27)

Ahora como y, y 2)//2 + P(x) y, son funciones conocidas de x,
haciendo:

w=u (28)

en la ecuacién (27), se tiene la ecuacion diferencial lineal
homogénea en w:

yiw' + {2}{ + Px)y)w =0
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Y esta es una ecuacion diferencial lineal de primer grado en w,
y se puede resolver mediante separacién de variables o por factor
integrante. Entonces de la sustituciéon dada en (28), podemos integrar
w para obtener u. Luego uy, nos da la segunda solucién para nuestro
conjunto fundamental de soluciones. Esto es?

B — [Py dx
Vi = ¥i(x) . >3
Vilx)

En lugar de continuar con el caso general, vamos ahora a ilustrar
el método de reduccién de orden mediante algunos ejemplos. Este
método funciona si el coeficiente principal de la ecuacion (25), es
decir el que acompana a la segunda derivada, es 1.

Ejemplo 3. Reduccion del orden:

Verifiqgue que y, = x es una solucién de la ecuacion diferencial de
segundo orden:
zdly dy _
X ﬁ+3xz—3}'—ﬂ, x=0 (29)
Usando el método de reduccion del orden encuentre la segunda
solucién y de la solucién general.

Solucion:
Como y, = x, entonces se tiene que:

dﬂ -_— —d2y1 = ﬂ
dx R F
Luego:
L N R S T P
xdxz+3xdx 3y=3x-3x=0
2 El método de reduccién del orden para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden es atribuida al matematico Francés Jean Le Rond d’Alember (1717-1783).




Es decir, que y, = x es una solucion. Sea:
y=uy,=u.x

Sustituyendo y en (29), se tiene que:
22 (ux) + 3x(ux) = 3(ux) =0
Derivando al usar la regla del producto, se tiene:
22 (ulx + 20’ )+ 3x(u'x +u) - 3ux =0

Reagrupando los términos, vemos que los términos se cancelan,
y obtenemos:

x3ull + 552w =0
Haciendo w = u/, y dividiendo por x3 tenemos:

txv ="

Esta es una ecuacion lineal homogénea de primer grado. Ella se
puede resolver por separacién de variables o por el factor integrante.
Si procedemos por separacién de variables, se tiene:

J’dw_ J’Ed
dx xx

Al integrar (asumiendo que x> 0) tenemos:

Inlw| = —5Inx + ¢,

Resolviendo para w, se obtiene:
w=gx*®

Pero como w = U/, entonces:
u' =g’

Integrando para encontrar u, tenemos:

L= - -
u==x"*+c,=ax ‘4o,
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Finalmente, como x = wy,= u x = ax® + ¢, x. Esta es la solucion
general. La segunda solucién previamente desconocida es t2. Cuando
se aplica correctamente, la reduccién de orden siempre nos daré la
solucion general, que es una combinacion lineal de las dos soluciones.
La figura 3 nos muestra algunas soluciones para diferentes valores
de C,yC,.

Figura 3. Gréfica de algunas soluciones para varios valores de las constantes.

<
)
S

-15

-20
Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 4. Solucion con integral definida:

Verifique que y, = x es una solucién de la ecuacion diferencial de
segundo orden:

y/-xy+y=0

Encuentre la segunda solucién, y dé la solucién general.

Solucion:
Como y, = x, entonces se tiene que:

Luego se tiene: -x + x = 0.




Sea ahora y = u.y, = u X, sustituyendo en la ecuacion dada, se
tiene:

(uy)’-x (uy,) +uy, =0

calculando la derivada, al usar la regla del producto.

u’x+2uv)-x (W +u)+ux=0

De nuevo los términos en u se cancelan, como se puede
demostrar que sucede en general, para dar:

u/+@2-x)u'=0

Sea w = U/ y dividiendo por x para obtener la ecuacién diferencial
lineal de primer orden:

dw

La cual se puede resolver por separacion de variables o por
factor integrante. Usando el método del factor integrante, tenemos:

2,5
=x ‘ez

2

W= L_ﬂﬂ—fl{x—x]dx -

—2inx+lx?
=, z

Como w = U/, entonces:

r?
=g x e

Para calcular la antiderivada se requiere de unaintegral indefinida
para encontrar u:

2
x _ x
use¢ [y x%erdx + o

Finalmente tenemos:

2
x _ x
Y=uyi=ux=cx [[xPerdx + cpx
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Esta es la solucién general. Es una combinacion lineal de las dos
soluciones de la ecuacion diferencial homogénea dada. El método de
reduccion de orden se ha utilizado para obtener la segunda solucién:

<
ye=x [ x ez dx
Ejemplo 5:
Encuentre una solucién de y”/ - 2y/ + y = 0 de la forma e"™*

Use la soluciéon de la parte a para encontrar un conjunto
fundamental de soluciones para y” - 2y/ + y = 0, usando reduccién
del orden.

Solucion:
Seay = €™ y sustituimos en:

y// - Zy/ + y = 0
Para obtener:

rle™— 2re™+e™=0

r2— 2r+l
Luego:

(r-1)*=0, es decir que r = 1, luego e* es una solucién de la
ecuacion diferencial dada.

Tenemos una solucion y, = e* de la ecuacion dada. Usaremos el
método de la reduccion del orden para encontrar la segunda solucion.
Seay = uy, = u e* Se tiene entonces que:



(ue*)’’— 2(ue*)’'+y=0
Usando la derivada del producto, se tiene:
(u”e*+2u’e* + ue*) — 2(u’e*+ ue*)+u=0

Los términos en u se cancelan, tal como se ha visto en los
gjemplos anteriores. Pero ademds en este ejemplo (aunque no en
todos los casos), los términos u’ también se cancelan, luego se tiene
que:

u’ex =0, luego u” = 0

Calculando la antiderivada dos veces, tenemos:

Entonces:

Y=uy =(cx+c,)e" =cxe+c,e

Esta es la solucidon general de la ecuacién dada. Un conjunto
fundamental de soluciones puede ser {e*, x .




La figura 4 muestra algunas soluciones para algunos valores de
C,yC,

Figura 4. Gréfica de un conjunto de soluciones de la ecuacién diferencial del ejer-
cicio anterior.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Resumen del método de la reduccion del orden

El método de la reduccidon del orden puede ser usado para
encontrar un conjunto fundamental de dos soluciones de una
ecuacion homogénea y”/ + P(x) y/ + Q(x) y = 0, dada una solu-
cion de la ecuacion y,, de la siguiente forma:

1.Seay =uy, y sustituimos en y” + P(x) y/ + Q(x) y = 0.

2. Estoconduce aunaecuacionde segundoordenlinealenucon
solo términos en u’/y u/. Se hace w = u para obtener una ecua-
cién diferencial lineal de primer orden en w.

3. Se encuentra una solucién diferente de cero para w, median-
te separacién de variables o el método del factor integrante.
4. Sea u la antiderivada de w.

5.Seay, = uy,. Entonces {y,, y,} es un conjunto fundamental
de soluciones para y” + P(x) y/ + Q(x) y = 0.




En los ejercicios 1 al 8, verifique que la funcion dada y, es una solucion
de la ecuacion diferencial homogénea dada. Luego use el método
de reduccién del orden para encontrar el conjunto fundamental de
soluciones y la solucidn general para la ecuacién diferencial. Los
egjercicios 7 y 8 requieren integrales definidas.

J—

X2yl 4+ 3xy/ +y=0,y, =x!

2. x2y" + bxy’ +3y = 0, y, = X!

3. y/+10y' +25y =0, y, = ™

4. xy"-(1T+x)y +y=0y, =¢e"

5. xy/+(x-1)y -y=0,y, =x*

6. y/ +6y/ + 9y =0, y, = x*

7.y +xy -y=0,y, =X

8. 2y +xy! - 2(14x) y = 0,y = X2

En los ejercicios 9 al 12, encuentre una solucion y, de la
ecuacion diferencial dada de la forma x" para alguna constante r.
Luego encuentre una segunda solucién por reduccién de orden.

9. x?y - 3xy/ + 4y =0

10. x2y” + 5xy/ + 4x =0

11, x2y/ + 7xy/ + 9y = 0




12. x?y/ -bxy/ + 9y =0

13. Encuentre una solucién de y/ + 4y = 0 de la forma sen
(r x) para alguna constante r. Luego encuentre la solucién
general de y”/ + 4y = 0 por reduccion del orden.

14. Encuentre una solucién de y// + 16y = 0 de la forma sen
(r x) para alguna constante r. Luego encuentre la solucién
general de y/ + 16y = 0 por reduccién del orden.

En los ejercicios 15 al 19, encuentre la solucion y, de la ecuacion
diferencial dada en la forma x™ para alguna constante r. Luego
encuentre una segunda solucion y la soluciéon general por reduccion
del orden.

15. y7-4y/ +4y =0

16. y/-6y +9y =0

17. y7+2y' +y=0

18. y/ -5y +6y=0

19. y/ -4y =0

20. Verifique que y,(x) = x es una solucién de (Ecuacién de
Legendre de orden uno) (1 - x?) y/ - 2xy’ + 2y = 0 sobre
el intervalo (-1, T). Encuentre la solucién general sobre el
intervalo (-1, 1). Nota: las integrales son un poco mas difi-
ciles, pero se pueden trabajar usando las técnicas vistas.

21. Usando el método de reduccién del orden, encontrar
la férmula general para la solucién de segundo orden y//
+P(x) y/ + Q(x) y = 0, siy, es una solucion conocida.




Las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
forman una clase de ecuaciones que aparecen tanto en modelos
fisicos como en aproximaciones de ecuaciones diferenciales mas
complicadas. Aplicaciones a circuitos eléctricos y sistemas mecani-
cos que usan este tipo de ecuaciones diferenciales, seran dadas en
secciones mas adelante.

En esta seccidn consideramos las ecuaciones lineales de segundo
orden homogéneas, con coeficientes constantes, de la forma:

ay’+by +cy=0

Donde los coeficientes a, b y ¢ son nimeros reales constantes y
a= 0. De las secciones anteriores sabemos que la solucién general de
ay’ + by’ + ¢y = 0, puede ser dada en la forma:

y = Clyl + C2y2
Donde {y,. y,} es un conjunto fundamental de soluciones para

ay’ + by +cy=0.

Recordemos que la ecuacion diferencial lineal de primer orden
homogéneo con coeficientes constantes de la forma:




Su solucidn por el método de variables separables esta dada
pory=e™

Este hecho también se va a aplicar a las ecuaciones diferenciales
lineales homogéneas de segundo orden y de orden superior con
coeficientes constantes.

La clave para encontrar dos soluciones de las ecuaciones
homogéneas lineales {y,, y,}, es suponer que una de las soluciones es
de la forma y,=e™, donde r es una constante. Sustituyendo y = e ™ en
la ecuacién ay” + by’ + cy =0, nos da:

a(erx)//+b(erx)/+ceex=0

Y derivando, se tiene;

ar’e®+bre™+cr™*=0

Factorizando e™, y dividiendo por dicha expresion, que es
diferente de cero, se obtiene:

ar’+br+c=0

La ecuacién ar2 + br + ¢ = 0 es la ecuacidn caracteristica de:

ay/+by+cy=0

El polinomio ar? + b r + ¢ = 0 es llamado el polinomio caracte-
ristico de:

ay/+by+cy=0

Todos los pasos anteriores se pueden reversar, y por esto se
tiene que:

Si r satisface la ecuacion caracteristica ar?+ br + c =0, en-
tonces e * es una solucién de ay” + by’ + cy = 0.




Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Recordemos que todo polinomio de segundo orden tiene dos

. 2 . 2 —b4vhE-dac
raices. Para ar? + b r + ¢ = O, las raices estan dadas por r = ————.
Hay tres casos, dependiendo de si b2 — 4ac > 0,b* — 4a = 0, b* = 4ac < 0.

Caso 1. Ecuacion caracteristica con dos raices reales y
distintas (b> — 4ac > 0)

Supongamos que la ecuacién caracteristica ar?> + b r + ¢ = O tiene
dos raices reales distintas r,, r,. Entonces por la conclusion anterior
se tiene que e™*y, e™3 son dos soluciones de ay”/ + by +cy=0.
Estas soluciones® forman un conjunto fundamental de soluciones, es
decir w (e"*,e"") # O Entonces:
y=cerftee’’

Donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias determinan la solucion

generalde ay’ + by +cy=0.

Ejemplo 6. Raices reales distintas:

Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial lineal homo-
génea de segundo orden con coeficientes constantes:

y/-y-20y=0

Solucion:
Sustituyendo y = e ™, en la ecuacion diferencial, obtenemos la ecuacion
caracteristica r? —r - 20 = 0. Factorizando esta expresién obtenemos:

rP-r-20=(r—5)(r+4)=0

Luego existen dos raices reales distintas r, = 5, r, = -4. Entonces
e>, y e* son funciones solucién y la solucién general es:

3 Las soluciones exponenciales inicialmente las quiso resolver Leonhard Euler (1707-1783),
uno de los més grandes mateméticos de todos los tiempos, ademds de los mas proliferos a todas las
ramas de la mateméatica.
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y= CleSX + Cze—4x,

Donde c, y ¢, son constantes arbitrarias. La figura 5 nos muestra
algunas curvas para diferentes valores de C, y C,..

Figura 5. Gréafica de algunas curvas solucién de las soluciones de la ecuacién difer-
encial dada.

|
) =
|

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 7. Raices reales distintas:

Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial lineal
homogénea de segundo orden con coeficientes constantes:

y//+4y/=0

Solucion:

Por sustitucion y = e™ encontramos que la ecuacion caracteristica
es r’+4r = r(r + 4) = 0. Luego hay dos soluciones reales distintas r =
0, r =- 4. Un conjunto fundamental de soluciones de esta ecuacién
serd {1, e*} ya que e°* = 1. La solucion general es:

= -4Xs = -4x
y=c.l+ce™=c +ce

Donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Figura 6. Curvas solucién para la ecuacion diferencial dada.

i
=

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Caso 2. Ecuacion caracteristica que tiene una sola raiz de
multiplicidad dos (b? — 4ac = 0).

En este caso se tiene que la ecuacidn caracteristica solo tiene una raiz
repetida r,. Luego solamente se tiene una sola solucién de la ecuacion
diferencial y, = e~ La segunda solucién se puede encontrar por el
método de reduccioén del orden, tal como se vio en la unidad anterior.
Daremos un ejemplo para ilustrar este caso y motivar el caso general.
Sin embargo, mostraremos que el método de reduccidén siempre
produce el mismo tipo para la segunda solucién, de modo que no
serd necesario llevar a cabo la reduccién cada vez que se resuelve una
ecuacion diferencial.

Ejemplo 8. Reduccion del orden:

Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial lineal homo-
génea de segundo orden con coeficientes constantes:

y/-6y+9y=0

Solucion:
Sustituyendoy =e*eny” -6y’ + 9y = 0, encontramos que la ecuacién
caracteristica es r2 = 6r + 9 = (r - 3)2 = 0. Luego r = 3 es una raiz




de muiltiplicidad 2. Por lo tanto, una solucién es e*. Para encontrar la
segunda solucién, usamos el método de reduccion del orden. Sea y = ue®
y sustituimos en la ecuacion diferencial para obtener:

(ue™y’- 6(ue™y +9(ue*) =0

O, derivando, se tiene:

(u’e>*+6u'e®™ + 9ue*) - 6(u/e™ + 3ue™) + Jue™> =0

Observe que los términos en u se cancelan, tal como sucedié
en la seccion anterior de reduccién del orden. Los términos en u/
también se cancelan, para obtener:

we*=00,u"=0

Calculando la antiderivada dos veces, tenemos:
u=cX+c,
Luego la solucién general es:

- 3X = 3x 3x
y=ue C, xe + ce

La figura 7 nos muestra algunas curvas para valores arbitrarios
de C,yC,.

Figura 7. Graficas de algunas curvas solucién.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Observe que e* es una solucién y que la segunda solucién es
xe*, De este resultado podemos generalizar, en la siguiente forma:

Resumen de raices repetidas
Cuando y, = e"* es una solucién de ay” + by’ + cy =0,
que corresponde a una raiz repetida, una segunda solucion
es siempre de la forma:

y,=xe} (30)

En el siguiente ejemplo no se usara el método de reduccion, sino
que directamente aplicamos el resultado anterior.

Ejemplo 9. Raices repetidas:

Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial y”/ + 2y’ +y = 0.

Solucion:

Sustituyendo por y = r ™, encontramos que la ecuacion caracteristica
esir?+2r+1=(+1)2=0.Luegor =-1 es una raiz de multiplicidad
dos. Una solucion de la ecuacion homogénea es entonces y, = e* Como
la raiz es repetida, la segunda solucién de acuerdo al resultado anterior
es x e* Luego la solucién general de la ecuacién homogénea es:

= -X X
y=ce*+cxe

Donde c, y ¢, son constantes arbitrarias.

Ejemplo 10. Raices repetidas para ecuaciones

homogéneas de orden superior:

Encontrar la solucién general de:

y O- 3y@ + 3y® - y@ =
Donde y'"'= A
dx"




Solucion:
La ecuacidn caracteristica es:

-3t + 30 -2 =r}(3-3r2 + 3r- 1) =r¥(r- 1)*=0

Luego hay dos raices reales distintas r = 0, 1, de multiplicidad
2 y 3 respectivamente. Usando nuestro resultado (30), la raiz O de
multiplicidad 2, significa que:

{eO.x, XeO.x} = {1, X}

Es el conjunto fundamental de soluciones. La raiz r = 1 de
multiplicidad 3 significa que el conjunto {e*, xe*, x?¢} es el conjunto
fundamental de soluciones. La solucidn general estara dada por:

= X X 2 pX
y C1+C2X+Cze +C4X6 +C5X e

Donde c,, ¢,, C,, C,, Yy C, SOn constantes arbitrarias. La figura 8
nos muestra algunas gréaficas solucion para valores arbitrarios de las
constantes.

Figura 8. Gréfica de la ecuacion de la solucién de la ecuacion diferencial.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Caso 3. Ecuacion caracteristica tiene dos raices conjugadas
(b? — 4ac < 0)

Como la ecuacién diferencial:
ay’+by+cy=0 (31)

tiene coeficientes constantes, las soluciones existen en la forma
e™ si r satisface la ecuacién caracteristica:

ar*+br+c=0

Si b? - 4ac < 0, entonces las raices son numeros complejos.
Supongamos que:

r,=a+if@=-1)

Donde a y f§ son nimeros reales, es una raiz compleja de (31) y
la ecuacion es de orden dos, entonces la segunda raiz r, tiene que ser
la conjugada de r,. Es decir que:

r,=a—1if
La solucidn general de (31) se puede representar por la combi-
nacion lineal de estas dos exponenciales complejas:

y= ae™* + pe2* (32)

Sin embargo esta no es una solucién muy util para algunos pro-
blemas de la fisica, ya que e "*, como e ’,* involucran numeros com-
plejos. Podemos reemplazar {€e " % e",*} por un conjunto fundamental
de soluciones diferentes. Las constantes en (32) son denotadas por a
y b para distinguirlas de C, Y C,, usadas en las otras soluciones.

Las exponenciales complejas satisfacen las propiedades alge-
braicas usuales de las exponenciales. e™1 = e(®*"#* = e@%el* | yego la
solucién general (32) se puede escribir:




y= Eeaxei,ﬁx + Eeaxe-mx

y = e (ae'* + be~'F¥) (33)

Esta solucién sigue siendo no real. Sin embargo, por la férmula
de Euler:

e!f% = cos fix + i sen fix

Se puede mostrar que una combinacién lineal de eX#* es

equivalente a una combinacion lineal arbitraria de cosijixi v senifiv) . Luego
(33) se puede escribir como y = e™ (¢, cos fx + c;sen fx). En resumen:

En el caso de raices complejas, a+if la solucién gene-
raldeay”+ by +cy=0,estd dada por:

y==e"™(c, cos fx + cysen fx) = = e™¢, cos fx + ¢, e™sen fix

Para entender este resultado se requiere un mejor trabajo sobre
los nimeros complejos.

Formula de EULER
La relacién entre la exponencial compleja y seno y coseno se sigue de
la formula de Euler*:

e'? = cosf + isend  (34)

Una importante relacion adicional se obtiene de reemplazar &
por - 8 en la ecuacion anterior y usando el hecho de que el coseno es
una funcién par y el seno impar, se obtiene:

e ¥ = cos@ — isen6 (35)

4 Recordemos que la férmula de Euler se derivé de los desarrollos de las series de Taylor de
cada una de las funciones que intervienen.



Para explicar la férmula de Euler, asumimos la serie de Taylor
para la funcion exponencial real, es decir:
x = L I AT
e—l+x+2|+3!+41+ (36)
Es vélida también para la funcién exponencial compleja. Es decir,
podemos reemplazar a x por i# en (36) para obtener:
92 33 H-‘-

1 - Y
S TR TR
Asociando la parte real y la parte imaginaria, tenemos:

. f gt 3 5
er = 1—E+E+m + i E—§+E+"'"

La férmula de Euler se sigue de las series de Taylor para cos &

Yy sen #&.
z L]
Cosf=1-24+L 4.
FTRRT

g 8"
Sen|9=ﬁ'——+;+~--..

3l

Para la aplicacion en las ecuaciones diferenciales 8 = fx

Tenemos de la ecuacién (33) que la solucién general de la ecua-

cién diferencial es:
v = e**(ge'f* 4 petfx)

La combinacidn lineal de exponenciales complejas, que aparece
en esta ecuacion pueden ser relacionadas con cos f8xy, sen fx, usando

las férmulas de Euler, como sigue:
de'f* 4 he~P* = @(cos fx + isen fx) + bicos fx — isen fx)

Agrupando los términos en cos f5x y, sen fSx, obtenemos:

aefx + he P* = ¢ cosf + cosenfix (37)

Donde:
c,=d+bye,=ila—b)
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La ecuacién (37) muestra que:

Una combinacion arbitraria de e'f* y, e~i#=:
aetfx 4 ho-iFx
es equivalente a una combinacién arbitraria de la forma de
cos fix y, sen fx;
cycosfix + cysenfix

Una forma alternativa de obtener esto mismo es usando las
formulas (34) y (35) y la adicidn y sustraccion de la siguiente manera:

Cosf = ~elf 4 2e-10
z F
(38)

1 1 -
Senf = —glf — —p-18
i 20

Por ejemplo, cos # estd dado como una combinacién lineal
deeve ™ Si hacemos &= fx, en (38) y multiplicamos por e,
obtenemos:

1 1
e“eosfx = e** EE elfx 4 Ee“ﬁ")

(39)

1 1
e senfix = e™* (_Eiﬁx — _E—Eﬂ_t)
& 2i 2i

Como el lado derecho de las ecuaciones (39) son combinaciones
lineales de las soluciones homogéneas, entonces e**cosfix y e senfix,
son también solucionesde ay” + by +cy=0.

Ejemplo 11. Raices complejas:

Encuentre la solucién general de:

y/+y+y=0




Solucion:
Sustituyendo y = e™, vemos que la ecuacién caracteristica es r + r +
1 = 0. Por la férmula cuadrética, las raices son:

-1+V1-4 1 V3
r= ——————== =t i—
2 2 2

W3

Como (- 3= )x _ - ¢, i )x, tenemos:

1. V3 1. V3
¥ = €& & cos TI + 8 T sEN ?x
Es la solucion general de y”/ +y/ +y = 0.

, 1, .43 .,
Tenga en cuenta que la raiz -;+t5 no da la solucion
- 11 '."ﬁ 2 H S —lx \"E —lx w3
e”cos(2x). Més bien, el par de solucion e #cos (Lx), e+ sen (x)
proviene del par de raices:

Bl
2 2 2

Figura 9. Gréfica de algunas soluciones de la ecuacién diferencial.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 12. Raices imaginarias puras:

Encontrar la solucién general de y”/ + 4y = 0.

Solucion:

Sustituyendo a y= e™, vemos que la ecuacion caracteristica es r? + 4
=0, luego lasraicessonr=a xiff=+2i Luego a =0, =2, y el
conjunto fundamental de soluciones es:

{e%cos2x = cos2x, e%*sen2x = sen2x)}

La solucién general es:

y =, cos2X + ¢ ,sen2x.

Para terminar, podemos resumir todo lo visto en esta seccién de
la siguiente forma:

Solucion de ay” + by’ + ¢y = 0 con a, b, ¢ constantes reales
Primero se encuentran las raices r, y r, de la ecuacion carac-
teristica ar? + br + ¢ = 0.
Se tienen tres casos:
1.Sir,, r, son raices distintas y reales, entonces la solucion
general es de la forma:

¥ = e 4 e’
2.Sir, =r, es una raiz repetida o de multiplicidad dos, la so-
lucién general es:

¥ =cie"* 4 oy e™¥
3.Sir,, r, son raices complejas, ellas son un par conjugado:

n=atifn=a—Iiff
La solucidn general es:

¥ = cie™cosfx + cesenfix
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Ejemplo 13. Obtener una ecuacion diferencial a partir

de una solucion:

Encontrar una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo
orden con coeficientes constantes que tiene como solucién general

cre ¥ 4 oy e

Solucion:

cre” ™ + ce 7™ es una solucidn general sir =-3y, r =-2 son las raices
de la ecuacién cuadratica. En este caso la ecuacién caracteristica
tiene que ser de la forma:

[r=(=3)][r-(=2)]=(r+3)r+2)=r*+5r+6

Esta ecuacion corresponde a la ecuacién diferencial:

y/+5y'+6y=0

Observe que 2y’ + 10y’ + 12y = O puede ser otra respuesta
correcta, ya que las raices del polinomio caracteristico difieren en una
constante con el polinomio anterior.

Figura 10. Gréfica de algunas soluciones de la ecuacion diferencial dada.

-

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




En los ejercicios 1 al 33, resuelva la ecuacion diferencial. Determine la
solucién general si no se dan las condiciones iniciales.

1.y/+y' -6y=0

2. y/-y=0

3. y'+y=0

4. y'+ 4y + 4y =0

5 y7"+ 4y +5y =0

6. y/-2y+y=0

7.y"-3y'+y=0

8 2y +2y' +y=0

9. y/-y'=0

10. 4y + 8y + 3y =0

11. 3y’ =0

12. y/-2y' +2y =0

13. 3y’+ 2y’ -y=0

14, y/ +9y =0,y(0) =1,y/(0) = 1




15.

y’+y/ -2y =0,y(0) =0,y/(0) =1

16.

2y + 12y + 18y =0,y(0) = 1,y/(0) =0

17.

2y’ + 4y =0

18.

3y - 24y’ + 45y = 0

19.

2y + 8y’ + 25y = 0,y(0) =2,y/(0) =0

20.

y/- 16y =0

21.

y/+10y/ +25y=0

22.

2y + 3y/ = 0

23.

y/- 14y’ + 49y =0

24.

y/+ 4y’ + 20y =0

25.

y’-6y/ + 25y =0

26.

y'+y'+y=0

27,

y’-12y=0

28.

y/+ 2y +8y=0

29.

y/+ 4y + 8y =0

30.

y/+ 10y = 0.

31.

y'+8y=0

32.

y'l+ 06y +7y=0




33. Suponga que r es un nuamero real. Verifique que e™, xe™
forman un conjunto fundamental de soluciones.

34. Suponga que @« f son numeros reales y g = 0. Verifique
que e“* cos fx, e“*senfx, Torman un conjunto fundamental
de soluciones.

35. Suponga que 1 # r,. Verifique que {e"*,e™*} forman un
conjunto fundamental de soluciones.

36. Muestre que si ar? + br + ¢ = 0, tiene la raiz repetida r,,
entonces ar? + br + ¢ = alr — )%,

37. Usando el método de reduccion del orden y el gjercicio
37, muestre que sir, es unaraizrepetidade ar? + br +c = 0
entonces xe™*, es una solucién de ay” + by’ + cy = 0.

38. De las soluciones de los ejercicios 1 al 33, encuentre un
ejemplo en el cual aparecen raices repetidas y encuentre
la segunda solucién por el método de reduccién del orden.

En los ejercicios 39 al 49, determine una ecuacién diferencial
lineal homogénea de segundo orden, que tenga como solucion las
expresiones dadas.

39. y=ce3* + cpe™

40. y=ce”* + c,e”

41. y=c,e** + cyxe™

42. y=c e3* + cyxe

43. y=c¢; +c,e”>*




44,

y=c;5en 4x + ¢, cos4x

45.

y=c,e *sen 2x + c,e”* cos 2x

46.

y=c,e**sen 3x + c,e%* cos 3x

47.

y=ce?*sen 3x + c,e?* cos 3x

48.

¥Y=04 +C2x

49.

y =c;5en 2x + ¢, cos 2x




Con unos pequenos cambios, podemos usar las ideas previas para re-
solver ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes
constantes de orden n de la forma:

Gy ™t ay  y Y b @y tagy =0 (40)

iy _db . .
Donde »“ =2%. El procedimiento para la solucién de la

ecuacion (40) se resume en el siguiente algoritmo:

Procedimiento para resolver la ecuacion diferencial

(n) (n—1) / —
ay™”+a |y + ... + a,y/+,a,y=0, cuando a ,a_,,...,a, son
constantes

1’

1. De la ecuacion caracteristica a,r™ + a,_;7" '+ +a;r+a, =0
se determinan sus raices y sus multiplicidades. La ecuacién
caracteristica se puede encontrar por sustitucion de y =e™.

2. Un conjunto fundamental de soluciones de (40) esta
determinado como sigue:

a. Si r=m es una raiz de multiplicidad m, entonces las m
funciones:

[eT¥ xeiX ...,xm_IET’x } (41)

son el conjunto fundamental de soluciones.
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b. Si r=a £ fi, es un par de nimeros complejos conjugados de
raices y cada uno de ellos tiene multiplicidad m, entonces se
tienen 2m funciones:

{e**cosfix, e“ senfix, xe" cosfx, xe® senfix, .., x™ Lo rosfx, k™ Ve senfix}

En el conjunto fundamental de funciones. Si a + i es una raiz
de multiplicidad m.

Entonces @ — Bi tiene que ser una raiz de multiplicidad m, ya
que ay,ap—1, ., 8 SON constantes.

Ejemplo 14. Raices imaginarias repetidas:

Encontrar la solucion general de y*) 4 2y// 4y = 0.

Solucion:

La ecuacién caracteristica es r'+2r’+1=(r? + 1)> = 0, que se puede
encontrar por la sustituciéon y=e"™. Luego r = +i son raices complejas
conjugadas de multiplicidad 2. En la notacién de la forma a +if se
tiene:

[=0+1., luego a = 0y ff =1

Dos soluciones son: cos x, sen x correspondientes a las
raices r = *i, como las raices complejas tienen multiplicidad 2, dos
soluciones linealmente independientes son x sen x, x cos x. Entonces
un conjunto fundamental de soluciones es:

{cos x,sen s, x sen x, x cos x}
Por lo tanto, la solucién general:

Y =€ COSX + C35€N X + C3XSen X + C4X COsX
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Figura 11. Algunas gréficas solucién de la ecuacién diferencial dada.

.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 15. Raices repetidas:

Encuentre la solucion de la ecuacién diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes, si las raices de la ecuacién caracteristicas
son conocidas como r=7 + 3i, de multiplicidad dos, r=+4i,yr=5.

Solucion:
Como se tienen 7 raices, la solucién general es una combinacion lineal
de 7 soluciones homogéneas usando siete constantes arbitrarias:

y=cpe " Fsen 3x + ;e cos 3x + cqxe Fsen 3x + cyxe"Foos Ix + cpsen dx + cpoos 4 + cpeF



En los gjercicios 1 al 23, encuentre la solucidon general. Aqui y™ denota
la derivada n - éssima de y.

1. y/-6y’ + 12y- 8y =0

2. Y+ byl -4y =0

3.y -byl+4y =0

4. YW+ 8y/ +16y =0

5 yl+yl-2y=0

6. Y@- 2y// = 0

7. y9 + 4yl 6y + 4y/+y =0

8. y///- 2y// - y/+ 2y =0

9.y-3y=0

10. yi+ 4y =0

11. y+ y/-2y =0

12. Y@ 44y // +4y = 0

13. y“+ 4 y/iiy+ 8yl + By/+ 4y =0

14. y'+ 3y + 3y'+y =0




15. y® -4 ylily 6y - 4y/+ y =0

16. YO 4+ 4y@ + 3y//+ y =0

17. YO - 4y 4 3y//-y =0

18. y - 16y = 0

19. y#®-y=0

20. Y9+ 3y // +2y/ = 0

21. Y®+50y // +625y = 0

22. 3yl+ 4y =0

23. Y43yl + y- 5y =0

En los ejercicios 24 al 33, es dada la soluciéon general de una
ecuacion diferencial. Escriba una ecuacion diferencial lineal homogénea
con coeficientes constantes que tiene esta solucion general.

24, y= ¢+ cax +€3%% + cgx*t

25. y= ce e 4y

26. y = cie¥sen 2x + czeTcos 2x + cze ™ + cyxe T

27. ¥ = cy5en 5x + caco8 5x + c3x sen 5x 4 ¢,x cos Sx

28. ¥ = cie¥ 4 e 4 cge*

29. ¥ = e T+ cxe T +egxte™*

— X X =X x
30, ¥ = 1" tcaxe” +oye +cyxe




31. y= cie¥senx + c,e*cos x + cqxe*sen x + cyxe” cosx

32, ¥y = cie¥ + cze%* + g’ + e

33. y= ci5enx + C;C05 X + C3X SEN X + C4X COS X

34. Encontrar todas las soluciones de y//- 3y’ + 3y-y =0
de la forma e™. Luego encuentre la solucién general por el
método de reduccién del orden. Compare su respuesta con
la obtenida usando (41).

En los ejercicios 25 al 32, se dan las raices de la ecuacion
caracteristica de una ecuacion diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes. Encuentre la solucién general de la ecuacién
diferencial.

35. 8 de multiplicidad 4,y 8 £7i .

36. 3 = 8i, de multiplicidad dos.

37. 4 £5i, 5i, cada una de ellas de multiplicidad dos y o de
multiplicidad tres.

38. £5i de multiplicidad dos, i y O.

39. 2 %1, de multiplicidad tres.

40. 7 £ 30,7y -7 £3i

41. 6 = 2i, —2 + 61 y +6i de multiplicidad dos.

42. 3 £5i,—3 £ 5i y 0 de multiplicidad cuatro.




Como se ha sefialado en la seccién 8.1, la solucién general de la ecua-
cién diferencial:

ay’+by +cy={(x)

Donde a, b y ¢ son constantes con a # 0, puede ser escrita en
la formay (x) =y (x) + c,y,(X)+c,y,(x), donde y, y y, son soluciones de
la ecuacion diferencial lineal homogénea asociadaay” + by’ +cy=0
Y'Y, €s una solucion particular de ay” + by’ + ¢ y = f(x). La ecuacion
homogénea ya fue resuelta en la seccién 8.4. En esta seccidon vamos
a dar dos métodos para encontrar la solucion particular y_. El método
de los coeficientes indeterminados que se va a dar inmediatamente.
El segundo método de variacion de pardmetros que sera discutido en
la seccidn siguiente.

El método de los coeficientes indeterminados es usado para encontrar
una solucion particular para una ecuacion diferencial lineal con
coeficientes constantes:

ay’+by+cy=f(x) (42)

Donde a, b y ¢ son los coeficientes constantes y f(x) es uno de
los siguientes tipos de funciones:



1. F(x) = polinomio.

2. F(x) = exponencial = e*.

3. F(x) = sinusoidal = sen fx, 0 cos fsx.

4. F(x) = productos de funciones de tipo 1, 2, 3.
5. F(x) = combinacién lineal de 1, 2, 3, 4.

Procedimientos ligeramente diferentes se utilizan en el método
de coeficientes indeterminados, para encontrar solucion particular en
términos del tipo de funcion de fuerza f(x). Empezamos cuando f(x)
involucra un polinomio o una funcidon exponencial. Para entender el
procedimiento o técnica de este método empecemos mirando unos
ejemplos.

Primer paso: el primer paso para entender este método
de coeficientes indeterminados es siempre el mismo: analizar las
soluciones de la ecuacién homogénea asociada y todas sus raices
(incluyendo la multiplicidad de sus raices).

Segundo paso: el segundo paso depende de f(x). Por ejemplo:

Si f(x) en (42) es una exponencial, e* veces un polino-
mio de grado m, esto es:
f(x) = e*(polinomio de grado m), entonces y, es de la forma:

Y, = e™x*(A +A X+, +A X™) (43)
Para constantes apropiadas A, A,, . A_, donde k es la multi-

plicidad de r = a, es una raiz de la ecuacion caracteristica de
la ecuacién homogénea asociada.

El grado del polinomio en la solucién particular es la misma;
como el grado es el mismo del polinomio de la funcién forzada f(x),
si e no es una solucidon homogénea (esto es, sir = a NO €S una raiz
de la ecuacion caracteristica). El grado del polinomio en la solucién
particular esta creciendo por el niUmero de veces r = a que es una raiz




de la ecuacién caracteristica.

La ecuacion (43) da la forma de la solucion particular. Los A son
llamados coeficientes indeterminados y pueden ser determinados
por sustitucion de la forma (43) en la forma (42). Este método descrito
por (43), tiene también una validez en la ecuacion de primer orden, y
se generaliza mediante los sencillos ejemplos discutidos en la seccién
referente a ecuaciones de primer orden. El método de coeficientes in-
determinados también es vélido sin ninguna alteracién para encontrar
una solucién particular de orden superior a los coeficientes constantes
para ecuaciones diferenciales lineales. Con modificaciones menores
(43) se pueden utilizar para todos los siete casos que consideramos
ahora.

Caso 1. La funcion forzada es un polinomio

Un caso especial de (43) ocurre sila funcién forzada f(x) es justamente
un polinomio. Esto corresponde cuando @ = 0. Si la funcién forzada
es un polinomio, entonces una solucién particular es también un
polinomio (de grado posiblemente mayor). El grado de la solucién
particular es el mismo, como el grado del polinomio forzado, sir =0
no es una raiz de la ecuacion caracteristica. El grado de la solucién
particular es creciente por el nimero de veces en que r =0 es raiz de
la ecuacion caracteristica. Para ser mas precisos:

Si f(x) en (42) es una funcién polinomial de grado m, en-
tonces y_ es de la forma:

Y, = XA tA XA X
Donde k es la multiplicidad de r = 0 como una raiz de la ecua-
cion caracteristica.

Encontrar la solucién general de:



y/-3y +2y=2x+1

Solucion:
Primer paso: la ecuacién caracteristicaesr? - 3r+ 2 = (r - 2)
(r-1) =0, tiene dos raices r =1, y r = 2) Entonces y, = c,e* + ¢, y*.

Segundo paso: aqui f(x) = 2x? + 1 es un polinomio de segundo
grado. Entonces Y, tiene la forma x(A, + Ax + Ax?).r=0no es una
raiz de la ecuacion caracteristica, entonces k = 0 y se tiene que:

Y, = A tAXTAX

Sustituyendo esta expresion para y en la ecuacién diferencial
dada, se tiene:

(Ay+AX+AX)-3A + AX+AXY) +2A +AX+AXY)=2x+1

O:

2A,-3A- 6A X +2A + 2A X + 2A X* = 2x* + 1

Igualando coeficientes de igual potencia de x nos da:

2A,-3A +2A=1
-6A,+2A =0
2A =2

2

Este sistema nos da la solucion:

A=4,A =3,A =1

Luego la solucion particular es 'y, = 4 + 3x + X% y la solucion
general sera:

Y=y, 1y, =4+ 3x+x*+cett e, y¥
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Figura 12. Gréficas de algunas soluciones de la ecuacion diferencial dada.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 12. Polinomio forzado con r = 0 como una raiz:

Suponga que usted tiene que resolver la ecuacién diferencial:

y/ -3y =2x+1

Usando el método de coeficientes indeterminados. Dar la forma
de la solucidn particular que puede usar.

Solucion:

Primer paso: la ecuacién caracteristicaes r?-3r=(r-3) r =0,
tiene unaraizr = 0y r = 3. Entonces la solucién de la ecuacién homo-
géneaes.y, =C, +C, &%

Segundo paso: aqui f(x) = 2x? + 1 es un polinomio de segundo
grado. Luego y_ Tiene la forma: x* (A + A;x + Ax?). Comor =0 es una
raiz de la ecuacion caracteristica de multiplicidad 1, entonces k =1y
se tiene que:

V,=X(A tAX+AX) ==AX+AX +AX’

Es bueno observar que el lado derecho del ejemplo 11 vy el
ejemplo 12 son idénticos a f(x) = 2x2 + 1, pero sus polinomios para la
solucién particular tienen formas diferentes.
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Caso 2. La funcion forzada es una exponencial

Uncaso particular de (43) ocurre silafuncién forzada f(x) es justamente
una constante multiplicada por e®. Las constantes corresponden al
polinomio de grado cero, m = 0. Si la funcidn forzada es de este tipo
exponencial, entonces la forma de una solucién particular es similar
a una exponencial de la forma y = Ae si e™ no es una solucion
de la homogénea (es decir si r = a, no es una raiz de la ecuacién
caracteristica). La forma de una solucién particular es la misma
exponencial multiplicada por un polinomio, cuyo grado va creciendo
(desde m=0) de acuerdo al nimero de veces que r = a €s una raiz de
la ecuacién caracteristica. Para ser mas precisos:

Si f (x) en (43) es una constante multiplicada por e*, entonces
y, tiene la forma:

y, = Ax< e, (44)

Donde k es la multiplicidad de r = @ como una raiz de la ecuacion
caracteristica.

Ejemplo 18. Funcion forzada es una exponencial (r = «

no es una raiz):

Encontrar una solucién particular de:
y// + y :3 e

Solucion:

Primer paso: por sustitucion de y = e™ en la ecuacién diferencial
homogénea o por inspeccion, vemos que la ecuacion caracteristica es
rz+ 1 =0, la cual tiene como raicesr=i,yr=-i.

Segundo paso: aqui f(x) = e™*es una funcién exponencial. Por
(44) Y, = Axke=* donde k es el nimero de veces quer = a =-1 es una
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raiz de la ecuacion caracteristicar2+ 1 = 0. Como r = -1 no es una
raiz, tenemos que k = 0 y que la solucién particular es de la forma:

y,=Ae*
Sustituyendo esta forma de y_ en la ecuacion dada, tenemos:
Ae™/+Ae*=3¢e*

Derivando y simplificando nos da que 2A = 3, luego y, = ge"‘ es
una solucién particular de la ecuacién dada.

Ejemplo 19. Funcion forzada es una exponencial (r = «

es una raiz):

Encontrar la solucién particular de:
y// - y = 3 e—x

Solucion:

La ecuacion caracteristica es r2 = 1 = 0, la cual tiene las raices r = 1
y r =-1. Aqui f(x) = 3 e es una funcidon exponencial. Por (44), y b=
A x ke=* donde k es el nimero de veces en que a = -1, es una raiz
de la ecuacién caracteristica r> - 1. Como r = -1 es una raiz una vez,
tenemos que k = 1.

yp=Axe"‘

Sustituyendo esta forma y  en la ecuacion dada, tenemos:

(Axe™)-(Axe™)=3e*

Derivando una vez:

Ae™* xe*)-Axe™*=3e™*




Y derivando por segunda vez nos da:

A(-2e*+xe™) -Axe*=3e™*

El término x e~* se cancela. Simplificando nos da - 2A = 3, luego
ys=-~xe~¥, €8 una solucion particular de la ecuacion diferencial dada.
F

Observemos que en los egjercicios 13y 14 la funcién forzada es
la misma, pero sus soluciones particulares y_ son diferentes, ya que las
soluciones homogéneas también lo son. Este hecho es muy importante.

En general, la forma para y, no puede determinarse mirando
solamente la funcién forzada f. La solucién de la ecuacién ho-
mogénea (raices de la ecuacion caracteristica) también debe
ser considerada.

Para muchos de los ejercicios que siguen, es frecuente el uso
del principio de superposicion.

Dicho principio para ecuaciones diferenciales lineales dice que:

Si X, esuna solucion particular de ay” + by’ +cy =1, y, X,

es una solucion particular de ay” + b y/ + ¢ y = f,, entonces
i i // / -

X, +X,esuna solucion particular de ay” + by +cy="f, +f,

Este principio se puede generalizar a n funciones forzadas f(x)
donde f(x) = f,(x) + f,(x)++ f_(x).
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Caso 3. La funcion forzada es varias exponenciales y
polindmicas
Consideremos el siguiente caso.

Ejemplo 20. Superposicion:

Dar la forma para Yo Si:

y/ -y =x3+x +e¥ - 2xeX

Es resuelto por el método de los coeficientes indeterminados.

Solucion:
La ecuacion caracteristicaesr2-r=r(r-1) =0, la cual tiene los ceros
r=0,r=1,luegoy, =c, +c,e* La funcion forzada es:

fx)=x*+1)+(1-2x)ex

El primer término es un polinomio de tercer grado. Como r =
O es una raiz de multiplicidad 1 de la ecuacion caracteristica (caso
1), y, debe incluir un término de la forma x* (A, + A\ x + Ax? + A, x3)
donde k = 1. El segundo término es de la forma p (x) e**, donde p (x)
=1 - 2x es un polinomio de primer gradoy a = 1. Comor =1 no es
una rafz de la ecuacion caracteristica entonces por (43), y, tiene que
incluir un término de la forma x* (A, +A.x) e con k = 0. Entonces A
tiene la forma:

Y =X (A tAXTAX +AX) + (A, TAX) e

Ejemplo 21. La funcion forzada es un polinomio por

una exponencial (r = o es una raiz):

Dar la forma para y, si:

y/ -2y +y=Txe*

se resuelve por el método de los coeficientes indeterminados.



Solucion:

La ecuacioén caracteristicaesr?-2r+ 1 =(r-1)2=0tienelaraizr =1
de multiplicidad 2. Entonces y, = ¢, " + ¢, x e* La funcion forzada es
de la forma p(x) e, donde p(x) = 7x es un polinomio de primer grado y
r=a=1.Comor=1esunaraiz de multiplicidad 2, por (43) conk = 2,
m = 1, se tiene que y, tiene la forma:

Y, =X(A, + A, X7 e,

El método de coeficientes indeterminados trabaja para toda
ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, siempre y
cuando los términos de forzamiento tengan el tipo correcto de las
funciones dadas, es decir, los términos de forzamiento son todos de
la forma descrita en esta seccion.

Encuentre la forma general de la solucién de:

y///_6y//+ 12y/_8y=xe2)(

Solucion:

Primero se requiere encontrar la solucién de la ecuacién homogénea
asociada y”/ - 6y” + 12 y/ - 8y= 0. La ecuacién caracteristica es r® -
6re+ 12r-8=(r-2)%3=0, luego r = 2 es una raiz de multiplicidad 3.
Un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion homogénea
asociada es f{e*xe®x%e*}, luego y, = c, e +cxe®+cx%e*. El término
correspondiente a la funcién forzada es f(x) = xe* Por (43) con «
=2, m=1, X, tiene que ser de la forma x[A, + A,x]e*, donde k es la
multiplicidad de 2 que es la raiz de la ecuacién caracteristica. Entonces
k=3yy,es delaforma:

Y =x3[A + A x]e#= A x%e* + A x‘eX
p 0 1 0 1

La solucién general seray = Yo+ VY,
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Caso 4. Funcion forzada sinusoidal

Si la funcion forzada es sinusoidal, es decir de la forma f(x) = C,
cos fix + C, sen fx, pensamos en esta combinacion lineal del seno
y coseno como en la exponencial compleja. Luego, de acuerdo (44)
(con el caso especial de (43)), la solucién particular involucra la misma
funcién exponencial e*¥, la cual es equivalente a una combinacién
lineal de cos f$x y sen fx. Claro estd que puede ser multiplicada por
una potencia de x si r = £fi son raices de la ecuacion caracteristica.
De forma mas precisa:

Sif(x) ==C,cosfix+C,senfixenay’ +by +cy=1f(x),
entonces y_ tiene la forma:

Yp = x*(A cos fSx + B sen f3x),
Donde k es la multiplicidad de r = f§i como una raiz de la ecua-
cion caracteristica.

Ejemplo 23. Funcion forzada sinusoidal (r = f5i no es

una raiz):

Dar la forma dey  si
y/+2¢y+2y=3e ¥+ 4cosx

Solucion:

La ecuacion caracteristicaesr + 2r + 2= 0. Sus raicessonr=-1 +i
yr=-1-iEntoncesy, =C, e*+C, e* Ahora vamos a determinary .
Observe que f es la suma de dos términos, 3e*y, 4 cos x. Como - 1
no es una raiz de la ecuacion caracteristica. El caso (43) nos dice que
y, incluye un término de la forma A, e™. Ahora consideremos a 4 cos
x. Como i no es una raiz de la ecuacién caracteristica, por el caso 4
con 8= 1 nos dice que y, incluye términos de la forma A, cos x + B,
sen x. Entonces:




Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior

Y, =A e*+A,cosx+B,senx
Para algunas constantes A, A, y B,

Este ejemplo pone de relieve otra fuente comun de errores:

A pesar de que solo aparece cos f$x en el término de forza-
miento f, la forma para Y, requiere tanto x< A cosflx como
x“B senfSx

Puede ser probado, usando propiedades de la independencia
lineal y el Wronskiano, que:

Sia, bycsonconstantes y f es la funcion descrita en el méto-
do de coeficientes indeterminados, entonces el método siem-
pre funciona (quizas no en orden). En particular, si la ecuacion
para las constantes indeterminadas no es consistente (no tie-
ne una solucién), quiere decir que se ha cometido un error.

Ejemplo 24. Funcion forzada sinusoidal

(r = /3 es una raiz):

Dar la forma para y o Si:
y/ + 4y = sen (2x)

debe ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.

Solucion:

La ecuacién caracteristica es r? + 4 = 0, cuyas raices son r = f§i +2i.
Entoncesy, = C, cox 2x + C, sen 2x. El término de la funcion forzada
sen (2x) es sen (i, donde 5=2. Como r = f§i es una raiz de la ecuacién
caracteristica de multiplicidad 1, tenemos que k = 1 y por el caso 4 la
forma de la solucion particular es:

y,=X [A cos(2x) + B sen(2x)]

561
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Caso 5. Funcion forzada un polinomio
por una funcion sinusoidal

Si la funcién forzada es un polinomio por una funcién forzada
sinusoidal, la funcién sinusoidal es tratada como una exponencial
compleja en el caso previo. Para ser mas preciso.

Sif(x) = p(x) cos f8x + q(x) sen fx en la ecuacion diferencial ay//
+ by +cy=f(x), donde p(x) es un polinomio de grado my
q(x) es un polinomio de grado n, entonces y | tiene la forma:

Y =XM[(A T A X+, tAX%) cos ix + (BitB x +...4B x%) senfix]  (45)

Donde k es la multiplicidad de r = i como una raiz de la ecua-
cién caracteristica y s es el mayor entre my n.

Ejemplo 25. Funcion forzada un polinomio por una

funcion sinusoidal (r = f3i):

Dar la forma para y, Si:

v/ + 4y = x2c0s(2x) — X sen(2x) + sen(2x)= x? cos(2x) + (1 - x) sen(2x)

Debe ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.

Solucion:

La ecuacion caracteristica es r2 + 4 = O tiene como raices a +2i y
entonces y , = C, cos (2x) + C, sen (2x). El término de forzamiento es
de la forma:

P(x) cos fSx + q(x) senfSx

Donde p(x) = x? es un polinomio de segundo grado, q(x) = T - x
es un polinomio de primer grado, y 8 = 2. Como r = f§i = 2i es una raiz
de la ecuacion caracteristica de multiplicidad 1, entonces se tiene:




Y =x[(A,tAx+AX)cos 2x + (Bj+ Bjx + Bx*) sen 2x]

Dar la forma para y, si:

y @+ 8y’ + 16 y=xsenx + x*cos (2x)

debe ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.

Solucion:
Primero resolvemos la ecuacién homogénea asociada:
y(4)+8y//+ 16y:0

Su ecuacién caracteristicaesr* + 8r + 16 = (r2 + 4)2 =0 y tiene
raices complejas repetidas r =+2i, +2i. Un conjunto fundamental de
soluciones para la ecuacién homogénea asociada esta dado por:

{sen (2x), cos(2x), x sen(2x), x cos (2x)]

Ahora vamos a encontrar la forma de y, Consideremos la
funcion forzada:

f (x) = x senx + x* cos 2x
Por (45), el término x sen x implica que A incluye:
x5 [(Ay + Ayx)sen x + (By + Byx)cosx]  (45)

Con k, = 0, ya que r = i que no es una raiz de la ecuacion
caracteristica. El término x*cos 2x implica que y, incluye:

x¥2[(4y + Agx + Ayx®)sen2x + (By + Byx + Byx®) cos2x]  (46)

Con k, = 2, ya que r = 2i tiene multiplicidad 2 como una raiz de
la ecuacioén caracteristica. En realidad, usando (45) y (46) se puede




anadir (49) y (46) para obtener la forma de y | sustituyendo en la
ecuacion diferencial original dada, y resolver para A, , A, .A, B, - B,.
Alternativamente, uno podria encontrar la solucién particular de (45)
para encontrar una solucién particular de:

y@+8y’+16y=xsenx,

y luego usar (46) para encontrar una solucién particular de:

y @+ 8y’ + 16 y=x? cos 2x.

Adicionando estas dos soluciones particulares de (45) y (46)
dadas, por el principio de superposicién, se da una solucién de y* +
8y’ + 16y = x sen x + x? cos 2x como se queria.

Caso 6. Funcion forzada una exponencial por una funcion
sinusoidal

Si la funcién forzada es una exponencial por una funcién sinusoidal,
f(x) = E:e™ cos fx + E,e**senfx pensamos en la funcion forzada
como una combinacion lineal de la exponencial compleja gletfix,
Luego de acuerdo a (44), (el cual es un caso especial de (43)), la
solucién particular tiene que incluir una solucién de la misma forma
exponencial gle+f)x |a cual es equivalente a una combinacién lineal de
E1e™ cos fix, y E:¢™ sen fx. Por supuesto, esto debe ser multiplicado por
una potencia de X si r=a + iff Son raices de la ecuacion caracteristica.
Para ser mas preciso:

Si f(x) = Ese™ cos fx + E;e™senfx_en la ecuacion diferencial
ay" + by’ + cy = f(x), entonces Y, tiene la forma:

Yo = x*(Ae™ cos fx + Be® sen fix),

Donde k es la multiplicidad de r=a + if como raiz de la
ecuacion caracteristica.




Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Ejemplo 27. Funcion forzada una exponencial por una

funcion sinusoidal:

Dar la forma para y, si:

¥4 2y + 2y =5 *rosx
debe ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.
Solucion:

La ecuacion caracteristica es r2 + 2r + 2 = 0, la cual tiene como raices
r=-1%i, luego se tiene:

El término forzado es de la forma e™* cos fx donde @ = =18 = 1.
Comor=-1+i,esunaraiz de la ecuacion caracteristica de multiplicidad
1, por el caso 6, con k = 1, la forma de la solucién particular es:

¥p = x(Ae™ cos fx + Be *sen fix)

Ejemplo 28. Superposicion:

Dar la forma para Y, si:
Y2y e 2y=eFcos2x+e Fsen2x+e ¥ —3cosx

Debe ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.

Solucion:

Esta ecuacion tiene la misma ecuacion caracteristica del ejercicio 22,
luego las raices son r = -1+i . La funcidn forzada en esta ecuacion es
la suma de tres tipos de términos:

e *cos2x+e *sen2x: Como r = -1 + 2i no es raiz, incluimos
Ape ¥ cos2x + Bye *sen 2x, pOr el caso 6.
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e* Comor =- 1 no es raiz, incluimos Aze™*, por el caso 2.

-3 cos x: Como r =i no es raiz, incluimos A, cosx + Bysen x, por
el caso 4.

Entonces la forma de y_por el principio de superposicion es:

Vp = Age ™ cos2x + Bye "sen2x + Ajcosx + Bisenx + Aze™

Caso 7. Funcion forzada un polinomio por una exponencial
y por una funcion sinusoidal

Si la funcién forzada es un polinomio por una exponencial y por una
funcién sinusoidal, entonces la funcién exponencial por la funcién
sinusoidal es tratada como una exponencial compleja como en el caso
6. Para ser mas precisos.

Si f(x) = P(x)e ™ cos fix + Q(x)e™ senfx donde P(x) es un polinomio
de grado my Q(x) es un

Yp = x*[(Ag + Ayx + - + A;x%)e™ cosfix + ((By + Byx + - + Bx*)e™senfix)]

Donde k es la multiplicidad de r = a£fi como una raiz del
polinomio caracteristico y s es el mayor entre ny m.

Este caso es el caso méas general. Este incluye todas los casos

anteriores para apropiadas escogencias de a, 5, myn.

Ejemplo 29. Funcion forzada un polinomio
por una exponencial y por una funcion sinusoidal

(r =P(x)e* (cosfSx + senfSx)

Dar la forma para y, si:
y/+3y+ 2y =X e*cos2x

ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Solucion:

La ecuacion caracteristicaesr>+ 3r+2=(r+ 1) (r + 2) =0, luego las
raices sonr =-1yr =- 2. Entonces, dos soluciones independientes
de la homogénea son e*y e*. El término forzado es de la forma P(x)
e“*cosfSx donde P(x) = x, es de primer gradoy a + i{=-1 + 2i. Como - 1
+ 2i no es una raiz de la ecuacion caracteristica, por el caso 7 (con k
=0), la forma de y, es:

ye= (A, + Ayx)e " cos 2x + (B, + Byx)e *sen 2x

Ejemplo 30. Funcion forzada un polinomio por una

exponencial y por una funcion sinusoidal (r = a=£fi es
una raiz):

Dar la forma para y, si:

y/+ 2 y'+ Sy=xe " sen2x

Debe ser solucionado por el método de coeficientes indeterminados.

Solucion:

La ecuacion caracteristicaesr’+ 2r+ 5 =0, y sus raices sonr=-1 + 2i.
Entonces, las dos soluciones linealmente independientes homogéneas
son e *cos2x ye ¥sen 2x.. Los términos de la funcién forzada son
de la forma Plx) e®sen fx donde P{x)=x* es un polinomio de tercer
gradoy r=a+ pBi=-1+2i. Comor=-1 + 2i es una raiz de la ecuacién
caracteristica de multiplicidad 1, por el caso 7 (con k = 1), la forma de
y,es:

Y= (A, + Ayx + Ayx? + Agx¥)e > cos 2x + (B, + Byx+B,x% + Byx®)e *sen 2x

Cuando se dan condiciones iniciales y la funcién forzada es
no cero, es importante recordar la aplicaciéon de las condiciones
iniciales para dar la solucion general y + C,y,+ C,y,y, no solamente

Y= C1y1+ Czyzy'
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Ejemplo 31. Problema con valor inicial:

Resolver:
y/-y=3e7%siy(0)=0,y(0)=1
Solucion:
Primero encontramos la solucién general de y/- y = 3 e=*. En el ejemplo

3 —- s oy
14 encontramos que v.= —;xe~*, y que la ecuacion caracteristica es
r- 1 =0, tiene como raices r = 1, - 1. Entonces la solucién general es:

¥=— %xe"‘ + Cie* + Cre™
El orden para aplicar las condiciones iniciales es:
3 —x 3 -x x -x
y=—Ze T+ Zxe™ + Cre* — Cre

Con las condiciones iniciales nos da:

ﬂlv{ﬂ}zcii' Cz

3
1=y'(0) = -5 1T6-G

Resolviendo para las constantes se tiene que C,= 5/4y C,= -
5/4,y la solucién particular es:

=3 o-xy Sox 5 -x
YYo= 2 %€ +4e i

Resumen del método de los coeficientes
indeterminados

En resumen, el método de los coeficientes indeterminados puede
ser usado con ay” + by’ + cy =1(x) sia, by c son constantes y f es
una combinacion lineal de funciones de la forma:

x™e® cos fx, xMe™¥ sen fx




Donde m es un entero no negativo y «, f§ son ndmeros reales.
Casos especiales son:

x™ xMe®™ g% g% cos fx , e sen fx, x™ cos fx, x™ sen fx
El método es el siguiente:
Primero resolvemos la ecuacién homogénea asociada:
a-l,l""'+|:}y"+c1,r=ﬂ

Determine luego y, como una combinacion lineal de las funciones
con coeficientes desconocidos, usando las reglas dados en los casos
1 al 7 con base en los siguientes hechos.

Si f incluye una serie de términos de la forma p(x)e®*, donde
P(x) es un polinomio de grado m,, entonces y_es:

(1) ay’+by +cy=1(x)
2¥[Ag + Ayx + -+ A x™] e

Donde k es la multiplicidad de r = @ como una raiz de la ecuacién
caracteristica ar?+br+c = 0.

Si f incluye una suma de términos de la forma:
Pix)e™ cos fx + Q(x)eTsenfix

Donde P(x) es un polinomio de grado m y Q(x) es un polinomio
de grado n, entonces la forma de y =S

xM[Ag + Ayx + -+ Ax¥le™ cos fx + x*[By + Byx + - + B.x]e™sen fix

Donde s es el mayor entero entre my ny k es la multiplicidad de
r = o + f3i, como una raiz de la ecuacion caracteristica ar?+br+c = 0.




Sustituir la expresion para y jen la ecuacion diferencial ay” + b
y/ + ¢y = f(x) para determinar los coeficientes desconocidos A , y B.

La solucion generalde ay” + by +cy =f(x)esy =y +y,.

Observemos que si f(x) incluye términos como In x, x'/3 senx, tanx, en-
tonces, los coeficientes indeterminados no se pueden hallar en general.



En los ejercicios 1 al 12, mencione si el método de coeficiente
indeterminado se puede aplicar a las ecuaciones diferenciales dadas.
Si no se puede, explicar la razén.

1. y/+y=xtanx

2. y''+ 3y = x'2 sen x

3. Y+ y =x2+ X +In x|

4. yl'+y=el

5. y//+y: sen x

cosx

6. y/+y/ +y = cosh x

7. Y+ xy = 3e*

8. y/+y =x senh 2x

9. y/+y=x"le

10. y/+ yy/ = e*

11. y/+ 3y = e#cos3x + senh 3x

12. y/'+ y/+ 4y = sen? x

En los ejercicios 13 al 52, resuelva la ecuacion diferencial
usando el método de los coeficientes indeterminados. Si no
son dadas las condiciones iniciales, dar la solucién general.




13.

i+ Qy = x> +6

14.

y//-4y:1’: +17x

15.

y/+ 8y =7x +11

16.

y/-T7y/ =5x - 3

17.

y/-Ty+ 12y =5e* y (0)=1,y/(0) =0

18.

v/ + 7 yl+ 12y = 5%,y (0) = 0, y/(0) = 2

19.

y/’ -3 y+ 2y = 2¢

20.

y/ + 4y = 3e*

21.

y/ - 2y/+ by = 4e*

22.

Yy’ + 2 y/+ 5y = 3e™*

23.

y// - Qy = be*

24.

y/'-3y+2y=2e*

25.

y/+2y+5by=3senx,y (0)=1,y/(0) =1

26.

y/+9y =5cosx,y (0)=0,y(0) =0

27.

y/ + 9y = 4 sen 3x

28.

y/'+y+y=3e™

29.

y/ +y=cos2x,y(0)=0,y/(0) =2




30. y/+4y+8y=t4y(0)=0,y/(0)=0
31. y/ -4y =xe*

32. y/ -4 y/+ 3y = xe*

33. y/ -4 y/+ 3y = xe*

34. y/-Ty+ 12y = (x+ 5) e*

35. y/ + 16y = 3 cos 4x

36. y/ +y=senx

37. y’-2y/+ by =e*cos 3x

38. y/+2y+y=3e*,y(0)=0,y/(0) =2
39. y/+ 4y =122+ y (0)=1,y/(0) = 1
40. v/ +y/+y = cos 2x

41. y/' +2y/+y =3e™

42. y"+ 2 y/+y = 3xe * + 2e*

43. y/' -4 y/+ 4y = xe —e* + 2e*

44. y/'-5y/+ 4y = 17 sen x+ 3e*

45. y/ + 5y/+ 4y = 8x% + 3 + 2cos 2x
46. y/+y=2e*




47. y+ 3y =x’+1

48. y/--y =senx

49. y/ + 4y = sen 2x

50. 2y/+ 4y =x

51. 3y/-2y = xe*

52. y/- 3y = e*sen x

En los ejercicios 53 al 96, dar la forma de y_si el método de los
coeficientes indeterminados es usado. No se necesita calcular y .

53. y/-5y/+ By = x*+7x3+ 4x

54,y + 5 y/l+ By = x*+ 3x?+ 7

55. y/+9y/ =x3

56. y/-9y/+ 6y =3x3+2x*+x + 11

57. y" + 5 y/+ 6y = be*

58. y// -5 y/+ By = 6e*

59. y/ + 4y = be*

60. y/ + 7 y/+ 12y = be™*

61. y/+6y+ 9y =e*

62. y/ -8 y/+ 16y = e*




63.

y/'+ 2 y+y = x>

64.

y/ -2 yl+y = x%e

65.

v/ =T y+ 12y = x%e® y// - 7 y/+ 12y =x’e®

66.

y/ - 16y = (x° + 3x2 + 7)e ™

67.

y/ -6 y/+ 9y = x* - e*

68.

y// + 2 y/_ 3y =xXleX—eX+e x4 oK

69.

y// +3 y/_ ]Oy = XZeZX + eSx

70.

y/ - 6 y/+ by = e + x%e™

71.

y” + 5y = cos bx

72.

y/ - 2by = sen bx

73.

Y/ -Ty/+ 12y = x?sen 4x

74.

v/ + 3 y/- 10y = x? cosx

75.

y/ + 25y = cos 5x

76.

y/ + 9y = x? sen3x + cos2x

77.

y// - 2 y/'+ by = 3 e*senZx

78.

y/ + 2 y/+ by = be™* cos3 x

79.

y’ + 9y = x e sen 3x




80.

y/ -y = x?e* cos x

81.

Y/ + 2 y+ 2y = x*e¥sen x

82.

y/ + 2 y/+ 2y = 3x?e7* cos 2x + xe*sen2x

83.

y/ + 2 y+ 2y =e*cosx+esenx

84.

y/ + 2 y+ 2y =e*senx+cos x

85.

y/ -y =e*—e'+e cosx

86.

y/ +y=e*—e+e*cosx

87.

y/+16 y = xcos 4x + e*sendx + 3e~*

88.

y/ +2y/ +2'y = x? ¥ COS X

89.

y/ - 2y! +2y= x3e™* sen x +e* cos x

90.

y/ -2 y/'+y = X?e* sen3x

91.

y/ + 2 y/+y =xe*sen 3x + e* cos 3x

92.

y/ + 2 y/'+ 2y = xe™ senx

93

y/ + 4 y/+ 8y = x’e* sen2x + xe?* cos 2x

94.

y// + 4 y/+ 8y = x%e~%cos X

ol

y/ + 4 y'+ 13y = x%e " sen3x

96.

y/ + 4 y/+ 13y = xe* sen3x




97. Considere la ecuacion diferencial y/ = x37x - 2 x3+7x-2

a. Encuentre la forma de una solucién particular usando el
método de coeficientes indeterminados.

b. Encuentre la solucion por integracion.

98. En este ejercicio vamos a ver que el método de los
coeficientes indeterminados es valido para funciones
forzadas que son el producto de una exponencial por un
polinomio si el método esta bien probado para polinomios.
Asumimos que P(x) es un polinomio de grado:

Donde Q(x) es un polinomio de grado m sir =0 no es una
raiz de la ecuacion caracteristica, y Q(x) es de grado m+1
sir =0 es raiz una sola vez, y Q(x) tiene gradom + 2, si r
= 0 es una raiz doble. Supongamos:

ay’+by +cy=e*P(x). 47)
Donde P(x) es un polinomio de grado m.
Usando el cambio de variable, z = e, para mostrar que:
a v/+(2aa+b)v/+(aa? +baa +c)v=P(x)

Muestre que existe una solucién particular pata v(x) que es
un polinomio cuyo grado depende del nimero de veces que
r = @ es una rafz de la ecuacion caracteristica de (47).

El método de los coeficientes indeterminados puede ser apli-
cado para ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes de
orden mayor a dos y no cambia. En los ejercicios 99 a 108, resolver



las ecuaciones diferenciales por el método de los coeficientes indeter-
minados. Si no se dan las condiciones iniciales dar la solucién general.

99. y///— By//+ 3 y/_ y = e

100. y///— By//+ 3 y/_ y =€

101. y/-y = sen x

102. y W-25y//+ 144 y =x*-1

103. y/-y/'=3+ 2 cos x, y (0) = y/(0) = y/(0) = O

104, Y-y = 2¢3* - ¢

105. Y®- 16y = bxe*

106. y @+ 4y// +4y = cos 2x

107. y @W-by// +4y = e? —e>*

108. Y@+ y/// - By = T2x + 24, y(0) = 0, y/(0) = 0, y//(0) = - 6,
y//(0) = -57

En los ejercicios 109 al 116, dar la forma para Yy, que se puede
usar para encontrar una solucién particular por el método de los
coeficientes indeterminados. No resolver para Y,

109. /- 3y/i+ 3 yi- y = x%* — 3e*

110. y® + 2y//+ y = x sen x

111, y@ - 4y/iivey! -4y +y =x3e¥ + x%e™




112.

y@ + by/l+ 4y = sen x + cos 2x + 3x

113.

y/+ 2y'+ 2y = 3e cos x

114.

y/+ 2y''+ 2y = x2e-x cos x — xe—x sen x

115.

y@ + 4yl 8y +8y/ + 4y = 7e7* cos X

116.

Y4 - 2y/l4 y = xe* + x%e—x + e*




3.13 Método de variacion de
parametros (ecuaciones de
segundo orden)

Figura 13. Jézef Maria Hoene-Wroniski (1776-1853).

Fuente. Bell (2002).

Jozef nace el 24 de agosto de 1776 y muere el 9 de agosto de 1853,
fue un prominente matematico y filésofo polaco, que se destacé como
fisico, inventor, jurista y economista.

Hoene-Wronski procedia de una familia checa establecida
en Wolsztyn, en el oeste de Polonia. En 1794 sirvi6 en el levantamiento
de Kosciuszko como teniente segundo de artilleria, fue hecho
prisionero y permanecié hasta 1797 en el gjército ruso. Reasignado
con el grado de teniente coronel, estudid brevemente en Alemania y
en 1800 se alist6 en la Legién Polaca en Marsella.

Ahi comenzd su trabajo cientifico y académico y concibié la
idea de un gran sistema filoséfico. Diez afios después se desplazd a
Paris y vivié ahi hasta su muerte, trabajando infatigablemente hasta
las Ultimas y mas dificiles circunstancias materiales.



En la seccién anterior, el método de coeficientes indeterminados
fue usado para encontrar la solucién de:

Y/ (%) + PR)Y'(x) + Q(x) y(x) =f(x) (48)

Hay dos restricciones sobre el método de los coeficientes in-
determinados. Primero, P y Q tienen que ser constantes. Segundo, f
tiene que ser de una forma especial. En esta seccion presentaremos
un método para encontrar una solucién particular de y”/+ P(x) y/+ Q(x)
y = f(x), con tal de que se haya resuelto en primer lugar la ecuacion
homogénea asociada:

yAPE) Y+QX)y=0 (49)

Este nuevo método no requiere que P y Q sean constantes o
que f no sea de una forma especial.

No hay un método general para encontrar un conjunto funda-
mental de soluciones {y, y,} de (49). En la seccion 8.3 usamos el méto-
do de la reduccion del orden para obtener una segunda solucion vy, si
una segunda solucién y, es conocida. Desafortunadamente, no existe
un método general para obtener una solucién de (49) si Py Q son no
constantes.

En esta seccién,asumimos que tenemos un conjunto fundamental
de soluciones {ylyyz} de (49). Primero vamos a construir el método
y luego vamos a trabajar varios ejemplos. Comenzamos por buscar
funciones v, y v, tal que:

y=vy, +v,y, (50)
Es una solucién de (48):

Y/ (%) +PR) Y (x) + QX) y (x) =f(x) (51)




Este es llamado el método de variacion de parametros® por-
que las constantes usuales Cy C, en la solucion asociada de la ecua-
cién homogénea son ahora variadas. Cuando (50) es sustituida en
(51), una ecuacion diferencial resulta, involucrando dos incégnitas v, y
v,. En el método de variacion de parametros, una ingenua observacion
es hecha. Elegimos v, y v, tal que las primeras derivadas de y serian
lo mismo que si V, y V, fueron constantes, a pesar de que v, y v, no
son constantes. Es decir, tenemos:

yl=viy{ +vy)  (52)

Sin embargo, deberia ser calculado usando la regla del producto
a partir de (50). Por lo tanto, a partir de (50) tenemos:

y'= vfy1+ vlyf + vg‘,rz + v;y:'; (53)

La ecuacién (52) solo tiene dos de estos términos. Entonces (52)
puede ser valida solo si la suma de los dos otros términos son cero:

v{v i+ ugvﬁ 0 (54)

Entonces (52) se satisface si (54) se satisface. La segunda
derivada de y se calcula derivada (52), usando la regla del producto
dos veces. Usando y”/ y y/ de (52) y reemplazando en la ecuacién
diferencial (51), se tiene:

vl}r{f‘f + v{fy;” + vz}rf + v;’;yj + P(x) (wlyf + uz}ri) + @)y +vaye) = flx)

Agrupando términos semejantes:

'|."|f;}-'l'r’rf-‘{.u':lj.r{I IE Q(x]yljl + 1y {y;';"' + F{x}}'; I§ Q[ijz} + 3:]"'}']"' + 1?;}'; = f(z) (55)

5 La variacion de parémetros es generalmente asociada para encontrar soluciones particu-
lares de ecuaciones diferenciales de segundo orden (o superior), el cual fue usado para encontrar la
solucién particular de la ecuacion lineal de primer grado.



Como y, y y, son soluciones de la ecuacion homogénea y’/ +
P(x) y + Q(x) y = 0, luego los dos términos en los dos paréntesis de la
ecuacion (55) son cero, por lo tanto:

vy + vyl = [(x) (56)

En resumen, tenemos que, siu{yuz" satisface las ecuaciones
algebraicas (54) y (56), entonces:

vy 1+ vly2=0. (57)

vl +vlyl = fx)  (58)

Y:

Y = v,y, + V,y, s una solucion particular de la ecuacion dife-
rencial original y”/(x) + P(x) y/(x) + Q(x) y(x) =f(x).

El sistema lineal (57) se puede resolver por eliminacién o por la
regla de Cramer para vilr‘.r u{. Para eliminar uzf, multiplicamos (57) por
¥, y multiplicamos (58) por vy, y restamos.

Vi Y-y ) =-f 0y,

f 4 . -
Observemos que V,V5-V.V; es el Wronskiano definido en la
seccion 8.2. Entonces podemos dividir por esta expresion y se tiene:

Sx)y,

f" ._I'
Yi¥a-¥ay,

V=

De manera similar se obtiene 1?.:; a partir (57):
Sy,
Yoy

Por integracion (indefinida o definida), obtenemos v, y v,. La
solucién particular se obtiene de (50).
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Ejemplo 32. Variacion de parametros:

El conjunto {x, x®} es un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial x?y// - 3x y/ +3y = 0. Encontrar la solucién general de:

Wy - 3xy’ 43y = 4

Solucion:
Tenemos que y, = X, ¥, = x3. Dividiendo por x? la ecuacion diferencial
se tiene:

#_3 EIN.
y xnf’+;\r 4x

Entonces f(x) = 4x5. Podemos resolver el sistema dado por (57)

y (58), el cual es: ufx + ugx-" =0

v.fx*" + 1'.J'§'r[:t:5']1Ir = 4x°
O: v{x+ vix’:ﬂ
v/ +v/3x2 = 4x5

Resolviendo de la primera ecuacién para v
sustituyendo en la segunda ecuacion, tenemos:

—v;xz + v{3x2 = 4x5

Y resolviendo para vi:
vl =2x3
Entonces:
{2 =
v = —vyx? = —2x°
-~

Luego, calculando la antiderivada de v;.v;, nos da:

4+ xS
Vo =— W =-—
2 zl 1 3




Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Una solucién particular es:

x5 xy x’
Yp =vaXy + VX = (= X+ |5 X7 =
Y la solucion general es:
7
Y =x?+ Cyx + Cpx?

Figura 14. Gréfica de algunas soluciones de la ecuacién diferencial dada.

Observe que esta es una ecuacion diferencial con coeficientes
constantes. Pero ﬁ no es del tipo de funcién forzada para la cual se
pueda aplicar el método de coeficientes indeterminados. El método
para resolver esta ecuacion tiene que ser el método de variacion de
parametros, luego se tiene que conocer la solucién de la ecuacién
homogénea asociada.

Solucion:
Primero se obtiene la solucién de la ecuacion diferencial homogénea
asociada que es: y”/+ y = 0. Sustituyendo por y = e, obtenemos la




ecuacion caracteristicar?+ 1 =0, lacual tiene las raices r = +i. Entonces,
cos x y sen x forman un conjunto fundamental de soluciones. De
acuerdo al método de variacién de parametros, vemos que la solucién
de la ecuacion dada debe ser de la forma:

¥ =v,c05 X + v; sen x (59)

La derivada es la misma como si v, y v, son constantes:

v/ =-wsen x+ v, cos x (60)

Sin embargo, por la regla del producto la ecuacién anterior solo
es valida si:
vf cosx + v{senx =1 (61)
Sustituyendo (59) en la ecuacion inicial dada y tomando la
derivada de (60) al usar la regla del producto, tenemos:

/ 1
COSX — 1Senx + v COSX + V,5enx = ﬁ
x

—

L SEN X — ¥y COSX + 1

2

Después de cancelar los términos en v, y v,, lo cual siempre
ocurre, la ecuacién anterior se convierte en:

—v/senx+ ‘?-i: CosX = lix (62)

Las ecuaciones para {u{, ug’) son (61) y (62). Este sistema es
familiar y fécil de resolver como un sistema de ecuaciones lineales.
Hay varias opciones, tales como la matriz aumentada, la regla de
Cramer o el método de eliminaciéon. Usaremos este dltimo método
para resolver {v{ra Ui). Para eliminar v; multiplicamos (61) por cos x,
multiplicamos (62) por - sen x y sumamos para obtener el resultado:

sen x
x+1

u{{coszx +sen?x) = —

Como cos*x + sen‘x = 1, tenemos:



/ senx
v, ==
1 1+x

Se puede ahora determinar Ui de (61):

; _ cosx
o=
2 14x

Como estas dos Ultimas ecuaciones no se pueden integrar
explicitamente, usamos la definicion de integral:

Ysent
u1=—f dt + C,
0

t+1
f"'m.ﬂd c
" = t+
d ) t+1 z

Por conveniencia escogemos el limite inferior como cero.

Una solucién estéd formada por:

X cost X Ccost

Y=senx [ T —dt—cosx [ Tdt+ Cycosx+ Csenx (63)

Si las constantes arbitrarias C, y C, se mantienen, la solucion
general de la ecuacién diferencial dada es obtenida.

Silas constantes son cero o algun otro valor especifico, entonces
la solucién dada es una solucion particular.

A pesar de que la solucién general en (63) es correcta y satisfactoria
para la ecuacion diferencial dada, algunas manipulaciones algebraicas
nos permiten dar un importante e interesante resultado.

Como la variable t es una variable muda de integracion, la
funcion de t puede ser tomada dentro de la integral y las dos integrales
combinadas asi:




J’T senxcost—cosy sent

0 1 dt+ Cycosx + Crsenx (64)

Ademas, si usamos la férmula de la adicion de funciones
trigonométricas, sen (a - b) = se n a.cos b - cos a. sen b, entonces
tenemos de la férmula (64):

y= J": ”J:I:%dt + Cycosx + Cysenx  (65)

La solucién de la ecuacion diferencial representa la respuesta a
la entrada 1/(x+1). Esto es que la solucién en un tiempo x (llamada la
respuesta) es la suma (de hecho, una parte de la integral) de todas las
entradas desde x = 0 (el tiempo presente).

La funcién sen (t - x) es una funcién de ponderacién. Esta es
una funcién de influencia llamada la funcién de Green, lo cual
representa la contribucion de la respuesta en x dada por las entradas
ent:

G(x, t) =sen (x—1t)

Usando esta notacién, la solucién de la ecuacién diferencial
dada es:
‘r’=f:5(xat]$dt+ C,cosx + Cosenx

Una ventaja de dar la solucién de la ecuacion diferencial en
esta forma, es que si la entrada cambia, entonces es facil cambiar
la solucién de tal manera que quede acorde a ella. En efecto, esto se
puede ver si la entrada no esta especificada, por ejemplo:

y '+ y =flx)
Entonces la solucidén general se puede escribir como:

Y= j; G(x,t)f(t)dt + Cycosx + C,senx



Donde G(x, t) es la funcion de Green, dada anteriormente.

Es también interesante notar la manera en la cual las condiciones
iniciales se satisfacen.

Evaluando (65) en x = O se tiene:

y(0)=¢C,

En este ejemplo también se puede mostrar (pero no es facil) que:

y'(0)=C;

Resumen del método de variacion de parametros

La variacién de parametros (para ecuaciones de segundo or-
den) es un método para calcular una solucién particular de y”/
+ P(x) y/ + Q(x) y = f(x), dados un conjunto fundamental de so-
luciones {y,, y,} de la ecuacion homogénea asociada y”/ + P(x)
y' + Q(x) y = 0. El método es como sigue:
a. Encontrar un conjunto fundamental de soluciones {y,, y,}
dey”+P(x) y+Q(x) y=0.
b. Después de sustituir y = vy, + v,y, se resuelve el sis-
tema algebraico de ecuaciones:

oy +vy2=0  (66)

vy + vy, = f(x)
c. Para las funciones u;i ve;.
d. Se buscan las antiderivadas para encontrar v, y v,,.
e. Entonces y = v,y, + v,y, es una solucion particular de y”/
+P(x) y + Q(x) y = f(x).
y=vy,+Vvy,+C y, +C,y, es la solucion general de y”/ +
P(x) y/ + Qx) y = f(x).




Observacion:
1. Si constantes arbitrarias son introducidas en el paso ¢, cuando
encontramos v, y v,, entonces y = v, y, +V, Y,, sera la solucion
general.
2. Los coeficientes de v{r'rl?é en (66) son las entradas de la

matriz: El },z]
PR |
1 J"z

cuyo determinante es el Wronskiano. Como el Wronskiano de un
conjunto fundamental de soluciones es siempre diferente de cero, se
sigue de la teoria de matrices (regla de Cramer) en la que el sistema
siempre tiene solucién Unica para v/ yv! . Luego la Unica dificultad
esté en el paso a.

3. Dos comentarios son importantes en su orden. Primero, que
el hecho algebraico llamado la regla de Cramer, puede ser aplicado al
) )
sistema de ecuaciones (66) para dar las férmulas para ¥, y v,. Ellas
son:

4 tl':1 J"zl det ¥y 0
e i e i
v."'_ fo¥ v = v, I
L 2 :rzl Yy = ) ll)': yzl
el e
v, ¥l yi ¥

Evaluando los determinantes dados se tiene:

! Flx)ys S Filxiy
==t oyl =
1 Wizl 'Y T Wiyl (67)

Donde Wly,y,] es el Wronskiano de y, y, y,. Entonces:

Fix)yy
LR Y|

fix)yz

Wly,.¥z] dt._}" U‘z =

= —J (63)
Y,y =V, Yy, +V,Y,la solucién general aplica si dos constantes
resultan cuando integramos (67). Si no se introducen constantes

cuando integramos, entonces se tiene una solucion particular.



Segundo, en la practica es probablemente mas rapido usar (67)
para encontrar v/ y v/ , que resolver (66) directamente.

Encontrar la solucién general de:

2y -4y + 2y =x"1e*, parax>0

Solucion:

Observe que la funcién x'e* no es del tipo de funcién forzada a la cual
se le pueda aplicar el método de los coeficientes indeterminados. Sin
embargo, la ecuacion diferencial tiene coeficientes constantes, luego
conocemos cdmo resolver la ecuacién homogénea asociada. Podemos
resolver esta ecuacion por el método de variacién de pardmetros.
Escribimos la ecuacién dada como:

v -2y +y = %x—iex

Luego:
fix) = %x'ier
Paso 1: resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada
y// - 2y’ + y= 0. Sustituyendo por y = €™, la ecuacion caracteristica es
re-2r+1=(-1)2=0', conlocualr=1, es una raiz de multiplicidad

dos. Luego {e*, x &} es un conjunto fundamental de soluciones. Sea
y,=€%y,=Xex

Paso 2.y, =y, =xe¢"

X X
Wle*, xe*] = det [e xe ] = g%
[ ] e* e¥ 4 xe*

Y, fix) :ix'ie" entonces por (67) tenemos:




w=- 2% = — 2
; Fx let.e* x-1
vz = eix -2
1 x
vy ——fzdx—- 7
Paso 3: )
_ J‘x_d _Inx
v = | Sodx=—
Paso4y5:
x & lnx 4 X X
y= iyt 6y Gy, = - 7€ + — xe + Cie* + Cyxe

_ —xe*+xe¥inx

2 + Cie* + Cyxe*

Luego, la siguiente es la solucién general de

la ecuacidn
diferencial:

2y -4y’ + 2y =x"le*, parax >0

Figura 15. Gréfica de algunas soluciones de la ecuacion diferencial

4

]

-4

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




En los ejercicios 1 al 14, encuentre la solucidon de la ecuacién
diferencial dada por el método de variacién de pardmetros. Decida
dénde el método de coeficientes indeterminados puede ser usado.

1. ?ﬂ -y = g2x

4_ V‘I'r+4'|,|f:

cos Zx

5. v/ +y=tanx

6. v/ +2y +y="

1+x?

/ / -1
7 ?JI + 3y +2v-1+321'

8. ay'-y=x

9. ?J." - ﬁf’ +9y= E‘“IMZ, x>0

10. y'-ay' +3y=e~*

11, v +ay' +y=x2e~x/2

12. y"/+5y +8y=e*

13. y'-2y'-6y=e—2*

14, v/ -3y +2y=e3 cos(e*)




15. Muestre que una solucién particular de y” + P(x)
y/+ Q(x) y = f(x), dada por variaciéon de parametros
puede ser escrita por:

(x) = J-l Y2 () ¥, (£) = v, (x)y, (L)
Yp o W{}"la }"2](5}

f(t)dt

16. Muestre que la ecuacién anterior da la Unica solucién del
problema con valor inicial y” + P(x) y/+ Q(x) y = f(x), y (0)
=0,y (0) =0.

En los ejercicios 17 al 20, encontrar la solucién general por el
método de variacion de parametros. En estos ejercicios una integral
definida puede ser dada como en el ejercicio 28.

17. y'-y=e=*"

18. v/~ dy=sen (x3)

19. y/+5y/ +6y=—

X+1

20. y"-3y/+ 2y= x5




El método de variacién de parametros dado en la seccién anterior
puede ser usado para ecuaciones diferenciales lineales de orden n, en
la siguiente forma:

Supongamos que {y,, ¥,.*, ¥,} s un conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea asociada a:

d'y "y ey ,
a fx)——+a,_lx) — ..+ () — +afxv=]{x)

dx” "’ ey

Si v (x),..,v,(x) satisface el sistema de ecuaciones lineales:
v! (), (x) + ) (©)yz (x) + 405 ()Y, (1) = 0
v! ()] (o) + vl )l () + v ()Y (x) = 0 (69)

f(x)
a,(x)

vf[x]}'{“"{x]' + vi(x}}fa‘“{xH AV YR (x) =

Entonces ¥, = vy + vy, + ...+, 3., €S una solucién particular
de la ecuacion diferencial dada.

En general, resolver el sistema dado para n > 2 puede ser un
poco dificil. Para valores pequenos de n, por ejemplo 3 o 4, el sistema
puede ser resuelto mediante la regla de Cramer. Para valores grandes
de n, programas de computadores para la solucién pueden ser usados.

La regla de Cramer para resolver el sistema dado anteriormente,

toma la forma:

0 2o v
det| .- det 1 1
m=2] m=2j

¥y - ¥n
an ()W ¥y ¥l

fixy -.. [!I:— )
u"l - an{x) - (—1]"'“}"[1:}

W [3g,aml

(70)




En general:
fx) Wy
a (X)W [y, . ¥l

V‘f —_ {_1}:&4—[

Donde W es el Wronskiano de [yv.-.ol, y W, es el Wronskiano
de las n -1 funciones obtenidas por la eliminacion de la columna vy,
del conjunto [y, -, ¥.] del denominador de (70) y reemplazada por un
columna de ceros salvo el ultimo valor que es f(x)/an.

El siguiente ejemplo puede ser resuelto mediante el método de
coeficientes, pero lo resolveremos mediante el método de variacién
de parametros.

Resolver:

Por el método de variacién de parametros.

Solucion:

La ecuacion diferencial dada tiene coeficientes constantes y haciendo
y = €™, obtenemos la ecuacioén caracteristicar®-r2 =r?(r- 1) = 0 con
raicesr =0, O, T, entonces {1, x, e forma un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuacién diferencial homogénea y/”/ - y// = 0. Sea
y,=1,y,=X1y,=e% Entonces a,(x) = 1,n=3,yf(x) = e El sistema de
ecuaciones dado por (69) para esta ecuacién diferencial es:

vf.l + v§,1+ v;.e' =0
v:.ﬂ+ 11;.[}+ v;.e" =10

vf.[}+ v;.{}+ v;.erze‘



Luego para este ejemplo en particular es facil resolver para
cada una de nuestras funciones, y asi obtener:

vl = 1,1?{r =—e*, v =xe* —e*  (71)

Calculando las antiderivadas, tenemos:

vy =X,V = —e¥, v, = xe* —2e*

Entonces:

Yp =¥+ ¥ t gy = (xe* —2e*). 1+ (—e*)lx+x.e* =xe* —2e”

La solucién general sera:

Y=y, + ¥, =xe¥ = 2% 4 C, + Cyx + Cie* = xe™ + C, + Cox + Cie”

Supongamos, sin embargo, que en lugar de resolver el sistema
directamente, vamos a utilizar la regla de Cramer, entonces se tiene:

1 x e*

WIl.x,e‘l=derl=] 1 e"]‘:ex
00 e*

Y:
x x det[* €
t WI[1,x e*] ex
f_ r_qi3+2 e w(1,e%] _
v, = (-1) W[ilxe®]
getwihizxl
Wilxe®] ¢

vl = (-1)**

Estos son los mismos valores dados en (71).




En los ejercicios 1 al 4, resuelva la ecuacion diferencial por el método
de variacién de parametros y dar la solucién general.

T

sSen

2. vyl =

3. y-ylex

4. ¢ gyl 4 11y -Gy= e*

o1

. Verifigue que Wle®™,e",e™] = g'***+<*(h —a)(c — a)(c — b)

En los ejercicios 6 al 12, use el ejercicio 5 y el método de
variacion de parametros para encontrar la solucién general.

6. vy -ay'+dy=e-*

7.y -2yl oyl 42y = e*

8. v +y"'-ay -ay=x

9. y"+2y’ -y -2y=x

10. v -3y’ -y +3y=senx

11, v +3y"-y -3y=e*

12. ¥ -3y"+2y=e* =x

13. Verifiqgue que Wl[e™, xe™, x?e%*] = 2g3*




En los ejercicios 14 al 17, use el gjercicio 13 y el método de
variacion de parametros para encontrar la solucion general.

14, -3y + 3y -y = x1/2gt

15, v/ +3y" +3y +y=x3e*

16. w46y + 12y + 8y = x 32X

17. y" -6y’ +12y -8y =x"/2g%

En los ejercicios 18 al 21, son dados el conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacion homogénea asociada y f(x) y a_(x). Resuelva
la ecuacion diferencial usando el método de variacion de parametros.

18. {1L,x,x% 2%}, flx) =x,a,=x

19. {e*,xe*,x%e*}, f(x)=e*,a; =2

20. {1,x%,x%Lflx)=x"2,a, =1

21. {Lx,xM2), f(x) = x* a5 = x2




Se ha visto en las dos secciones anteriores que las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes siempre tienen
solucién, sin embargo, si los coeficientes son variables raramente
tienen soluciones explicitas, las soluciones en este caso se dan por
métodos numéricos o por el método de series de potencias, los
cuales no analizaremos en este texto. En esta seccion estudiaremos
ecuaciones diferenciales con coeficientes variables de un tipo muy
especifico, donde las soluciones explicitas no son dificiles de obtener.
La ecuacion de segundo orden homogénea de Cauchy-Euler es:
d’y . dy

ﬂx2E+bxa+£}r=ﬂ

donde a, b y ¢ son constantes y a # 0. La ecuacién de tercer
orden de Euler es:

2
L d%y dy

Ld3y
# dx2+a1xdx+a“y:“

a.x
3 dx®

+ a,x

donde a,,a,,a,,a, son constantes con a,# 0. Hay siempre una ecuacion
de Euler de primer orden,

dy
4+ by=0
ﬂxdx v

La ecuacion de Euler es conocida también como la ecuacién
de Cauchy-Euler o ecuaciéon equidimensional. Este tipo de ecuacién
surge por ejemplo en algunos problemas de arrastre en los flujos
uniformemente viscosos. Las ecuaciones de Euler no solo son
importantes porque se usan en muchas aplicaciones, sino porque son
usadas en aplicaciones mas avanzadas de las ecuaciones diferenciales,
tales como son los puntos de singularidad.

Consideraremos primero las ecuaciones diferenciales de Euler
de segundo orden homogénea:



de d
ax*£+bxd—i+cy=ﬂ

Las potencias variables de esta ecuacién van decreciendo en
la medida que se van derivando para x en esta ecuacién. Este hecho
sugiere que la solucién de dicha ecuacion debe ser potencia de x, es
decir que:

Y=x™

Ya que las potencias tienen la propiedad que sus potencias van

decreciendo cada vez que ellas son derivadas, entonces:

y = mx™
¥/'=m (m-1) ym*

Esto es exactamente lo que se necesita para contrarrestar el
aumento de potencia en el coeficiente de la variable de la ecuacién de
Cauchy -Euler.

Sustituyendoy = x™, en ax?y” + bxy/ + cy =0, nos da:
ax’m (m=1) x™2bxmx™ + cx" =0 [am(m — 1) + bm + c]x™ =0

De donde:

am{m-1)+bm+c=0
am’+(b-a)m+c=0

La cual es llamada la ecuacion de indices.

Caso 1. Raices reales distintas

Si el polinomio am? + (b-a) m + ¢ = O tiene dos raices reales distintas
m,, m,, entonces *™*™ nos dan un conjunto fundamental de
soluciones. En este caso la solucién general de la ecuacion de Euler
de segundo grado es:

y=C0px™ + Cyr™e
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Ejemplo 36. Raices reales distintas:

Encuentre la solucion general de:

2
Exz¥+?xj—i—3x=ﬂ,x}ﬂ

Solucion:

Es bueno para el estudiante que obtenga la ecuacién de indices
las primeras veces. Basta hacer y = x™ en la ecuacion diferencial dada
y luego dividir por x™ para obtener la ecuacién de indices:

2m(m=1)+7m-3=0

2m?+5m-3=2m-1)(m+3)=0
Luego, las raices son m = )%, - 3, y la solucién general es:

Y=CxV? 4+ Cx~?

Figura 16. Gréficas de algunas soluciones de la ecuacién diferencial.

- { ———

)

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Caso 2. Raices complejas conjugadas
Silaecuacion de indices tiene raices complejas m;, = a + fi,m, = a — fi,
entonces la solucién general es:

¥ = Cx®*Fi 4 C,e® Pl = x=(C,xP! + C,xFt)
Pero por la propiedad de la exponencial (para x > 0) se tiene:
mif = gifinx
Entonces nuestra ecuacion para y se transforma en:
y= Ea(ﬂieiﬂlnx + fze—lﬂinx]

Ya mostramos, usando la ecuacién de Euler, que una combinacion
lineal de e**¥ es equivalente a una combinacién lineal de cos @ y sen
@. Para nuestro caso #=gInx. Entonces, cuando las raices de la
ecuacion de indices para la ecuacion de Cauchy-Euler sean ndmeros
complejos a + fii, la solucidén general es:

y = x%[Acos(finx) + Bsen(finx)]

O de forma equivalente:

y = |Ax*cos(Binx) + Bx"sen(finx)]

Ejemplo 37. Raices complejas conjugadas:

Encontrar la solucién general de:
Ix2y/+15xy' +5y=0,x>0.

Solucion:
Haciendo y = x™ se obtiene la ecuacién de indices 9.m. (m-1) + 15 m
+5=9m?+6m+5=(3m+ 1)?2+ 4 =0, cuyas raices son:

m=—-*+1i

L | =
W |k
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F
Como x™=x"3%" = x 3x73, |a solucidn general es:
s (2 ) 2
y = Cx Y3cos (§ !:-tx) + Cox~3sen (ilnx)

Figura 17. Gréaficas de algunas soluciones de la ecuacién diferencial.

-t

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Caso 3: Raices reales repetidas:

Si la ecuacién de indices am (m - 1) + b.m + ¢ = O tiene raices
repetidas x = m,, entonces solamente una solucién homogénea es
asumida de la forma y = x™:. La segunda solucién homogénea se puede
encontrar siempre por el método de reduccién del orden estudiado
anteriormente. En el caso de raices repetidas para la ecuaciéon de
Euler, la segunda solucién es siempre de la forma:

y=x™lInx

Veamos este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 38. Usando la reduccion del orden:

Encontrar la solucién general de:

X/ -Txy +16x=0,x>0



Solucion:

Sea y = x™, esto nos lleva a la ecuacién de indices m (m - 1) = 7m
+16=m?-8m+ 16 = (m-4)2=0, con lo cual m = 4 es una raiz
de multiplicidad dos. Como tenemos que una solucién es y = x4 la
segunda soluciéon para el conjunto fundamental de soluciones puede
ser encontrada por reduccién del orden, seay = v.x%

Entonces de la ecuacién diferencial dada y usando la regla del
producto, se tiene:

x(v/x* + 207423 + v12x%) — Tx(v/x* 4+ v4x3) + 16vx* = 0,x > 0

Los términos que contienen la variable v se cancelan, ya que x*
es una solucién, y se reduce a:

v/l +v/x® =0
Dividiendo por x° tenemos:
vl vl =0
Por el método de reduccion del orden, tenemos:
W=/
Luego nuestra ecuacién anterior se convierte en:
aw' +w=10

Separando variables:

Entonces (como se tiene que x > 0):

Inlw|=—-Inx+C
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Tomando exponencial, se tiene:

[}
w=—
x
Como w = v/, tenemos:
=5
X
Integrando, se tiene:
V=Clnx+C

De donde:
Y=x*v=x*C,Inx+ ()= C;x*Inx + Cx*

Entonces la segunda solucién linealmente independiente es

x*Inx,

De ahora en adelante, para obtener la solucién general de una
ecuacion de Euler, cuando hay una raiz repetida, m, tenga en cuenta
que la segunda solucién es x™nx Yy No use el método de reduccién
de orden a menos que se le indique.

Ejemplo 39. Raices repetidas:

Encuentre la solucion general de:

iyl —xy! +y=0,x>0
Solucion:
Haciendo y = x™ tenemos la ecuacion de indices

mim-1j-m+1=m?—-2r+1= (m—1)* =0, la cual tiene raiz
repetida a 1. Entonces:

¥Y=Cixlnx+Cox, x>0
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Figura 18. Gréficas de algunas soluciones de la ecuacion diferencial.

" 1]

L

4

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En resumen, tenemos el siguiente teorema de todo lo visto en
esta seccion:

Teorema: ecuacion de Cauchy-Euler
La solucion general de la ecuacion de segundo orden de Euler:

d*y dy
2___ 7 . =
ax dx? +bxdx+cy 0
esta dada como sigue. Por sustitucion y = x™, obtenemos la
ecuacién de indices am (m - 1) + b. m + ¢ = 0. Encontrar las

raices m;, m,:

1.Sim, # m, y m,, m, son ndmeros reales, entonces:
1 ?2 1 2
y o= Cix™s + Cpr™e,

2.Simy =a + fi,m, =a—Pi,f + 0, entonces:
y = [Cix%cos(Blnx) + Cox"sen(finx)]

3.Sim, =m,, entonces: y = C;x™ +Cx™ Inx
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Ejemplo 40. Un ejemplo de la ecuacion de Cauchy-

Euler para grado mayor que dos:

Encuentre la solucién general de:

Xy sty 4+ Tay' + 8y =0,

Solucion:

Haciendo y = x™ y calculando las tres primeras derivadas, se tiene:
¥ =mx™ !, y=m(m-1)x™7, v = m{m-1)(m -2)x™*

Luego la ecuacion dada se convierte en:

2y 4 5y + Ty’ + By= kP mim-1){m- 2™ 2+ 5k mim- 1™ 2+ Temx™ 1+ 8x™
=x" [m({m-1)(m-2) + Sm{m -1) + 7m + 8]
=x"(m" +2m” + 4m + 8) = x" (m+2) (m’ + 4) =0

En este caso se tiene que m, = -2, m, = 2i,y m, = - 2i son las rai-
ces de dicha ecuacion; por lo tanto, la soluciéon general esta dada por:

Y = C; x7 + C; cos (2lnx) + Cssen (2Inx)
Sila ecuacioén de Euler no es homogénea, es decir es de la forma:

d’y . dy

2 —_
ax‘—+bxr—+cy=f(x
dx? T f(x)

En general el método de coeficientes indeterminados no se
aplica para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes variables. Por lo tanto, el mejor método es el de variacién
de pardmetros, veamos un ejemplo:
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Ejemplo 41. Un ejemplo de la ecuacion de Cauchy -

Euler no homogénea:

Encuentre la solucién general de:

iy’ - 3xy! + 3y = e

Solucion:

Como se trata de una ecuacion diferencial no homogénea,
primero resolvemos la ecuacién diferencial homogénea asociada a
la ecuacién diferencial lineal dada. Resolveremos primero la ecuacién
diferencial x2y//- 3xy’ + 3y = 0. De la ecuacién de indice se tiene que
(m-1) (m- 3) = 0, luego y, = C, x + C, x3 Ahora recordemos que
para hallar y  debemos encontrar v, y v, tales que y = vy, + Vv,y, Y
que v =%,u§ =% , donde W, W, y W son los determinantes que se
definieron cuando definimos el método de variaciéon de pardmetros.
Por lo tanto, dividiendo la ecuacién dada por x? tenemos que:

Y-l 45 = 2xer

Tomando fix) = 2x2e*, y, = x, y; = ¥*, Se tiene que:

N O _II] x3|__5x _|x 0 | _mosox
_|1 3x? _Zx'wi_sze" 3x? e Wa =) gpzen| = 2X7€
Luego se tiene que:
2x5e* 2x3e*
p;f:_?:—xzex, }rv§'= 23 =¥

La integral de esta ultima funcién es inmediata, es decir que
v, =e* y para hallar v,, se tiene que hacer integracion por partes dos
veces y se obtiene:

v, = —x'e* + 2xe* — 2e*
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Por lo tanto, y, = v,y + vy, €s:
vp(—x?e™ +2xe* — 2e¥)x + x%e* = Ix?e* — 2xe®
Luego la solucién general seré:

Y= ¥n+¥p = Cix+ Cx° + 2x%e¥ — 2xe”

Método alternativo para resolver ecuaciones de
Cauchy-Euler

La similitud entre las formas de las soluciones de las ecuaciones de
Cauchy - Euler y las soluciones de las ecuaciones lineales con coe-
ficientes constantes, no son solo una coincidencia. Asi por ejemplo,
cuando las raices de la ecuacion auxiliar de ay” + by’ + cy =0,y la
ecuacion de indices de la ecuacion de Cauchy-Euler son reales y dis-
tintos x?y”+ b x y/+ c y = 0, las soluciones generales respectivas son:

y=0e™*+ e yy= O x™¥ + CxmeX x>0

Usando la identidad e'"* = x,x > 0, se puede ver que la segunda
solucién dada puede expresarse en la misma forma que la primera
solucion, esto es:

}I,: E'1EPFL1[1‘12’ +E'zel1‘i,:|!1"lt — ijm.r+czxm2r

Donde r = In x. Este ultimo resultado ilustra el hecho de que
cualquier ecuacion de Cauchy-Euler siempre se puede escribir como
una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, haciendo
la sustitucion x = e



En resumen
Dada la ecuacion diferencial de Cauchy-Euler de la forma:

g d%y dy
ax? ==+ bxZ 4+ ey =0
dx* dx

Donde a, b y ¢ son constantes, entonces:
1. Si x > 0, transforme la variable independiente de la x
ar donde: x =e"

De modo que:

r=Inx,
dy _ dy
* dx  dr (72]

e Zﬂzﬂ_d_y (73)

dx?* dr* dr
(Si x <0, utilice la transformacién x = - e"de modo que la
transformacion nos lleva a r = In (-x) y las otras ecuaciones
quedan iguales).
2. Sustituir (72) y (73) en la ecuacion de Cauchy-Euler
dada, y simplificar los términos semejantes, asi se tiene:

2
B 224 (b —b) L+ by =0 (74)

La cual es una ecuacion diferencial lineal de segundo grado
con coeficientes constantes.

3. Resuelva (74) paray = y(r).

4. Utilice el cambio de variables dado inicialmente y la solu-
cién y = y(r) obtenida en el paso 3 para encontrar la solu-
cion final y = y(r).
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Ejemplo 42. Forma alternativa para resolver la

ecuacion de Cauchy-Euler:

Resuelva el problema con valor inicial:

d? d
x ﬁ+ 3xd—i +5y=0,y(1)=0,y/(1) = 6

Solucion:

Cambiamos la variable independiente de x a r usando el cambio de
variable x = e". Sustituyendo (72) y (73) en la ecuacién diferencial
dada, obtenemos:

dy  ady o
o+l +sy=0
Esta ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes
tiene la ecuacioén caracteristicat? + 2t + 5= (t + 1)2+ 4 =0, de manera

que las solucion general y = C,e"cos 2r + C,e"sen 2r. En términos de
las variables originales, esto se convierte en:

¥(x) = C;x " 'cos(2Inx) + C,x " 'sen(2inx)

Aplicando las condiciones iniciales se obtiene C, =0, C, = 3, de
modo que la solucién particular sera:

y(x) = 3x 'sen(2lnx)

Ejemplo 43. Buscando una solucion particular:

Encuentre una solucién particular de:

d*y
dx?

2

2
x
x+1"

dy _ . _
tx -y = parax>0

Solucion:
El primer paso es resolver la ecuacion diferencial homogénea asociada:

dy dy
»¥—+x——-y=0
dx® dx



Haciendo el cambio de variable y = €', sustituyendo de acuerdo
a (72) y (73) en la ecuacién diferencial llegamos a:

d*y
drd

y=0

cuya solucion es y(r) = C,e" + Ce". En términos de la variable
X, la solucién de la ecuacion diferencial esta dada por:

¥(x)==Cux + Cox™*

Como tenemos dos soluciones linealmente independientes,
podemos utilizar el método de variacién de pardmetros, de manera
que podemos hacer:

¥, =1y + XL

De modo que v{,v:f satisfagan las ecuaciones:

F eyl 1l =
oy +xhow =0,

v{r —x‘zvz"' =2/[x%(x+1)]

Resolviendo el sistema para v/ multiplicando la primera ecuacién
por x'y sumdndola a la segunda ecuacién del sistema anterior, se
tiene:

/ 1
“W“ S e x 1)
*x+1)

De donde se obtiene para vi:

-1
= 2y =
v, = —XTw =
! 1 ox+1

Integrando esta ecuacién tenemos:

v, = —In{x+1)




Para hallar la antiderivada de v,, primero volvemos a escribir la
forma de v/, usando fracciones parciales:

jo_ 1,1, 1
1 x x2 x+1

Luego integrando, tenemos:
Wy =-lnx—x+ In(1 + %)
Por lo tanto, la solucién particular sera:

Yp=xln(14x)=1—x""n(1+x)



En los ejercicios 1 al 12, resuelva la ecuacién diferencial de segundo
orden de Cauchy-Euler para x > 0. Si no hay condicién inicial, dé la
solucion general.

1. x*y// +xy' —y=0

2. x*y!l —dxy! + 6y =0

3. xtyll 4+ 3xy/ +y =0

4. 2yl —xy/ + 2y =0,yy(1)=0,y/(1)=2

5. 4x2y/ + Bxy/ +y =10

6. x*y// +xy/+y=0

7. X'y +4xy/ +2y =0,y(1)=1,y(1)=0

8. 9xy/l +15xy/ +2y =0

9. ¥y +xy +4y =0

10. x*y// +3xy/ +10y =0

11, 2%y +3xy/ +8y =10

12. x*y// —3xy/ +5y =10

13. Por simple observacion de las respuestas de los
gjercicios 1 al 12, encuentre la ecuacion de Cauchy-Euler
cuya ecuacién de indice tiene raices repetidas. Para



estos ejercicios, encuentre la segunda solucién usando el
método de reduccién del orden.

a2 d
14. Encuentre la solucion general de Ex(é) +y =0 usando

separacion de variables. Compare su respuesta con la
solucién obtenida usando el método de esta seccion.

15. (Equi-dimensionalidad). Sea k una constante y realice
el cambio de variable por Ks.
a. Muestre que la ecuacién de Cauchy-Euler:

d*y dy
2 = — =
ax dx2+bxdx+r}r 0
Se convierte en:
d*y  dy
ﬂszﬁi‘bfﬁ-l‘f}f =0

Es decir, la ecuacién de Euler permanece inalterada
mediante este cambio de escala de la variable indepen-
diente.

b. Esto contrasta con lo que sucede cuando se realiza
el mismo cambio de escala en la ecuacién de coeficien-
te constanteay”’/ +by +cy=0.

c. Verifigue que si k > 0 es un ndmero real constante y
m,, m, son constantes reales distintas, entonces x =k s
cambia:

y=0x™ + {,r™m

En:
¥ = As™ + Bs™z

d. Verifique que si k > 0 y m, es un nimero real constan-
te, entonces x = k s cambia:

y = Cx™ + Cyr™e,



En:
y = As™ 4 Bs™z

e. Verifique que, si K> 0y «a, § son constantes reales,
S3#0, entonces x = ks cambia:

.| Cix%cos(finx) + sz“-sen{ﬁ!nx}]
En:

[As®cos(fins) + Bs®sen(fin)]

16. Verifique qué transforma haciendo el cambio de varia-
ble y = In x la ecuacion de Cauchy-Euler:

L P d
ax‘dx::+bxdi+cy={}

En la ecuacion de segundo orden con coeficientes cons-
tantes:

d'y dy -
a3 + (b u}dr +ecy =10

La ecuacién de Cauchy-Euler de cualquier orden se puede
resolver haciendo el cambio de variable y = x", como se mostré en los
ejemplos 36 y 37. Resuelva los siguientes ejercicios siguiendo dichos
Procesos:

17. x*y™ 4+ 6x3y® 4 7x2y@ 4 xyM) —y = 0,

18. x*y'™ + 623y @ + 9x2y(@) 4 3¢y 4y =0

19. x3y@) 4 xyl —y =0

20. 2Py 4 4x2y@ =
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