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JUSTIFICACION -

JUSTIFICACION

En este segundo volumen de “Ecuaciones
diferenciales y Sistemas Dindmicos”, se muestra
de manera mas amplia los conceptos basicos de
los sistemas dindmicos (cualquier fenémeno que
transcurre en el tiempo) que permea todas las areas
del conocimiento humano, desde nuestro sistema
solar, cambio de temperatura, fluctuaciones de
cuerpos, crecimiento de poblaciones, trasmisiones
de epidemias, comportamientos de tumultos de
personas y en fin de todo fendmeno natural.

Todos estos fendmenos lineales y no lineales
lo podemos modelar mediante sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales, que nos permiten
entrar en todo un nuevo vocabulario de la nueva
ciencia del caos, como son: la complejidad, los
fractales, bifurcaciones y sistemas no lineales,
que ha evolucionado a partir de una terminologia
abstrusa a una parte comun del lenguaje de la
ciencia.

Por tal razén en este segundo tomo de “Ecuaciones
diferenciales y sistemas Dindmicos” queremos
presentar todo este nuevo lenguaje de la nueva
ciencia del caos, de manera elemental, que permita
a nuestros estudiantes entender amplia y precisa
los elementos basicos de esta ciencia. Si bien
esto puede parecer una hipérbole periodistica,




hay pocas dudas de que muchos de los conceptos que se veran en
este texto son conceptos muy importantes en la nueva teoria de los
sistemas dinamicos, como son la multi-estabilidad global, estabilidad
local, dependencia sensitiva a condiciones lineales, atractores, que son
temas relevantes en las dreas como la biologia, ingenieria, medicina,
ecologia, econémica y astronomia. En este texto, presentamos
los sistemas de ecuaciones lineales y no lineales y sus diferentes
aplicaciones y formas de solucionarlos con la ayuda del dlgebra lineal
y la teoria de la transformada de Laplace.



CAPITULO 9.

APLICACIONES DE

LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES
DE SEGUNDO ORDEN Y
DE GRADO SUPERIOR

Contenido
9.1 Las vibraciones mecanicas |. 14
9.2 Ejercicios 32
9.3 Movimiento con respuesta libre

y con la friccién (0>0) 37
9.4 Ejercicios 45
9.5 Las vibraciones mecanicas Il.

Respuesta forzada 49
9.6 Ejercicios 61
9.7 La friccién esta presente (0>0)

(oscilacién forzada amortiguada) 65
9.8 Ejercicios 72
9.9 Circuitos eléctricos lineales 74
9.10 Ejercicios 85
9.11 El péndulo y otras aplicaciones 89
9.12 Ejercicios 112
Competencias

1. ldentificar el modelo masa resorte en
sus diferentes aplicaciones a la fisica.

2. Aplicar las ecuaciones diferenciales li-
neales de segundo orden a problemas
de la vida cotidiana.

3. Reconocer y solucionar problemas
cuya solucién requiere modelos de
ecuaciones diferenciales lineales de
orden superior.




Figura 1. Robert Hooke (1635-1703).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Hooke nace en Freshwater, Inglaterra, en 1635 y muere en Londres,
en 1703. Fue un fisico y astrénomo inglés, conocido principalmente
por sus estudios sobre la elasticidad, asimismo fueron notables sus
descubrimientos astronémicos y sus aportaciones a la biologia.

Formado en la Universidad de Oxford, Robert Hooke colaboré en
el seno de esta institucion con el quimico britédnico Robert Boyle en
la construccion de una bomba de aire (1655). Cinco anos mas tarde
formuld la ley de la elasticidad que lleva su nombre, la cual establece la
relacion de proporcionalidad directa entre el estiramiento sufrido por
un cuerpo solido y la fuerza aplicada para producir ese estiramiento.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Introduccion

En este capitulo volvemos a revisar las ecuaciones diferenciales li-
neales homogéneas y no homogéneas de grado superior, para ver
su aplicacién a problemas de vibraciones mecanicas, sistema masa
resorte, péndulos lineales, circuitos RLC y otras aplicaciones en las
ciencias.
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9.1 Las vibraciones
mecanicas I. Formulacion y
respuesta libre

En el capitulo 8 examinamos ejemplos de problemas de valor inicial
para ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes
constantes. Ahora veremos cémo se utilizan estas ecuaciones para
crear modelos de algunas situaciones fisicas, tales como masa resorte,
péndulos lineales simples y circuitos RLC en serie.

9.1.1 Sistemas masa resorte

Antes de empezar a mirar el problema masa resorte, debemos
recordar cémo la segunda ley de Newton' nos sirve para modelar
problemas que involucran el movimiento rigido de un cuerpo:

d
a(m. v) =Fr
Donde m es la masa, v es la velocidad, mv es el momento, t

es el tiempo y F, es la fuerza total que actta sobre el cuerpo. El
resultado de la ecuaciéon diferencial puede ser analizado usando los
elementos dados en el capitulo 8. Para este trabajo se usaréan las
unidades centimetros-gramos- segundos (cgs) y pies-libras-segundos
(fps), como unidades de medidas.

1 La forma de la segunda ley de Newton es para las denominadas masas puntuales. Para
algunas masas distribuidas, se permite aplicar esta ley como si toda la masa estuviera concentrada en
su centro de masa.




Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Sistema masa resorte en forma horizontal

Supongamos, entonces, que tenemos un resorte en forma horizontal
conectado a una pared con una masa constante m tal como se
muestra en la figura (véase la figura 2). Supondremos que la fuerza
total F; se compone de tres fuerzas:

Figura 2. Sistema masa - resorte en forma horizontal.

Fuente. Campel y Haberman (2008).

F s = fuerza ejercida por el resorte

Fr = una fuerza de friccién o de resistencia que actua sobre la masa
(Por ejemplo, la resistencia del aire)

Fe = cualesquiera otras fuerzas externas (tales como el magnetismo)

Entonces la ley de Newton toma la forma:

dzy
m—==F=KE+tK+tFE ()

Sea L la longitud del resorte sin la masa unida a él (es decir la
longitud natural del resorte). Introducimos un sistema de coordenadas
tal que x = 0, esta localizado a la distancia L, de la pared, como se
muestra en la figura 2. Entonces x (t) es la distancia de la masa desde
esta posicion. Si x (t) > O (como se ilustra en la figura), el resorte es
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estirado desde su forma natural una distancia x hacia la derecha y es
conocido que el resorte ejerce una fuerza hacia la izquierda (figura 3).

Figura 3. Masa - Resorte horizontal con desplazamiento hacia la derecha.

Fuente. Campel y Haberman (2008).

Six (t) <0, en este caso el resorte es comprimido y en este caso
el resorte ejerce una fuerza hacia la derecha:

Figura 4. Masa - Resorte horizontal con desplazamiento hacia la izquierda.

Fuente . Campel y Haberman (2008).

Podemos ahora expresar las diferentes fuerzas en (1) en
términos de x. Para empezar, tenemos que asumir que el resorte
satisface la Ley de Hooke?.

2 Robert Hooke (1635-1703), de origen inglés, no fue solo fisico y matematico, sino un gran
artesano que hizo significativos inventos en instrumentos de astronomia y relojes.
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La fuerza ejercida por un resorte es proporcional a la distan-
cia que el resorte es extendido (o comprimido).

Se trata de un supuesto no solo para el tipo del resorte, sino
también la masa, las fuerzas eternas y unas condiciones iniciales. En
particular, estamos asumiendo que el movimiento resultante no es
demasiado grande en amplitud, por lo que se utiliza de esa manera
una ecuacion lineal. Debido al sistema de coordenadas que hemos
elegido, la distancia se estira, el resorte es x y de Hooke se convierte:

Fs=-k.s (2)

Donde k es una constante positiva, llamada la constante del
resorte. K es positiva porque la fuerza que actua sobre el resorte
es opuesta al signo de x. Es decir, si el resorte es comprimido, x < 0
entonces la fuerza sobre el resorte es positiva.

Muchos tipos de fuerzas resistentes a bajas velocidades son
proporcionales (aproximadamente) a la velocidad, es decir:

Fr=-6v=—5%, cond >0 (3)

La constante 6 es llamada la constante de amortiguamiento.
La constante de proporcionalidad - § es negativa, ya que la fuerza
de fricciéon actda en la direccion opuesta al movimiento y debemos
tomar § > 0. Tenga en cuenta que (2), al igual que la ley de Hooke,
representa una restriccion a la mocién para ser estudiada y no solo
una suposicion sobre el tipo de resorte y el tipo de resistencia. Por
dltimo, asumimos que las fuerzas externas Fe dependen solo de
tiempo t y no en la posicién x o velocidad %




Luego sustituyendo (2) y (3) en la ley de Newton (1), se obtiene
una ecuacién diferencial lineal:

d?x dx

Donde f (t) = Fe (t). Esta ecuacién diferencial es usualmente
escrita en la forma:

d’x
dt?

meZ+ 8=+ kx = f(¢) (5)

Observe que m, é y k son todas constantes no negativas. Las
condiciones iniciales usualmente empleadas en (4) son la posicién
inicial x (0) y la velocidad inicial v (0) = v/©.

A veces es conveniente pensar en la fuerza de resistencia como
aquella que se debe a un dispositivo conectado, tal es un pistén que se
mueve en un fluido. Uno de tales dispositivos se llama amortiguador.

Conceptualmente, este enfoque es similar al modelado de la
resistencia en un alambre por la inclusion de pequena resistencia
en las ecuaciones de circuitos eléctricos, en lugar de pensar en la
resistencia como distribuida por todo el alambre.

Unas pocas complicaciones adicionales se producen por un sistema
masa resorte vibrando verticalmente, en el que se debe incluir la fuerza
debido a la gravedad. Después de un poco de esfuerzo en la eleccién
de un sistema de coordenadas apropiado, vamos a demostrar que (5)
sigue siendo valida.



Supongamos que el sistema masa resorte se cuelga de un
soporte fijo. La fuerza de gravedad que actua hacia abajo sobre la
masa (el peso) es:

Fg=mg (6)

Donde g = 32 pies/seg? (fps) o 980 cm/seg? (cgs). Una vez
mas sea L la longitud del resorte que cuelga sin la masa unida (figura
5). Sea y la medida del cambio del resto de longitud. Entonces: es la
distancia L del soporte.

Figura 5. Gréficadel sistema masa - resorte vertical con gravedad.

Fuente. Campel y Haberman (2008).

Medimos y hacia abajo de manera que y positivo corresponde
a la longitud adicional del resorte. Entonces la ley de Newton con la
fuerza gravitatoria (6) se convierte en:

Ly

m
dat?

+82+ky=mg+ f(t) (7)

En primer lugar se analiza lo que sucede cuando una fuerza
externa f (t) sea igual a 0. A partir de nuestra experiencia, sabemos
que con la gravedad se estirard con el peso de la masa (figura 5)
y estar en reposo cuando y = AL (que vamos a determinar). Si la
masa esta en reposo (y = AL), entonces la fuerza de la gravedad debe
equilibrar las fuerzas de resorte, de modo que:
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kAL = mg 8)

El estiramiento AL del resorte debido a la fuerza gravitatoria
viene dada por (8). A menudo, en los experimentos el peso de los
objetos mg es conocido y AL se mide facilmente. Por lo tanto, la
constante k del resorte se puede determinar a partir de (8).

Si elegimos (incluso con una fuerza externa) un sistema de
coordenadas x centrada en el sistema de reposo dado (figura 6),
entonces:

y=x+AL )

Figura 6. Gréfica del sistema masa - resorte sobre un sistema de coordenadas.

L+AL+x

Fuente . Campel y Haberman (2008).

Observe que x = O corresponde a y = AL. Si (9) lo sustituimos
en (7), tenemos:

d?x dx
M+ §—

72 dt+k(x+AL) =mg+ f(t)

Pero como xAL = mg de (8) y, por eso tenemos finalmente:

d?x

m
dt?

+8=+ke=f(t) (10




La ecuacién (10) es la misma que la ecuacion (5), esto muestra
que la vibracion del sistema masa resorte vertical movido por la fuerza
de gravedad es la misma que el sistema masa resorte en la forma
horizontal, si un sistema de coordenadas se elige teniendo en cuenta
el pandeo debido a la gravedad.

Suponiendo que no existe una fuerza externa diferente a la gravedad,
esto es que la fuerza externa es f(t) = 0. Las solucidn de la ecuacién
diferencial homogénea resultante es:

d?x dx
M+ 6 —

TS dt+kx:0

Es llamada la respuesta libre (o natural) del sistema masa resorte.
Esto es como reacciona el sistema para las condiciones iniciales dadas,
si se le permite continuar sin interferencia externa. Tenga en cuenta
que la respuesta libre es lo mismo que la solucién de la ecuacién homo-
génea asociada. EI comportamiento resultante es bastante diferente,
dependiendo de si hay o no cualquier amortiguacion presente.

Si no hay amortiguacion (6 = 0), la respuesta libre de un sistema masa
resorte estd dada por la ecuacién diferencial:
T o kx=0
MaE T = (11)

Podemos resolver (11) usando las técnicas vistas anteriormente
en el capitulo 8. Como la ecuacion diferencial tiene coeficientes




constantes (y es homogénea), sustituimos x = e". La ecuacién

caracteristica es mr? + k = O, que tiene como raices r = ii\/E, conm
m

>0, k > 0. Entonces la solucién general de (11) es:

X =C;cos <\/§ t) + C,sen (\/%t) (12)

Donde C, y C, son constantes arbitrarias. Es algunas veces
conveniente introducir la notacion:

K
wo = \/; (13)

Esto se explicara en breve. Con esta notacién, la ecuacién
diferencial (11) se convierte, después de dividir por m, en:

dZ
Tt @) =0 (14
Y entonces su solucién general de (12) sera mas facil de escribir

como:

x = Cicos(wpt) + Cysen(wopt) (15)

Observe que el nimero wg que aparece en la solucién (15) es
la raiz cuadrada de la constante positiva, que es el coeficiente en la
ecuacion diferencial (14).

La solucidon general de la ecuacion diferencial lineal homogénea (12)
es una combinacién lineal de cos(wgyt) y sen(wyt). Podemos mostrar,
en general, que la adicion de estas dos funciones trigonométricas
produce una sencilla funcién trigonométrica porque, por trigonometria
se sabe que:

Cicos(wgt) + Cysen(wgt) = Rcos(wot — 6) (16)




Para verificar esta férmula, consideremos el siguiente diagrama:

Figura 7. Diagrama para el célculo de la amplitud y la fase.

c2 |
(C1,C2)
R +/CZ +C2 |
0
— - >

Fuente. Elaborada por el autor.

Recordemos la férmula de adicién cos (a — b) = cos a cos b +
sen a sen b, para reescribir el lado derecho de (16) como:

Cicos(wgt) + Cysen(wgt) = R(cos(wyt)cosh + sen (wyt)sen 6)
Esta ecuacion se satisface si:

C1 =R cosf

C,=Rsen 0

Se puede ver en la figura 7 de las ecuaciones anteriores que R
y 6 son las coordenadas polares del punto (C,, C,). Del teorema de
Pitagoras resulta que:

R=+/Cf +CF

La variable @, es llamada la variable de fase, y R = {/C{ + C?
la amplitud (o amplitud de oscilacién). Trazando el tridngulo y
especificando el cuadrante nos ayuda a determinar el angulo de fase.




La férmula:

_G

Tan 6 = .
. . C

Es algunas veces conveniente. Sin embargo, 6 = arctan (C—l) es
2

correcta si 6 esté en el primero, o cuarto cuadrante. Si € estd en el

C
segundo o tercer cuadrante, entonces 8 = w + arctan (C—l)

2

Menos errores se cometen si se indica el cuadrante del &ngulo
de fase.

En resumen: Forma de la amplitud y la fase.
Cicos(wgt) + Cysen(wgt) = Rcos(wot — 6)

R=.C+C2
Tan g = &
C

1

€1 :
0 = arctan (—) siC; =0
Cz

0 = w+ arctan (g—l), SiCl<0
2

Uno de los significados de la forma de la amplitud y fase es
que permite una representaciéon gréfica relativamente simple de la
solucioén:

x(t) = Rcos(wot — 6) 17)
Donde R es la amplitud, y la solucién es un coseno desplazado:

x(t) = Rcos [a)o (t - i)]

Wo

Uno de los momentos en los que la solucién es un maximo es
t= Wio . La férmula (17) y la figura 8 muestran que la respuesta libre
resultante, en la ausencia de friccion, es un movimiento armdnico
simple (dada por una funcidén coseno). La masa oscilante es sinusoidal

alrededor de x = 0. La soluciodn es periédica en el tiempo. Como las



funciones trigonométricas seno y coseno son periddicas de periodo
21, entonces el periodo T es:

Periodo =T = 2r
w

0

Figura 8. Movimiento arménico Simple en ausencia de friccién.

Fx

A= R cos(u! - §)

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La frecuencia es el nimero de periodos (ciclos) por unidad de
tiempo. Si la unidad de tiempo fuera segundos y el periodo fuese
1/5s, entonces la frecuencia seria 5 ciclos por segundo (o0 5 hertz
(Hz)). En general, la frecuencia satisface:

Wo

F .1
recuencia T 7n

Estos hechos dan una importancia a la interpretacion del
parametro wy

Wy = 2m. frecuencia

Dado que en un periodo del angulo los cambios de coseno 271
radianes, wg se denomina a veces la frecuencia circular, (nimero de
radianes por unidad de tiempo).

Para el sistema masa resorte, dado en (11) o (14), la frecuencia
(Z—L)ﬁ es llamada la frecuencia natural, ya que es la frecuencia que
surge de forma natural sin ningun forzamiento al sistema. Muelles
mas rigidos (mayor k) tienen frecuencias mas grandes.
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Ejemplo 1:

Una masa que pesa 2 libras, alarga 6 pulgadas un resorte, ent =0
se libera la masa desde un punto que estd 8 pulgadas debajo de la
posicion de equilibrio con una velocidad ascendente de 4/3 pies /seg.
Determine la ecuacién del movimiento.

Solucion:
Debido a que se esté usando el sistema de unidades (fps), las unidades
dadas en términos de pulgadas se deben convertir en pies:

6 pulgadas = ¥4 pie
8 pulgadas = 2/3 pie

Ademas, se deben convertir las unidades de peso dadas en
libras a unidades de masa. De modo que m = W/g, tenemos:

M =2/32 =nl1/16 slug.

También por la ley de Hooke:

2=k (1/2)

Implica que la constante del resorte es k = 4 Ib/pie. Por lo tanto,
de la ecuacion diferencial (11):
1 d?x d?x

— 4+ 4x=0,0 — 4y =
16dt2+x Oodt2+6x 0

El desplazamiento inicial y la velocidad inicial son x (0) = 2/3,
x/ (0) = - 4/3, donde el signo negativo en la ultima condicién es
consecuencia del hecho de que la masa se le da una velocidad inicial
en la direccion negativa o hacia arriba.



Como se tiene que, w? = 64,0 w =8, por lo que la solucién
general de la ecuacion diferencial es:

X (t) = C;cos(8t) + C,sen(8t)

Aplicando las condiciones iniciales a x (t) y X/(t) se obtiene C, =
2/3y C,=-1/6, por lo tanto, la solucion particular es (figura 9):

x(t) = gcos(St) - %sen(8t)

Figura 9. Gréfica de la solucién particulas de la dltima ecuacion.

4
y

3

2

-2

-3

-4

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La forma alternativa de x(t)
Segun la ecuacién (17), podemos escribir la solucién dada como:

x (t) = Rcos(wot — )

ponde R~ [(5)"+ (-3) = [5+55= =7

Para el célculo del angulo 6, tenemos que C, = 2/3y C, =-1/6,
y se encuentra que tan 6= -4, con una calculadora tenemos que 6 =
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arctan (-4) = - 1.326 rad. Este no es el angulo de fase, puesto que
arctan (-4) se encuentra en el cuarto cuadrante y por tanto contradice
el hecho de que sen 8> 0y cos 8 <0 porque C, >0y C, < 0. Por tanto,
se debe considerar que @ es un dngulo del segundo cuadrante, por lo
tanto 8 = m + (—1.326) = 1.816 rad. Asi la ecuacion (17) se convierte
en:

x(t) = \/gcos(St —1.816)

. ., 2T ™
El periodo de esta funcidnes T=— =75

Figura 10. Gréfica del movimiento sinusoidal del péndulo.

|

v negativa
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4

3
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-3

-4

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Observe que la figura 9 y 10 son exactamente las mismas,
Ademas se puede ver qué significa exactamente el periodo de g.

Ejemplo 2:

A un resorte de longitud constante de 24 pulgadas, se le coloca una
masa de 1 slug (32 libras) y se observa que el resorte se estira 3
pulgadas. Ahora, si de nuevo se le coloca una masa de 2 slug (16
libras) produce un alargamiento del resorte. La masa es impulsada
con una velocidad de T pie/seg hacia abajo. Determine la ecuacion del
movimiento resultante.

Solucion:
Primero se requiere conocer la constante del resorte. De (8) se tiene que:

K.AL=mg

En unidades fps tenemos:

K (1/4 pies) = 1lib.s2/pies. (32pies/s2)

K =128lib/pies.
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Como la masa es m = Y2, entonces la ecuacién del movimiento es:

1d?x

EF‘F 128x =0
O:

d?x

La ecuacion caracteristica es r2 + 256 = 0, la cual tiene como
raices r = £16i. Entonces la solucién general de la ecuacion diferencial
es:

x = C,cos (16t) + C, sen (16t)

Las condiciones iniciales son:
X (0) =% pies. x/(0) =1 pies/seg

Entonces:

¥4 =x(0)=C,, x'(0)=16C,
Y la ecuacion del movimiento resultante es:

1 1
x = —cos 16t + —sen 16t

4 16

El orden para visualizar de manera mas facil el movimiento es,
reescribir esta solucién en la forma:

X=Rcos (16t - 6)

La amplitud es:
R=VEET 2= () +(2) =2

El angulo de fase 6 estd en el primer cuadrante y es:
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De donde:
1
0 =tan?! (Z) = 0.2498 radian

Entonces, la ecuacion del movimiento para este ejemplo se
puede escribir como:

X = g cos(16t — 0.2498)
El periodo es % y la frecuencia es ﬁ (ver figura 11).
S

Figura 11. Grafica para la curva solucién de la ultima ecuacién

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




En los ejercicios 1 al 10, colocar la ecuacién diferencial dada en
la forma X = R cos (wot - 0):

1. x (t) =3 cos bt -7 sen bt

2. x(t)=-bcos7t+3sen 7t

3. x (1) = V3 cos 14t + sen 14t

4. x (t) = 5 cos 4t + 5v/3 sen 4t

5. x (t) =-6 cos bt + 6 sen bt

6. x (t) = 4cos 7t-4 sen 7t

7. x(t) = V3 cos 6t - sen 6t

8. x (t) = V3 cos 9t - sen Ot

9. x (t) =-4 cos 2t + V3 sen 2t

10. x (t) = 2 cos 2t - 2V3 sen 2t

Respuesta libre. En los ejercicios 11 al 24, asumimos que la ley
de Hooke es aplicable, la resistencia es despreciable, y la masa del
resorte es despreciable.

11. Una masa de 30 g se une a un resorte. En el equilibrio,
el resorte se estira 20 cm. El resorte se jala hacia abajo
10 cm y se suelta. Establecer la ecuacion diferencial para
el movimiento, y resolverla para determinar el movimiento

resultante, haciendo caso omiso de la friccion.




12. Una masa de 400 g se une a un resorte. En el equilibrio
el resorte se estira 245 cm se jala hacia abajo, el muelle
se tira hacia abajo y se libera de tal manera que la masa
es de 10 cm por debajo del equilibrio y viaja hacia arriba
a V84 cm/seg. Establecer la ecuacién diferencial para el
movimiento. Resolver la ecuacion diferencial y expresar la
solucién en la amplitud forma de fase.

13. Una masa de 8 slugs (8.32 Ib) g se une a un resorte
largo. El resorte se extiende 2 pies antes de llegar al
estado de reposo. Los 8 slugs de masa son retirados y
una masa de 2 slug (64 Ib) se une y regresa al equilibrio.
La masa se empuja hacia abajo y queda en libertad. En el
momento en que se libera, la masa de 2 pies por debajo
de equilibrio, viaja hacia abajo a 1 pie/seg. Deducir la
ecuacion diferencial para el movimiento del sistema masa
resorte. Resolver la ecuacion diferencial.

14. Un sistema masa resorte tiene una constate para el
resorte de k = 5 g/seg? ;Qué cantidad de masa se debe
agregar al resorte para que su movimiento tenga una
frecuencia de 30 Hz?

15. Un resorte esta unido a una masa de 10 slugs (320 Ib).
¢Cudl debe ser la constante del resorte para hacer que el
movimiento resultante tenga una frecuencia 5 Hz?

16. Una masa de 6 g es atada a un sistema masa resorte,
con una constante para el resorte de 30 g/seg? ;Cudl
debe la condicidn inicial para que la respuesta tenga una
amplitud de 3 y una fase de /47




17. Una masa de 17 g es atada a un sistema masa resorte
con el resorte de constante 63 g/seg? ;Cual debe ser la
condicidn inicial para obtener una respuesta con amplitud
2 y una fase de /3?

18. Suponga que se tiene un sistema masa resorte como el
de la figura 9.5.

a. ;Qué efecto sobre el periodo y la frecuencia se da si se
duplica la masa?

b. ;Qué efecto sobre el periodo y la frecuencia se da si se
duplica la constante del resorte?

c. ¢Qué efecto sobre el periodo y la frecuencia se da si se
duplican tanto la masa como la constante del resorte?

19. Un sistema masa resorte con masa m y constante del
resorte k esta sujeto a un repentino impulso. El resultado
es que en t = 0, la masa estd en posiciéon de equilibrio,
pero tiene una velocidad de 10 cm/seg hacia abajo.

a. Determine el movimiento subsiguiente.

b. Determine la amplitud del movimiento resultante como
funcion de my k.

c. ;Cuél es el efecto sobre la amplitud si la constante k va
creciendo?

d. ¢Cudl es el efecto sobre la amplitud si la masa m va
creciendo?

20. Como en la situacion del gjercicio 19, si la masa es 50g,
;qué debe suceder con la constante del resorte para poder
obtener una amplitud de 20 cm?




21. En el tiempo t = O la masa de un sistema masa resorte
con masa m y constante del resorte k es observada un 1
pie por debajo del equilibrio y desplazandose hacia abajo
a una velocidad de 1 pie/seg.

a. Determine el movimiento subsiguiente.
b. Determine la amplitud como una funcién de my k.

c. ¢Cudl es el efecto sobre la amplitud si crece m o k?

22. Como en el gjercicio 21, si la constante del resorte es k
= 8 Ib/pies, ;qué debe suceder con la masa para obtener
una amplitud de 4 pies? ;En qué tiempo se obtuvo por
primera vez esta amplitud?

23. Conservacion de la energia mecanica. Suponga que
un sistema masa resorte esta modelado por la ecuaciéon m
y/ + ky = 0. Las cantidades %mvz y,%ky2 son la energia
cinética y la energia potencial elastica. Su suma es la
energia total mecdnica. Multiplicando my” + k y = 0 por y’
y integrando para mostrar que %mv2 s %ky2 = constante.

24. Sea E = %mvz + %ky2 = %m(y/)2 +%ky2. Muestre
que si y es la solucion de my” + §y/+ ky = 0 con § > 0,
entonces Z—i < 0. Luego E es mondétonamente decreciente,
es decir, que la energia mecanica decrece en la presencia
de la resistencia.

En los ejercicios 25 al 30, encuentre la soluciéon general (si
la condicién inicial estd dada, poner la solucién en términos de la
amplitud y la fase cuando sea posible):



d?x

2
26. —+23x =0
dzx_7 ~0
27‘F X =

28.

—23x=0

29.

30.

d?x

dat?

d?x dx

F-l- 5x = O,X(O) = Z’E(O) =3
d?x

dat?

+9x=0,x(0) =7,2(0) =5

31.

Considere un objeto moviéndose sobre un circulo
de radio r, muestre que el édngulo 8, estd aumentando
: do ,

constantemente, es decir que == constante. ;jCuantos
ciclos por segundo da el objeto? Muestre que la
componente en x del objeto satisface el movimiento

- : ae . .
armonico simple. Muestre que = €S igual a la frecuencia
circular.

32

. Considere una masa m, obligada a moverse en forma

horizontal, localizada entre dos paredes fijas a una
distancia D y conectada a dos resortes. El resorte del
lado izquierdo tiene una longitud L, con una constante
del resorte k, igualmente el resorte del lado derecho tiene
una longitud de L, y una constante del resorte de k.. Si la
posicion de la masa respecto a la pared de la izquierda es
X, como se ilustra en la figura 12. Establezca una ecuacion
diferencial para la masa (en donde actuan sobre ella dos
fuerzas).




Consideremos ahora que la friccidn no es despreciable, es decir esté
presente, de manera que la dindmica para el sistema masa resorte de
la figura 5 esta descrita por la ecuacion diferencial:

dzy dy _
mﬁ+55+ky—0 (18)

Como la ecuaciéon diferencial tiene coeficientes constantes,
podemos usar la ecuacién caracteristica para (18), mr? + dr+ k =0, la
cual tiene las raices:

1) Vé2—-4mk
i 1

De acuerdo a esta ecuacion tenemos tres casos a considerar,
dependiente del valor del discriminante §2 — 4mk, sea negativo, cero
o0 positivo. Como ya se ha analizado el caso § = 0 (sin friccion), ahora
es conveniente pensar en la masa my la constante del resorte k como
fijos, y explicar lo que sucede con el coeficiente de friccion § a medida
gue aumenta.

En este caso, 8% —4mk < 0. Existe un par de raices complejas
conjugadas:




Las cuales dan las soluciones de la ecuacién diferencial
dzy dy _ )
m—=+ 6E + ky = 0, que son:
y=e"%(CicosPx + Cysenfix)

O usando (16):

y=e %\/CZ+ Cicos(Bx—6)  (20)

Figura 12. Grafica de la funcién (20) para algunos valores de C, y C,.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Esta es una oscilacién amortiguada, conocido como sub-
amortiguada (6§ < v4mk). La solucidn grafica esta dada en la figura
12. La funcién sinusoidal cos(fx — 6) varia entre 1 y - 1. Entonces
la solucion se mantiene entre /CZ+ Cfe % y— \/CZ+ Cie %"
Para hacer un boceto cualitativo de (19), primer trazamos la curva
y=+/C;+C2e™® Yy SU cCurva negativa y = — /022 +C}e™ La
solucién oscila entre estas dos curvas, como se muestra en la figura
12. Para la oscilacidon amortiguada, el término:

’CZZ +Cfe ™

Es llamada la amplitud del tiempo de amortiguaciéon de la oscilacién.
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Con la friccién la amplitud oscila con un pseudo - frecuencia (circular):
Vamk — 52
b=—m—

Esta frecuencia puede ser relacionada a la frecuencia (circular)

wo =\/1-’; a la cual el sistema masa resorte puede oscilar sin amorti-

guacion es:
k&2 |, e
3—\/5 4mz—\/“’o prem;

La seudo-frecuencia de un oscilador sub-amortiguado es menor
que la frecuencia natural. Como la resistencia 6 estd creciendo, la
seudofrecuencia decrece (el periodo crece).

Un método experimental para determinar la amortiguacion
constante 6, es mediante la observacién de la disminucién exponencial
de la amplitud de la oscilacién. Otro método consiste en comparar las
frecuencias con y sin amortiguamiento.

Para una masa dada m y una constante k para el resorte, el
aumento de la resistencia § (pero manteniendo § < Vamk) tiene dos
efectos. Primero, la oscilaciéon se amortigua mas rapidamente, es
decir, el tiempo de variacion de la amplitud decrece rdpidamente:

/622 + C}e™*

En segundo lugar, el periodo de la oscilacién se amortigua, Zn/ﬂ
aumentando (figura 12).

Ejemplo 3:

Una masa de 0.5 slug (peso de 16 Ib) es suspendido sobre un
resorte el cual tiene una constante k = 2 Ib/pie. Si el amortiguamiento
es 6 Ib. Seg/pie. La masa se tira hacia abajo 1 pie y puesto en libertad.
Describa y trace la gréfica para § = 0,1,0.25,y 1.75.




Solucion:
La ecuacion diferencial que describe el movimiento es:

1dy
2 dx?

+85Z+20=0,y(0) =1, y(0)=0.  (21)

La ecuacion caracteristica, la cual se puede encontrar por simple
inspeccién o por sustitucion de y = e en (20) es %Tz +oér+2=0
que tiene como raices r = —§ + V4 — 62 , luego la solucién de la
ecuacion diferencial de (21) es

y= e=ax [Clcos (1/4 - 52x) + C,sen (\/4 - 5236)]

la cual es un movimiento sub-amortiguado si 6 < 2. La condicién
inicial implica que:

1=y(0)=
0=y/(0)=-6C, + V& — 62C,
De donde se tiene C,=1,C, = 6(4 — 6%)" /2 y:

y = e eos(VE=0%) + 6(4 — 6% V2sen(VE—0%)] (a9

Esta ecuacidon (22) la podemos reescribir usando (17) de la

siguiente forma:
2
8 4
1+ [ 1] T 3-5?

(4-62)7

Entonces de (22), se tiene:

y = e‘5x7ﬁ7005(v4 —§2x — 0) (23)
Donde:
1
tanf = 5(4 — 6%)2

La grafica de (23) se muestra en la figura 13, para
§=0,1,0.25y 1.75.

e



Figura 13. Grafica de la ecuacién (23) para diferentes valores de 6.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En este caso llamamos sobre-amortiguado a la ecuacion caracteristica
L . a2 d

mr? + 8r + k = 0, para la ecuacién diferencial md—tf + 6d—3t' +ky=0

tiene dos raices reales distintas negativas:

) 8% — 4mk
nE T T T 2m
§ &Z—4mk
2T 2m T 2m

Nota: r, < 0, ya que V62 — 4mk < V62 = 6. Entonces la solucién
es:

y = Cie"* + Ce™* (24)
Observe que y = 0,cuando x — oo,yaquer, <0,yr,<0.

En general, para sistemas sobre-amortiguados, dependiendo
de las condiciones iniciales, la solucién para y toma una de las tres
formas dadas por la figura 14 o sus negativos.




Figura 14. Gréfica de algunas de las tres formas para (24).

x X X

\ ; |I
N

(a) (b} ()

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La figura 14 (a) es el resultado si la masa se mueve inicialmente
fuera del equilibrio (y = 0). La masa se vuelve lenta y luego regresa
hacia el equilibrio. Si la masa inicialmente es movida hacia el equilibrio,
ya sea que se aproxima a la posicién de equilibrio (figura 13 (b) o, si la
velocidad inicial es suficientemente grande, sobrepasando el equilibrio
y entonces ella retorna a la posicién del equilibrio, como en la figura
13 (c)).

En este caso §2 —4mk =0 y y = e rx y entonces (17) nos muestra
. ) . 5 -
que se tienen dos raices reales repetidas r = T La solucién general
de la ecuacion diferencial es:
8 8
y = Cle_(ﬁ)x + sze_(ﬁ)x (25)

La solucion (25) para el caso de amortiguaciéon critica es
diferente del caso de sobreamortiguados. Sin embargo, dependiendo
de los valores C,, C,, de la ecuacion (25) del amortiguamiento critico,

presenta una grafica que tiene la misma forma general como las dadas
para el caso de movimiento sobre amortiguado.
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Ejemplo 4. Amortiguamiento critico:

Un dispositivo esta siendo disenado para que pueda ser modelado
como un sistema masa resorte. La constante del resorte es k = 10 g/
seg?, y la constante de amortiguamiento es § = 20 g/seg.

Determine la masa de modo que el sistema masa resorte
resultante sea criticamente amortiguado.

La masa se tira hacia abajo 5 cm de la posiciéon de reposo y
puesto en libertad con una velocidad descendente de 10 cm/seg.
Determine y resuelva las ecuaciones de movimiento, y grafique el
movimiento resultante.

Solucion:
El amortiguamiento critico ocurre cuando 82 —4mk = 0. Es decir,
400 - 40 m = 0. Luego, lo deseado es una masa de 10 g.

La ecuacién del movimiento es:

10y"+20y +10y=0,y (0)=5,y(0)=10

Sustituyendo y = e™, vemos que la ecuacién caracteristica es:
10r2+20r+10=0, 0 10(r +1)?2 = 0, la cual tiene raices repetidas
reales de r = - 1. La solucion general es entonces:

Y=Ce'+(C,xe*
Utilizando las condiciones iniciales dadas inicialmente tenemos:
5=y(0)=C,

10=y (0)=-C,+C,
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Luego resolviendo para C, y C, tenemos C, =5,y C, = 15. Luego
la solucion particular sera:

Y=5e-t+15xe-x

La gréfica de esta ecuacion es la de la figura 15.

Figura 15. Gréfica de la solucién particular anterior.

b X

™\

.—q-:n

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Es importante observar que para todos los casos en los cuales
existe amortiguamiento (6 > o), se tiene que:

limy,,y(x)=0
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Para los ejercicios 1 al 9, resuelva la ecuacion diferencial y establezca
si el movimiento correspondiente es amortiguado, sobre-amortiguado
o criticamente amortiguado.

1. 2y + by’ + 3x=0

2.2y +4y' +3x=0

3. 2y ++/48y/ + 3x =0

4. 3y’ + 5y +4x =0

5 3y + 8y +4x=0

6. 9y + 10y’ + 4x =0

7.9y/ +12y/ + 4x =0

8. 9y + 15y/ + 4x = 0

9. 3y’ +4y +x=0

En los ejercicios 10 a 22, establezca la ecuacion diferencial que
describe el movimiento bajo los parametros asumidos en esta seccion.
Resuelva la ecuacion diferencial. Decir si el movimiento del sistema
masa resorte es armonico, oscilacion amortiguada, criticamente
amortiguado, o sobre-amortiguado. Si el movimiento es una oscilacién
amortiguada, vuelva a escribir la ecuacién en la forma (16).



10. El sistema masa resorte tiene atada una masa de 10 g.
La constante del resorte es de 30 g/seg? Un mecanismo
amortiguador esta unido al sistema, y tiene un coeficiente
de amortiguacion de 40 g/seg. La masa se tira hacia abajo
y es puesta en libertad. En el instante t = 0, la masa esta 3
cm por debajo de la posicién de reposo y se mueve hacia
arriba a 5 cm/seg.

11. Un resorte largo tiene una masa de 1 slug atado a él.
El muelle se extiende 16/13 pies y queda en reposo. El
coeficiente de amortiguamiento es de 2 slug/seg. La masa
se somete a una fuerza impulsora en el tiempo t = 0, la
cual imparte una velocidad de 5 pies/seg hacia abajo.

12. Una masa de 1 g esta atada a un sistema masa resorte
para el cual la friccion no se tiene en cuenta. El resorte se
estira 20 cm y vuelve a su estado de reposo. La masa se
estira T cm hacia abajo desde el estado de reposo con una
velocidad de 7 cm/seg hacia abajo.

13. Un sistema masa resorte tiene atada una masa de de 1g,
el coeficiente del resorte es 5 g/seg2, y un coeficiente de
amortiguamiento de 4 g/seg. La masa es empujada hacia
arriba T cm desde la posicion de reposo y puesta en libertad
con una velocidad de 3 cm/seg hacia abajo.

14. Un resorte con una constante de k = 12 slug/seg? tiene
una masa atada que estira el resorte 2; pies. El coeficiente
de amortiguamiento es 7 slug/seg. La masa es empujada
1 pie hacia la posiciéon de equilibrio y entonces se deja en
libertad con una velocidad de 1 pie/seg.




15. Un resorte largo con una constante k = 8 g/seg? tiene
una masa atada que estira el resorte 245 cm. El coeficiente
de amortiguamiento es § 8 g/seg. En tiempo t = 0, la masa
esté en la posicién de equilibrio y tiene una velocidad de 3
cm/seg hacia arriba.

16. Un sistema masa resorte tiene un resorte con una
constante k = 5 g/seg? atado a unamasade m =1 g, una
friccion 6 = 4%. La masa es jalada 2 cm hacia debajo de
la posicién de equilibrio y liberada.

17. Un sistema masa resorte tiene un resorte con una
constante k = 1 Ib/pie, el coeficiente de amortiguamiento
es de 2 slug/seg y tiene una masa de 1 slug atada al
resorte. La masa es empujada hacia arriba y se suelta a 1
pie de la posicion de equilibrio con una velocidad de 1 pie/
seg hacia arriba.

18. Muestre que en el caso del amortiguamiento critico,
§ = V4mk, la masa puede cambiar de direccién como
maximo una vez (la solucién general de (25) tiene maximo
una tangente horizontal).

19. Muestre que en el sistema sobre-amortiguado, la masa
puede cambiar de direccién maximo una vez.

20. Suponga que &6 >0,k >0 son fijos. Describa cémo
la variacion de la masa afecta si el movimiento es una
oscilaciéon amortiguada; sobre-amortiguada, o criticamente
amortiguada.




21. Suponga que una masa de 1- slug es atada a un resorte
el cual tiene una constante de 400 Ib/pies. Determine
el coeficiente de amortiguamiento si amortiguamiento
oscilatorio son observados con una frecuencia de 3 Hz.

22. Suponga que en un sistema masa resorte con una masa
de 1- slug, se conoce que vibra a 5 Hz sin amortiguacion,
pero solo a 4 Hz cuando es sub-amortiguado. Determine
el coeficiente de amortiguacion.

23. Considere un sistema masa resorte con amortiguamiento
critico. Suponga que y(0) = 1, y/(0) = v,. Para valores de
v, la solucién se comporta como las figuras a, by c de la
figura 15 (ayuda: el tiempo de un maximo o minimo local,
debe ser positivo).

24. Considere el sistema masa resorte sobre-amortiguado.
Suponga que y (0) = 1, y/ (0) = v,. Encuentre una férmula
para el tiempo de un maximo o minimo local, asumiendo
que existe.




En la seccidén anterior examinamos la respuesta libre para un sistema
masa resorte. En esta seccidn investigaremos qué sucede cuando una
fuerza externa f(t), la cual depende solo del tiempo, es aplicada a la
masa. La ecuacion del movimiento para esta seccioén sera de la forma:
m%+6%’+2y=f(t) (26)

La fuerza externa f(t) es a menudo llamada la fuerza de
forzamiento o la entrada. La solucién y es llamada la respuesta o la
salida del sistema. De la teoria dada hasta el momento se sabe que la
solucion y (t) de 26 tiene la formay =y, +y,_, donde y  es la solucion
particular de (26) y y,= C,y,+C,y, que es la solucion general de la
ecuacion diferencial homogénea asociada:

d’y dy _

Y, es también llamada la respuesta libre. Observe que las
constantes solo aparecen eny,.

Tenemos entonces que:

La posible respuesta para una entrada f(t) consiste de una
respuesta particular a f(t), adicionandole la respuesta libre del
sistema.

La discusién esté restringida a las funciones forzadas de tipo
sinusoidales, es decir:




F (t) = A cos wt

Donde A es la amplitud de la funcién forzada y w es la
frecuencia forzada. Este es un importante caso a considerar por
dos razones. Primero, algunas fuerzas forzadas, tales como las de
las corrientes alternas en los circuitos, son aproximadamente de esta
forma. También, la teoria de las series de Fourier, discutidas en cursos
mas avanzados, hacen uso de este tipo de términos forzados como
una suma (series) de términos de la forma sen (ant), cos (ant), para
a una constante.

El estudio de la respuesta forzada puede ser roto en dos casos,
dependiendo de si la friccién esta presente, o no.

Supongamos que la friccidn no existe (§ = 0), luego el modelo
para el sistema masa resorte es:

my”’+ky=F cos (wt) (28)

La solucion de (28) es de la forma:

Y=y,+C, cos <\[%t)+cz sen (\/%t)

Donde y, €s la solucién particular de (25), y cos wyt, sen wyt
es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial
homogénea my” + k y= 0 donde w, = |- yaquer = ii\/é son las raices
de la ecuacién caracteristica mr? + k = 0.

Podemos ahora encontrar una solucién particular para (25)
por el método de los coeficientes indeterminados. La ecuacion
caracteristica mr?2 + k = O tiene como raices r = ii\/éz Tiw.
Para el sistema masa resorte (sin friccion) la frecuencia circular



* . . .,
natural es @wo = \/;. Hay dos casos, dependiendo si la funcién
forzada es una solucién de la ecuacién homogénea asociada o no.

Esto depende de si la frecuencia circular forzada w es igual a la

frecuencia circular natural w, = \/E.
m

Frecuencia forzada desigual para la frecuencia natural, libre de
respuesta (w # +/ k/m)

Frecuencia de entrada desigual para la frecuencia natural libre
de respuesta. En este caso, la forma de y dada por el método de los
coeficientes indeterminados es:

y,=Acos wt + B sen wt

Sustituyendo esta forma en la ecuacién diferencial (28) nos da:
m(Acoswt + Bsenwt)// + k((Acoswt + Bsenwt)) = Fcoswt
O:
—mAw?coswt — mBw?senwt + kAcoswt + kBsenwt = F coswt

Igualando los coeficientes de los términos semejantes en su
orden tenemos:

Cos wt: -mA W + kA = F luego A = - il

_mwz
senwt: —mBw? + kB = 0luegoB =0

Por lo tanto:

F
Yp = 7o coswt - (29)

F
La amplitud de esta respuesta particular x—nez donde F es la
amplitud de la entrada. Esto es usual para introducir el diagrama




de frecuencia de respuesta, en el cual la respuesta (la razén de la
amplitud de respuesta y la amplitud de la entrada) estéa graficada en la
figura 16 como una funcién de la frecuencia de la fuerza w:

Figura 16. Diagrama de la frecuencia de respuesta.

Amplitud de la respuesta _ 1 _ 1
Amplitud de la entrada ~ k-mw? m(vg—wz) (30)
Amplitu de respuestq ;
Amplitud de fuerza !i : .
[
[ e
/i
/o
-1 / i Frecuencia de forzado
—3 e '
mﬂ T 1 : 1 1 ﬂ
e e S,
Frecuencia nail;ura/'
: I'f
i
Vol
b
Vol

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La respuesta es creciente cuando la frecuencia de la fuerza
creciente se aproxima a la frecuencia natural. Observe que el diagrama
de respuesta tiene una asintota vertical cuando la frecuencia de la
fuerza es igual a la frecuencia natural. De acuerdo a (29) y (30), la
amplitud de la respuesta es infinita (indefinida) cuando w=wo=ﬁ. Sin
embargo, en nuestro andlisis asumimos que w:/:wozg. Esto se verd
mas claramente en nuestra siguiente seccion. La figura 17 muestra
que la amplitud es negativa si w > w,. En este caso podemos decir
que la respuesta es 180° fuera de fase de la entrada.



Figura 17. Gréfica de la amplitud negativa para w > w,.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La solucién general de la ecuacién diferencial (28) es:

F k k
y = mcoswt + C;cos <\/; t) + Cysen (\[;15) 31)

Esta es la superposicidon de dos movimientos arménicos. Uno es
la respuesta libre del sistema y el otro es la respuesta del movimiento
periddico forzado con el mismo periodo de la funcién forzada. La
figura 17 nos da la gréfica de (31) para alguna escogencia de los
parametros F, m, k w. C,, C..

Resonancia. Frecuencia forzada igual a la frecuencia
natural, de respuesta libre (w=+/k/m)

Si w = yk/m, entonces el método de coeficientes indeterminados,
entonces nos dice que las soluciones pueden ser multiplicadas por t,
luego la forma de la solucién de (28) es:

Yp = Atcoswt + Bt senwt

Sustituyendo esta ecuaciéon en la ecuacion diferencial (28),
tenemos:




m(Atcoswt + Bt senwt.)// + k(Atcoswt + Bt senwt.) = Fcoswt
Usando la regla del producto para la derivada, se tiene:

[t(Atcoswt + Bt senwt.)]/ = t(—Awsenwt + Bw coswt.) + Acoswt + Bsenwt.

Usando de nuevo la regla del producto al derivar por segunda
vez, se tiene:

m(—2Awsenwt — Atw?coswt + 2Bwcoswt — Btw?senwt) + kAtcoswt + kBGtsenwt
= Fcoswt

Igualando los coeficientes de los términos que se corresponden,
se obtienen cuatro ecuaciones para Ay B:

senwt: — 2Amw = 0,
coswt:2Bmw = F
tsenwt: — Bmw? + kB =0
tcoswt: — Amw? + kA =0

k . T -~

Como w?* = ~, debido a nuestra hipétesis, entonces de la tltima
ecuacion se tiene que tcoswt y t sen wt, se cancelan. Encontramos
que A =0, B =F/ (2mw), de la primera ecuacién. Entonces:

F
y = g —tsenwt + Cicoswt + Cysenwt (32)
es la solucidon general. La solucién particular es:

F
Yp = 5—tsenwt (33)

la cual es de especial interés, ya que este ilustra el fendmeno de
. . F L :
resonancia. La amplitud 5—-tde la oscilacion crece proporcionalmente
con el tiempo. La gréfica de (33) estd dada en la figura 18.
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Figura 18. Gréfica de la funciéon dada en (33).

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

La respuesta forzada es ahora una oscilaciéon no acotada. Intui-
tivamente, el fendmeno de resonancia se puede resumir como sigue:

Si el periodo (frecuencia) de la funcién forzada es el mismo
que el periodo (frecuencia) de la respuesta libre del sistema,
entonces la mayor amplitud de oscilacién se puede tener de
un pequeno cambio de la amplitud del término forzado.

En estructuras tales como puentes, la resonancia tiene que
evitarse. En 1940 el colapso del puente de Tacoma Narrows?® fue una
catastrofe muy particular, y una pelicula dramética, ya que mostré
oscilaciones de gran amplitud antes de su colapso. Las alas de los
aviones también han fracasado en ocasiones debido a la resonancia.
Por otro lado, la resonancia a veces es deseable en la manipulacién de
las ondas de sonido en los instrumentos musicales y los detectores
de diversos tipos. Por supuesto, en la practica es deseable que las
oscilaciones no se aumenten de manera arbitraria. Mas bien, o el
sistema va al cambio (los saltos del resorte, por ejemplo) o el modelo

3 El colapso del puente de Tacoma Narrows, fue causado por vibraciones resonantes produ-
cidas por el viento.

o1

o1
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lineal originalmy” + § y/ + k y = 0 ya no es un modelo valido. Ademas,
nunca se observa «resonancia pura». En cada sistema existe alguna
friccién 8, por lo que si bien puede ser muy peguefno, es mayor que
cero. Ademas, es casi imposible hacer w exactamente igual a ﬁ Sin
embargo, si 6 es cercano a cero y cerca a ﬁ entonces la respuesta
forzada puede presentar una gran respuesta. El siguiente ejemplo
ilustra este hecho.

Ejemplo 5. Resonancia y resonancia cercana:

Suponga que el modelo para un sistema masa resorte con término
forzado cos wes:

y/ +y=cos wt, y(0)=0,y/(0)=0

Determine la solucidén para todos los w, y grafique la solucién
para w = 1y para varios valores de w cercanos a 1.

Solucion:
Usando el método de los coeficientes indeterminados para (31) y (33),
encontramos que la solucién general de y”+ y = cos wt es:

1
1-w?

w*ly= coswt + Cycost + Cysent. (34)

w=1y= %tsent + Cicost + Cysent  (35)

Aplicando las condiciones iniciales a (34) nos da:
1
0=y(0) = Tz ™ C1,

0=y (0)=C

2

Luego C,=0,C, = 1_—1(02 Entonces y = (1 - w?)tcoswt — (1 - w?)™™

Aplicando las condiciones iniciales a (35) nos da:

0=y(0)=C,0=y(0)=C,
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Luego la solucidon de nuestra ecuacion diferencial es:

e (36)

%tsent siw=1

—_(coswt — cost) siw# 1
Y(t) =

La gréfica de (36) para varios valore de w estan dadas en la
figura 19. Observe que para w cercano a 1, la solucién muestra una
amplitud de oscilacién grande.

Figura 19. Grafica de la funcién dada en (36) para varios valores de .

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 6. Resonancia:

¢Para qué valores de la masa m puede la ecuacion m y”/+ 2by = 12
coswt mostrar resonancia si 12 coswt tiene una frecuencia de 28 Hz?

Solucion:
La ecuacion caracteristica mrz + 25 = O, tiene las raices puras
imaginarias r = ii\/znf. Luego la resonancia ocurre si:

57
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w= |= (37)
Si cos wt tiene una frecuencia de 28 Hz, entonces:

2= 28,0, w = 567 (38)

2n

Combinando (37) y (38) se tiene:

25
56m = —

O:
m=(z)

Ejemplo 7. La resonancia inducida por carretera:

Un coche se estd moviendo a lo largo de la carretera a una velocidad
horizontal constante v. Supongamos que el movimiento del vehiculo
puede ser modelado por un sistema masa resorte. Supdngase también
que a medida que el coche se mueve a lo largo de la carretera, las
Unicas fuerzas que actian sobre el sistema masa resorte son: el peso
del coche y el cambio de la longitud del resorte, presente a largo de la
superficie ascendente y descendente de la carretera. Supongamos que
la carretera tiene una superficie que es aproximadamente sinusoidal
con longitud de onda L y que el sistema masa resorte tiene friccién
despreciable. ;A qué velocidad constante horizontal v la resonancia
serda observada?

Solucion:
Sea y la distancia horizontal. Entonces la variacién de la superficie de

la carretera estéd dada por:

21X
y-(x) = asen -




Sea y (x) la posicion vertical de la masa en la posicion x. Para
configurar los coordinadas, se supone que cuando x = 0, la base del
muelle estd a la altura media de la carretera, loque esy =0. Seay =
O corresponde a la posiciéon de reposo de la masa en este momento.
Por lo tanto, la fuerza del muelle y el peso del vehiculo se equilibran.
Medimos y en la direccién positiva. La configuraciéon de reposo se
muestra en la figura 20. Sea m la masa. Puesto que hemos medido
desde la posicién de reposo, el término gravedad anula las fuerzas
de compresién en reposo, y la ley de Hooke toma la siguiente forma.

Figura 20. Configuracién en reposo del sistema masa - resorte.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

2
(m% = —k(estiramiento de la longitud del resorte desde el reposoesto)

La cantidad que la longitud del resorte se estira desde la posicién
de reposo x es 'y (x) - yr (x), (véase la figura 21). Ast:
dZ

y 2mx
mez= —k(y —yr) = —k(y — asen T)

Esta ecuacion diferencial es usualmente escrita en la forma:
2

dy+k — i 27X
mﬁ Yy = aSBnT




Sin embargo, la posicidn x no es una constante, sino una funcion
de tiempo. Si suponemos que el vehiculo estd en movimiento a una
velocidad constante v, entonces (suponiendo que x = O se define
como en el que el coche esta en t = 0):

X=V.t

La ecuacién diferencial del movimiento vertical del carro (siste-
ma masa resorte) es:

Figura 21. Cantidad de la longitud del resorte desde la posicién de reposo.

X
L

N

¥—asin

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

d?y 2mvt

mm+ ky = ka sen

El sistema masa resorte es forzado en la frecuencia v/L.
El sistema tiene resonancia si la frecuencia forzada es igual a la
frecuencia natural, que es:

2nv
L

S|~ |

L k
Entonces, la velocidad a la cual ocurre la resonancia es v = g&



En los gjercicios 1 al 8, encuentre la solucion general:

1.4 = Y + 4y = 8 cos (5t)

2. dtz =24 9y = =5 sen (5t)

a2
3. dtf 4y = 8 cos (5t)

a2
4. dtf 9y = =5 sen (5t)

5. dtz 224 4y = 3 cos (2t)

6. — dt2 24 9y = —4 sen (3t)

k
7.m atz 22 4 ky = F cos(wt) conw = \[;

K
8. m dt2 2y ky = F sen(wt) con w = \/;

9. ¢Para qué valores de m puede my/”+4y =13 coswt, exhibir
resonancia si 13 coswt tiene una frecuencia de 20 Hz?

10. sPara qué valores de m puede my/+16y =12 coswt,
exhibir resonancia si 12 coswt tiene una frecuencia de
28 Hz?

11. ;Para qué valores de k puede 36y//+ky =4 coswt, exhibir
resonancia si 4 coswt tiene una frecuencia de 22 Hz?

12. ;Para qué valores de k puede 25y//+ky =2 coswt, exhibir
resonancia si 2 coswt tiene una frecuencia de 18 Hz?




13. Se sabe que la funcién fuerza f (t) = F coswt tiene una
frecuencia entre 10 y 70 Hz. El sistema masa resorte es
my” + 10y = f (t). 4Qué valores de m podria dar lugar a
la resonancia?

14. Se sabe que la funcidn fuerza f (t) = F coswt tiene una
frecuencia entre 30 y 50 Hz. El sistema masa resorte es
my’ + 9y =f (t). ;Qué valores de m podria dar lugar a la
resonancia?

15. Si un sistema masa resorte tiecnem =15,§ =0,y k = 8.
¢Qué frecuencia forzada causaria resonancia?

16. Si un sistema masa resorte tienem =5, =0,y k = 12.
+Qué frecuencia forzada causaria resonancia?

17. Usted esté realizando una construccion, tiene un detector
que debe ser sensible (a la exposicidn de la resonancia) a
las vibraciones armoénicas a una frecuencia de 30 Hz. El
detector sera un sistema masa resorte con una constante
k = 15 g/seg?, suponiendo que la friccién es despreciable.
¢Cudl deberia ser la masa unida al resorte?

18. Un dispositivo estd siendo construido para que pueda
ser modelado como un simple sistema masa resorte con
friccién despreciable. La masa unida es de 20 g. La cons-
tante de resorte es ajustable. ;Qué valores de la constan-
te de resorte deben ser evitados si el dispositivo esta su-
jeto a fuerzas armodnicas externos en el intervalo de 10 a
50 Hz, y su objetivo es el diseno para evitar la resonancia?




19. Usando la identidad trigonométrica
cos(0 £ @) = cosOcosp * senfseny, verifique que:

coswt — cosft = 2sen <('B ; ©) t) sen <(ﬁ -IZ_ ©) t)

20. Un sistema masa resorte tiene una masa unida de 4g,
una constante del resorte de 16 g/seg? y una friccién
despreciable. Esta sujeto a una fuerza de 4 cos (2.2t)
hacia abajo, y es inicialmente t = O en reposo. Determinar
el movimiento subsiguiente. Utilizando la ecuacion del
gjercicio 19, vuelva a escribir la solucién como el producto
de dos funciones seno, y represente graficamente el
resultado. La funcién resultante tiene una variacion
periddica en la amplitud, o un latido.

21. Una caja cerrada rectangular, esté flotando en el océano
con su parte superior siempre paralela a la superficie del
agua. La fuerza de flotacién es proporcional al volumen
del agua desplazada, que también es proporcional a la
profundidad de la parte inferior de la caja. Sea m la masa
de la caja, y sea d la profundidad de la parte inferior de la
caja cuando esté en reposo. Siy (t) mide la cantidad mas
profunda en la que se encuentra la parte inferior de la caja
en el tiempo t. Ignore la resistencia y asuma pequenos
desplazamientos y velocidades. Explicar por qué m y” + k
y = 0 es un modelo razonable para el movimiento vertical
de la caja.

22. Suponga que se sabe que un peso de 1.000 Ib hace que
un carro de 3.000 Ib se hunda 1 pulgada. ;Cudl seria la
longitud de una pequena onda para el camino si tiene un
tréfico que se mueve generalmente a 55 mi/h?




23. Considere una masa m atada a un resorte, el cual tiene
una constante k, sin ninguna fricciéon (§ = (). La funcién
fuerza es F.coswt, donde w # ﬁ Determine la solucién del
problema de valor inicial siy (0) =y, y, y/(0) = 0.

24. Considere una masa m atada a un resorte, el cual tiene
una constante k, sin ninguna friccién (§ = 0). La funcién
fuerza es F.coswt, donde » # ﬁ Determine la solucién del
problema de valor inicial siy (0) =0, y, y/(0) = vO.

25. Considere una masa m atada a un resorte, el cual tiene
una constante k, sin ninguna friccién (6 = 0). La funcién
fuerza es F.senwt, donde » # ﬁ Determine la solucién del
problema de valor inicial si'y (0) =y, y, y/(0) = 0.

26. Considere una masa m atada a un resorte, el cual tiene
una constante k, sin ninguna friccién (§ = 0). La funcién
fuerza es F.coswt, donde @ # ﬁ Determine la solucién del
problema de valor inicial siy (0) = 0, y, y/(0) = v,

27. Considere una masa m atada a un resorte, el cual tiene
una constante k, sin ninguna friccién (6 = 0). La funcién
fuerza es F.cos wt, donde w = ﬁ Determine la solucién del
problema de valor inicial siy (0) =0, y, y/(0) = 0.

28. Considere una masa m atada a un resorte, el cual tiene
una constante k, sin ninguna fricciéon (§ = 0). La funcién
fuerza es F.senwt, donde » = ﬁ Determine la solucion del
problema de valor inicial siy (0) =0, y, y/(0) = 0.
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9.7 La friccidon esta presente
(6>0) (oscilacion forzada
amortiguada)

Si la friccion esta presente, entonces
my’ + dy+Ky = f (t) toma la forma:

Y=y,+y,=y,*Cy, +Cy,
Como vimos anteriormente, hay tres posibilidades para el
conjunto fundamental de soluciones homogéneas {y,, y.}:
{e~*cospPt, e * senft}: sub-amortiguado
{e~®t te~*t): criticamente amortiguado
{e~%1t @~@2t}: sobre-amortiguado

Las condiciones iniciales determinan las constantes arbitrarias
C,y C,, pero lim,,y; = 0, lim;_,,,y, = 0, en todos los tres casos ya
que ellos son movimientos amortiguados. Entonces:

Si la friccién estd presente (8§ > 0), la respuesta libre y h es
siempre transitorio. Entonces:

limt—»ooyh(t) =0

Otra forma de decir esta idea es que, si la friccion estd
presente, el efecto de la condicidn inicial se extingue (es transitorio).
Luego para muchos tipos de aplicaciones de funciones fuerza, tal
como las periddicas, la respuesta esta eventualmente determinada
completamente por una funcion forzada f (t).



Consideremos la ecuacion diferencial que modela el sistema
masa resorte con amortiguamiento, con una funcién forzada periddica
con una fuerza con frecuencia circular w de la forma F cos wt:

dzy dy _
mF+SE+ky—Fcoswt (39)

La funcién forzada Fcoswt no es una solucién de la ecuacién
homogénea asociada my’/+ 6y/+ky = 0, con § > o Entonces, de
acuerdo al método de los coeficientes indeterminados, una solucidn
particular es de la forma de una combinacién lineal de senos y cosenos
de la misma frecuencia como la funcién forzada:

Yp=Acoswt+Bsenwt

Sustituyendo en (39) se tiene:

2
d
mW(Acoswt + Bsenwt)+6E(Acoswt + Bsenwt.) + k(A cos wt + Bsen wt)

= Fcoswt

O:

mw?(A cos wt + Bsenwt.) + dw(—Asen wt + Bcos wt) + k(A cos wt + B sen wt)
= Fcoswt

Igualando los coeficientes de los términos correspondientes
para encontrar A y B, tenemos:

Cos wt: (k — mw?)A+ 6wB =F (40)
Sen wt: - SwA + (k —mw?)B =0 (41)

El sistema anterior, se puede resolver por eliminacion. Por
ejemplo multiplicando la primera ecuacion dw, y la segunda por k -m
w?, y sumando tenemos:

B[(k — mw?)? + §?w?] = Féw

De esta ecuacion podemos determinar B:



Féw
B=Gmmorrrorer  (42)

La ecuacion para A, esta bien determinada usando B y la
ecuacion (41) para obtener:

F(k-mw?)
T (k-mw?)2+82w?

(43)

Luego una solucion particular de (39) es:

Yp = Acoswt + Bsenwt = Rcos(wt — ) (44)

Donde A y B estan dados por (42) y (43). La amplitud de esta
respuesta en particular es:

R=-VA? + B2 = YEme ot . (45)

(k-mw?)2+62w? Jk—mw? )2 +62w?

El diagrama de la amplitud de respuesta de los osciladores
amortiguados se sigue de (45). La razdén de la amplitud de la
respuesta R a la amplitud de la fuerza forzando F depende de cuatro
parametros: m, k, & del sistema masa resorte y la frecuencia forzada
circular w. En lugar de la representacion grafica de esta relacion
como una funcién de la frecuencia de fuerza, es mejor introducir
una frecuencia adimensional, la relacion de la frecuencia forzada w
a la frecuencia natural circular w, =\[r_’; De esta forma se sigue de
(45) que:

F
F %

R=Tommorar - :
e ) J(l_w_z) +(62)<w2> (46)

2 2
@y km/\wg

la cual es graficada en la figura 22. Observamos que de esta
manera, el gréafico se puede hacer depender de un solo parametro®.

R

=

1

F
\/(k—mw2)2+4y2::—z (47)

0

4 Ver Hubbard, J. H. (1994). What it Means to Understand a Differential Equations. Journal
25, N°. 2. pp. 372-384.




El pardmetro y es el coeficiente de amortiguamiento critico.

é 6/2m

2 Nkm Jkym (48)

Figura 22. Gréfica de la funcion (46) para diferentes valores del pardmetro.

‘y:

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

También es la relacion de la tasa de atenuacién de los osciladores
sub-amortiguado (y criticamente amortiguado) a la frecuencia natural.
Se puede ver que si ¥ = 0, la curva de respuesta es la que se analizd
para vibraciones forzadas sin amortiguacion. Sila frecuencia de fuerza
es igual a la frecuencia natural, w = wg, entonces de (47).

F
" 2yk

Esto muestra que la amplitud de la respuesta es mayor cuando
el amortiguamiento es pequeno (y es pequeno). Se puede demostrar
que el diagrama de la respuesta de amplitud tiene un maximo para
w#0, si y<‘/_f. Sin embargo, si, yzg, entonces el maximo de la
respuesta en diagrama se produce en w = 0.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

La fase @ es probablemente menos importante. Recordemos
que tanf = %: Sw/(k — mw?).

Ejemplo 8. Oscilador forzado amortiguado:

Un sistema masa resorte, con una masa atada de m = 1 g, tiene una
constante delresorte de 50 g/seg?y un coeficiente de amortiguamiento
de 2 g/seg. En el tiempo t = 0, la masa es empujada hacia abajo 23/26
cmy lanzada a una velocidad de 28 1—23 cm/seg hacia abajo. Una fuerza
de 41 cos (2t) dinas actua hacia abajo sobre la masa para t = C.
Determine el movimiento resultante y grafiquelo.

Solucion:
La ecuacién diferencial que modela este movimiento es:

y/4 2y/ + 50y = 41 cos (2t), y(0) = 23/26, y(0) = 281—23 (49)

La ecuacion caracteristica rz2 + 2r + 50 = O tiene las raices
r = -1 x7i. Entonces la solucién de la ecuacién homogénea
asociada es:

y, = Ce*cos (7t) + C,e'sen (7t)

Utilizando el método de los coeficientes indeterminados visto
en la seccién anterior, podemos ver que la solucidon particular es de
la forma:

Yp = A cos (2t) + B sen (2t)
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Sustituyendo en la ecuacién diferencial (49) se tiene:

(A cos 2t + B sen 2t)// + 2 (A cos 2t + B sen 2t)/+ 50 (A cos (2t) + B sen (2t)) =
41 cos (2t)

O:

- 4Acos2t- 4Bsen2t - -4? sen2t + 4B cos 2t + 50 A cvos2t + 50 B sen 2t = 41 cos 2t

Igualando coeficientes de cos 2t y sen 2t, nos dan las ecuaciones
siguientes en Ay B:

Cos2t: 46 A+4B=41

Sen2t:-4A+46B=0

De donde se tiene: B =1/13, A =23/26, y:
Y=y+y,= g cos 2t + 1—13 sen2t + Cie~t cos(7t) + C,e tsen(7t)
Aplicando la condiciéninicial dada en (49) con el fin de determinar
C, y C,, encontramos que:

23 23
2 =Y0)= =+

2 _ /) =2 _
28==y/(0) == -, + 7,

Entonces C, =0,C, =4, y:

23

1
y = g cos 2t + 3 sen2t + 4e tsen(7t)

Esta soluciéon se puede simplificar, usando las formas (44) y

(45), para dar:
41
y = ’5_2 cos(2t — 6) + 4e~tsen7t



Donde tanf = % Tenga en cuenta que a largo plazo, la
respuesta constante se vuelve periddica, con el mismo periodo
que la entrada. Es fuera de fase, sin embargo (alcanza su maxima
en un momento diferente determinado por g). Como se muestra en
la figura 23, este movimiento puede ser visto como una oscilacién
amortiguada (transitoria) superpuesta (anadido) sobre el forzamiento
de un movimiento armadnico.

Figura 23. Gréfica de la funcién solucién anterior.

y

3.2266

2/4199

L6133

0.80664

0.52647 1.0529 1.5794 2.1059 2.6324 3.1588 3.6853

~0.80664

-1.6133

—2.4199

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




En los ejercicios 1 al 12, encontrar la solucién particular sin
términos transitorios y ponerla en forma de fase-amplitud.

d’y dy _
1. ﬁ+6E+25y = 3 cos (4t)

d’y | ,dy _
2. ==+ 65 + 25y = =5 cos (3t)

d’y dy _
3. A 4E + 13y = 5cos (2t)

d’y dy _
U == 13y = =2 cos (2t)

a’y | qdy _
5. = +8—+4ly= 3 sen (t)

a’y | qdy _
6. —= +8—+4ly =9cos ®)

d’y dy _
7. = BE-I_ 2y = sen (t)

d?y dy _
8 —5+7—+12y = sen )

d’y dy _
9. F-I_ZE-I_ 2y = Ssen (t)

d’y dy _
10. F+Za+y—sen(t)

d?y dy _
1. =5 +2—+y =sen(t)

d’y dy _
12. F+6d—t+9y = sen (t)

13. Muestre que la amplitud de la curva de respuesta:

1
y =

2
j(l — W /WF) + 42
(o)



La gréfica dada en la figura 22, tiene un maximo para
wthsiy<?. ¢Para quée valor de w ocurre dicho
maximo? Muestre que este valor de @ se aproxima a
wgo cuando y — (€. Sin embargo, si y 2—22, muestre que
el maximo del dizagrama de respuesta ocurre en w = 0.

Ayuda: Sea z = Z— .

2
0

14. Muestre que Y definido por (48) es la relacion de
la velocidad de disminucién de las oscilaciones sub-
amortiguadas y la frecuencia natural. s Por qué y no tiene
dimensiones?

15. Muestre que y definida por (48) es la relacién entre
el coeficiente de amortiguaciéon para el coeficiente de
amortiguacién en el amortiguamiento critico. Es por eso
que se llama el factor de amortiguamiento critico.
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9.9 Circuitos eléctricos
lineales

Figura 24. Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Kirchhoff nace en la ciudad de Konigsberg, el 12 de marzo de 1824 y
muere en Berlin, el 17 de octubre de 1887; fue un fisico prusiano cuyas
principales contribuciones cientificas estuvieron en el campo de
los circuitos eléctricos, la teoria de placas, la dptica, la espectroscopiay
la emisién de radiacién de cuerpo negro.

Inventd el espectroscopio, y junto con Robert Bunsen descubrid
el rubidio y el cesio por métodos espectrales. Identificd la raya D del
espectro solar como la producida por el sodio vaporizado. Descubrid las
leyes generales que rigen el comportamiento de un circuito eléctrico.
Se dedicd al estudio de la termodinamica y realizdé investigaciones
sobre la conduccién del calor. Estudié los espectros del Sol, de las
estrellas y de las nebulosas, confeccionando un atlas del espacio y




demostrd la relacion existente entre la emision y la absorcién de la luz
por los cuerpos incandescentes.

Kirchhoff propuso el hombre de radiacion de cuerpo negro en
1862. Es responsable de dos conjuntos de leyes fundamentales,
en la teoria clasica de circuitos eléctricos y en la emisiéon térmica.
Aunque ambas se denominan Leyes de Kirchhoff, probablemente esta
denominacion es mas comun en el caso de las Leyes de Kirchhoff de
la ingenieria eléctrica.

Vamos de nuevo a considerar los circuitos eléctricos vistos en el
capitulo 7, unidad 7.5. Alli solamente consideramos circuitos en serie
LR y RC, teniendo en cuenta las ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden de la forma:

Figura 25. Gréfica del circuito LR.

( L E
|

Fuente. Elaborada por el autor.

Ldi+R'—Et
dt i=E®)

Y:

Figura 26. Gréfica del circuito RC.

I e
(g
M
|

Y,

R, 1 g
— 4+ —g=
dt C 9

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




Consideraremos ahora los circuitos LRC en serie que, como
hemos visto, se describen mediante una ecuacién diferencial lineal
de segundo orden, similar a la ecuacién diferencial de movimiento
forzado con amortiguamiento:

Figura 27. Gréfica de un circuito (LRC).

Fuente. Elaborada por el autor.

Ldi+qu+1 =E(t
at ar EQ— (t)

Por la segunda ley de Kirchhoff, se tiene que la suma de estos
voltajes es E(t) aplicado al circuito, esto es:
Resistor: Vp = iR
Capacitor: V, = % q
Inductor: V; = L
nductor: V; = L—
Donde R, L y C son constantes y entonces se tiene:
di dg , 1
Pero la carga g (t) en el capacitor se relaciona con la corriente
i (t) con i = dqg/dt, asi la ecuacion (50) se convierte en la ecuacién
diferencial lineal de segundo grado:

d?q dq , 1



O diferenciando (50), se tiene:

dzi
dt?

di 1,

Las ideas usadas en el andlisis de circuitos eléctricos, son
similares a las vistas en la seccidon anterior para los sistemas masa
resorte. Es decir que todo el andlisis que se aplicd en la seccién
anterior es valida, pero ahora la masa m es igual a la inductancia L
(m = L), friccion es la resistencia (§ = R), y la constante del resorte
es el reciproco der la capacitancia (k = 1/C). Luego en particular, la
discusion de resonancia, amortiguacion, amplitud y fase angular sigue
siendo apropiada.

SiE (t) =0 parat >0, de manera que la ecuacién (51) se
transforma en:

d%q dg , 1

En este caso se dice que el circuito RLC esta en oscilacién libre.
La ecuacion caracteristica en este caso es:

Lr2+Rr+l=0
c

Con raices:
-R—/R?-4L/C —R+/RZ-4L/C
n=—-y — Yn=—7Z (54)

Y entonces podemos considerar tres casos, todos similares a los
analizados en los problemas del sistema masa resorte amortiguado:

Caso 1: la oscilacién es sub-amortiguada si R < \/4L/C. En
este caso r, y r, en (53) son complejas conjugadas que se pueden

escribir como:

R R
T1=—ﬁ—la)1 yT2=—ﬁ+la)1




Donde:

J4L/C—R?

1= 2L

La solucién general de (53) es:

q(t) = e R/2L(C cosw t + Crsenw,t)

Que se puede escribir como:

g (t)=Ae R/2Lcos(w t — 0) (54)
Donde:

A=./C} + CZ, Acos® = Cy, y Asend = C,

En el caso idealizado en que R = 0, la solucién se reduce a:

t
q=A cos (\/T_c - 9)
Que es similar al movimiento armdénico simple de un sistema
masa resorte no amortiguado en vibracion libre.

Enrealidad, los circuitos RLC porlo comun son sub-amortiguados,
asi que el caso que acabamos de revisar es el mas importante. Sin
embargo, veamos las otras posibilidades.

Caso 2: la oscilacién es sobre-amortiguada siR > \/4 L/C. En
este caso los ceros r, y r, del polinomio caracteristico son reales, con
r,<r,<o,Yy lasolucion general es de la forma:

q=Cie"t + Cye™t (55)

Caso 3: la oscilacion es criticamente amortiguada si R = /4 L /C.
En este caso, r, =r, = -R/2L y la solucién general es:

q=e"RY2L(C + Cot)  (56)



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Si R # (, entonces los exponentes en (54), (55) y (56) son
negativos, y por lo tanto la solucién de cualquier problema homogéneo
con valor inicial:

d?q dg , 1 _ _
LF-I_RE-I_EQ_O’q(O) q0, q(0)=1I0

Tienden de manera exponencial a cero cuando t tienda a
infinito. Asi, tales soluciones son transitorias en el sentido definido
anteriormente, donde se analizaron vibraciones forzadas de un
sistema masa resorte con amortiguamiento.

Ejemplo 9. Oscilacion sub-amortiguada:

En t = 0 una corriente de 2 amperios fluye en un circuito RLC con
resistencia R = 40 ohms®, inductancia L = 2 henrys y capacitancia
C = 1105 farads. Encuentre la corriente que fluye en el circuito en
t > O si la carga inicial sobre el capacitor es de T coulomb. Suponga
que E (t) = 0.

Solucion:
La ecuacion para la carga g es:

g q’ + 40q/+ 10000q = 0

q’ +200¢'+ 50000q = 0 (57)

Por lo tanto, se tiene que resolver el problema con condicién inicial:

q” +200q’+50000q =0, q(0)=1,q(0)=2 (58)

5 Georg Simén Ohm (1789-1854), fisico aleman, descubrié la ley que lleva su nombre. Este
descubrimiento fue de gran influencia en el desenvolvimiento de la teoria de circuitos eléctricos.
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La corriente deseada es la derivada de la solucién de este
problema con valor inicial.

La ecuacidn caracteristica de (57) es:

r*+ 200r + 50000 = 0

que tiene ceros complejos r = - 100 + 200i. Por lo tanto, la
solucién general es:

q=e"190(C,c0s200t + C,sen200t) (59)

Al derivar la ecuacién anterior y agrupar términos semejantes
resulta:

q = e~100¢[(100C, — 200C,) cos 200¢ + (100C, + 200C,)sen100t]  (60)

Para obtener la solucién del problema con valor inicial, hacemos
t=0en (58) y (59) para obtener:

C,=1yC,=51/100, luego:

—100t 51
Q=e (cosZOOt + msenZOOt)

que es la solucién del problema con condicién inicial, dada en
(58). Mediante la derivada se tiene:

[=e7190(2¢0s200t + 251sen200t)

Oscilaciones forzadas con amortiguamiento
Un problema con valores iniciales de la forma:

d?q dq 1 [
LF+RE+Eq =E(t),q(0) = CIO;q/ 0) =i (61)

dzi ai 1,



Donde q, es la carga inicial sobre el capacitor e i, es la corriente
inicial en el circuito, sabemos que representa un oscilador forzado
con amortiguamiento.

Como ya se dijo anteriormente, si E = O entonces todas las
soluciones de esta ecuacién (61) son transitorias. Si E # 0, entonces
todas las soluciones de (61) tienen la forma g = g, + q, donde gh
satisface la ecuacién asociada y tiende de manera exponencial a cero
cuando t — oo para cualesquiera condiciones iniciales, mientras que
q, depende solo de E, y es independiente de las condiciones iniciales.
Como en el caso masa resorte con amortiguamiento, llamamos g, a
la carga de estado permanente sobre el capacitor del circuito RLC.
Comol=qd/=(q, +qp)/ = q,/1 + qé y qé también tiende exponencialmente
a cero cuando t — oo, se dice que ih = qé es la corriente transitoria
eip = q{, es la corriente de estado permanente. En la mayoria de
problemas solo interesa la carga y la corriente de estado permanente.

La resonancia eléctrica
Consideremos una fuente de corriente alterna:

E (t)=F cos wt

Aqui, F es el maximo voltaje de la fuente y w es la frecuencia
(circular) de la fuerza del voltaje. La ecuacion diferencial para la
corriente en el circuito RLC se sigue de (62):

dzi di 1,
LF+RE+EL—chosa)t (63)

Si la resistencia eléctrica puede despreciarse, R = 0, entonces la
corriente en el circuito satisface:

Ld2i+1'—F t
W El— wWCcosSw




Soluciones de la ecuacién homogénea asociada con frecuencia
natural (circular) w, = 1/VLC.

La resonancia ocurre (sin un resistor) si la frecuencia forzada es
igual a la frecuencia natural:

W= Wy =

4-
@)

Respuesta eléctrica

Cuando la resistencia eléctrica (R > 0), la solucién general de (63)
segun hemos visto es de la formai=1i, +1i , dondei, es la solucion
correspondiente a la ecuacion homogénea asociada y i | es la solucion
particular. La solucién de la ecuacion homogénea asociada se deriva
de una exponencial de la forma e™ la cual puede corresponder a
subamortiguado, criticamente amortiguado u oscilacién sobre-
amortiguado (por analogia con el sistema masa resorte m = |,
§=R k= % La ecuacion caracteristica es:

1
Lr2+Rr+E=0

Las rafces de la ecuacion caracteristica son r = 28R Z4L/¢ sz_“/c como
ya se vio en (53). Como L, R, C son ndmeros positivos, en todos los
tres casos (sub-amortiguado, criticamente amortiguado u oscilacién
sobre-amortiguado), tenemosi, - 0 cuando t — co. Entonces, después
de algun tiempo, la soluciéon general es aproximada por una solucion
particular. Usando el método de los coeficientes indeterminados, una
solucion particular puede ser encontrada y debe ser de la forma:

ip = Acoswt + Bsenwt

Se pueden encontrar féormulas para A y B y de ellas derivar
formulas para la amplitud de la respuesta. Tal como se calculd en el
sistema masa resorte la fuerza de la vibracidn mecanica, se puede
usar la férmula (46). En cambio de m se pone L, de 6 se pone R, y de



k, 1/C, ademas F es Fw. El factor extra w va a cambiar algunas de las
propiedades del diagrama de respuesta. Entonces de (42) y (43) de la
seccion anterior, se obtiene:

. Fw
ip = cos(wt — 0)

(%—sz)z +R2w? (64)
No vamos a preocuparnos por el angulo de fase 8 aqui.

La amplitud | de la respuesta de la corriente satisface:

I = Fw
(o) srraz ()
Como en un sistema masa resorte, la respuesta depende de R,

L, Cy la frecuencia circular forzadaw.

La respuesta es cero si w = 0. Si w # 0, |a respuesta se
simplifica a:

F
I =

2

(- 10) + 2
la cual, es graficada en la figura 28 para varios valores
de y = R/(2,/L/C) El méximo de |I| ocurre en el minimo del
denorlninador, y este ocurre cuando & — Lw = 0, 0 equivalentemente
W === W La amplitud de la respuesta tiene un maximo cuando el
sistema es forzado por la frecuencia natural. Valores pequenos de
y corresponden a valores pequefios de R. El caso R = 0 = y, seria

resonancia pura.
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Figura 28. Grafica de la funcién (28) para diferentes valores del parémetro.

1
"%
Resonancia

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 10. Respuesta de un circuito RLC:

Determine la corriente de estado estacionario de un circuito RLC para
un voltaje periédico aplicado de la forma E (t) = F; sen wt.

Solucion:
Como E (t) = F, sen wt, la ecuacion diferencial que rige el flujo de
corriente en el circuito es:

d?i di

1
LW-I-RE-I-Ei = Fwcoswt

Que es anéloga a la ecuacion diferencial
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1. Un circuito RLC, dado por la figura 29, tiene un voltaje de
cargaE (t) =3 cos tvolts. Los valores paralas componentes
sonR =30 L=05H,y C=04F Inicialmente, la carga
sobre el capacitador es cero y la corriente en el resistor
es 1 A. Encuentre el cambio sobre el capacitador y la
corriente como funcién del tiempo.

Figura 29. Gréfica de un circuito RLC.

T N
| |
C

Fuente . Elaborada por el autor con el programa Derive.

2. Un circuito RLC, dado por la figura 29, tiene un voltaje
de carga E (t) = 5 cos 2t volts. Los valores para las
componentessonR=2€,L=1H,yC=1/17F. Inicialmente,
la carga sobre el capacitador y la corriente en el resistor
son cero. Encuentre el cambio sobre el capacitador y la
corriente como funcion del tiempo.

3. Un circuito RLC, dado por la figura 29, tiene una bateria
de 1.5V con una carga de voltaje E (t) = 1.5. Los valores
para las componentes sonR =150, L=1H yC=2F
Inicialmente, la carga sobre el capacitador es cero y la
corriente en el resistor es 1 A. Encuentre el cambio sobre
el capacitador y la corriente como funcién del tiempo.




4. Un circuito RLC, dado por la figura 29, tiene una bateria
de 9 voltios con una carga de voltaje E (t) = 9. Los valores
para las componentes son R =b{ L=6H, yC=1F
Inicialmente, la carga sobre el capacitador es 1 C y la
corriente en el resistor es cero. Encuentre el cambio sobre
el capacitador y la corriente como funcién del tiempo.

5. Un LC circuito (R = 0) dado por la figura 29, tiene C = 0.1
FyE (t) = sen wt. Suponga que w es constante tal que E
(t) tiene frecuencia entre 20 y 30 Hz. ;Qué valores de L no
da lugar a la resonancia para cualquier w?

6. Un circuito RLC, dado por la figura 29, tiene R=20Q, L =1
H,y C = 0.005 F. La fuente de voltaje esta en corto circuito
(E (t) =0). En el tiempo t = 0, hay una carga de 10 C sobre
el capacitador y no hay corriente. Resuelva la ecuacion
diferencial para la carga, y ponerla en la forma de amplitud de
fase. s Cudntos segundos tardara la amplitud variable para
reducirse en un 99 %?

7. Un circuito RLC, dado por la figura 29, tiene R =2Q, L =1
H,y C = 0.5 F. La fuente de voltaje E(t) es una bateria de 1
V que esta en corto circuito (C = 0) después 1 segundos.
La carga inicial sobre la capacitancia es cero y la corriente
inicial es cero. Encuentre la carga sobre el capacitor y la
gréafica para 0 < t < 2m segundos (asuma que la carga y
la corriente son continuas en t = 7).

8. El LC circuito (R = 0) dado por la figura 29, tiene L =
4 Hy C=0.25F dado por la figura 29, tiene C = 0.1
F. El voltaje de la corriente es una bateria de 2 V que
esté en corto circuito (E = 0) después de 41 segundos. La



carga inicial es cero, la corriente inicial es 1 A. Encuentre
la carga sobre el capacitador y la corriente en el inductor
para 0 <t < 8n (asuma que la carga y la corriente son
continuas en t = 4 m).

9.Sea R=0y E (t) =0 en la figura 29, de modo que
tenemos un circuito LC sin fuente de voltaje. Sea E (i, q)
= (3) +(52) 4% Muestre que E es constante verificando
que ‘Zi—f =0 (esto es equivalente eléctrico de la conservacion

de la energia mecanica).

10. Un circuito LC (R = 0) dado por la figura 29 se tiene que
L=8HyC=2F ;Para qué valor de w puede la carga del
voltaje E (t) = 2 cos wt voltios crear resonancia?

11. Un circuito LC (R = 0) dado por la figura 29, con L =9
Hy C =1 F La carga del voltaje es E (t) = 4 cos 2t. Como
R = 0, entonces la respuesta libre no es transcendente.
Sin embargo, hay una escogencia para q (0), i (0) para los
cuales la respuesta libre puede estar ausente. ;Cuéles son
los valores de g (0), e i (0)?

En los siguientes cinco ejercicios, use la correspondencia:

Inductancia < masa

Resistencia < friccion

1

——— o constante del resorte
capacitancia

Entre el circuito dado en la figura 29 y el sistema masa resorte en
la seccién anterior (la masa m estd dada en slugs o gramos mientras
que la inductancia L estd dada en Henrys, etc.).



12. Reescribir el ejercicio 9.1.A 18 en términos de circuitos
y responder las partes a), b) y c).

13. Reescribir el ejercicio 9.1.A 19 en términos de circuitos
y responder las partes a), b) y c).

14. Reescribir el ejercicio 9.1.A 20 en términos de circuitos
y responder las partes a), b) y c).

15. Reescribir el ejercicio 9.1.A 21 en términos de circuitos
y responder las partes a), b) y c).

16. Reescribir el ejercicio 9.1.A 22 en términos de circuitos
y responder las partes a), b) y c).

(Entrada-salida de voltaje). Frecuentemente es muy Util
considerar circuitos como dispositivos de entradas-salidas. Suponga
para el circuito en la figura 29 que R > 0, de modo que la respuesta
libre es transitoria. Asumimos que este término "transitoria" no es
importante, por lo que se debe considerar que la solucién g (t) debe
darse en los términos que no son transitorios, esto es, la respuesta
forzada. La entrada de voltaje se puede tomar como E (1), y la salida
de voltaje como el voltaje a través del condensador, que es (1/C) q.

17. Supongaque F=1,R=6,L=1,C=1/13,y w =3.
Encuentre | en (65).

18. Suponga que F =1, R=7,L=12,C=1,vy w=2.
Encuentre | en (65).




Un péndulo simple se compone de una ligera varilla rigida de longitud
h, sujeta con una bisagra en un extremo (al techo), con una masa m
sujeta en el otro extremo. Cuando el péndulo se encuentra en reposo
en una posicién vertical con el peso directamente por debajo de la
unién al techo, tomamos la configuracién a partir de que se hacen
las mediciones . Si consideramos el péndulo simple en movimiento, la
posicion del péndulo se caracteriza por el angulo 8 (en radianes) entre
la varilla y la posicion de reposo (ver figura 30, en la cual los dangulos
positivos se miden hacia la derecha, y 8/ > O representa el movimiento
en direccidon contraria a las manecillas del reloj. Se supone que todo
movimiento del péndulo simple tiene lugar en el mismo plano).

Si el peso de la varilla es despreciable, la bisagra no tiene
friccién y no existe resistencia del aire, la ecuacién diferencial que
rige el movimiento del péndulo es:

m 6§/ + mA%send = 0 (66)

Donde 4 = ﬁ Si una fuerza de friccién actua también sobre el
péndulo, y si esta fuerza de friccidn es proporcional a la velocidad y
amortigua el movimiento, entonces para incluir la fuerza de friccion
debemos agregar el término - b €/, donde b es una constante positiva,
al miembro del lado de la derecha de la ecuacion (66). Esto nos lleva
a la ecuacion:
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m 6/ +ml?senf=-b 6’

m 6O/ + mAsenf +b 6 =0 (67)

Esta es una ecuaciéon diferencial no lineal homogénea de
segundo orden y no puede resolverse en términos de funciones
familiares. Es la ecuacién diferencial que describe el movimiento de
un péndulo simple.

Si 0 es pequefio, es decir, si el desplazamiento del péndulo es
siempre cercano a la posicion de reposo, podemos aproximar el seno
de 8, mediante el primer término de su serie de Taylor, es decir sen
@ ~ 0, en cuyo caso la ecuacion (67) se convierte en:

mé/+b6 +mi?6=0 (68)

Esta es una ecuacion diferencial homogénea de segundo orden
con coeficientes constantes. Aqui m, b y A%son constantes positivas.
Esta es la ecuacion diferencial lineal que describe el movimiento de un
péndulo simple lineal.

Ejemplo 11. El péndulo simple:

Consideremos el comportamiento del péndulo simple lineal con m =
l,b=ay 1?2 = ;—9. En este caso a representa la friccion (cuanto mayor
sea a, mayor sera la fuerza de friccién). Las condiciones iniciales
6(0) =1y 6/(0) = O representan la masa desplazada inicialmente
hacia la derecha una magnitud de 1 radian y que luego se suelta
desde el reposo. Para todos los valores de la friccidn, esperamos de
manera intuitiva que la masa se balancee primero hacia la izquierda.



Solucion:

)

[11)

V)

(Movimiento no amortiguado). Cuando a = 0, no hay
ficcion y el péndulo va y viene hacia atras y hacia adelante
de manera periddica, oscilando a través de la posicién de
equilibrio 8 = 0. Sus angulos extremos son un radian hacia la
izquierda y hacia la derecha de la posicidon de equilibrio.
(Movimiento sub-amortiguado). Cuando a = 1, existe una
modesta cantidad de friccidon y el péndulo oscila hacia atras
y hacia adelante a través de su posicion de reposo a una
velocidad menor que la del caso en que no hay friccién. La
amplitud disminuye con el tiempo y se aproxima gradualmente
a la posiciéon de reposo. A medida que a se incrementa
hasta 3, la friccién aumenta y las oscilaciones se hacen mas
pequenas.

(Movimiento criticamente amortiguado). Cuando a = 3.
Todas las oscilaciones cesan. En este ejemplo el péndulo
nunca pasa a través de la posicién de equilibrio vertical, pero
se mueve lentamente a partir de su posicién inicial. Le lleva un
tiempo infinito alcanzar 6 = 0. Este es el valor mas pequefno
de a para el cual cesan las oscilaciones.

(Movimiento sobre-amortiguado). Cuando a = 5, no hay
oscilaciones. En este ejemplo el péndulo nunca pasa a través
de la posicién de reposo vertical, pero en promedio se mueve
con mas lentitud que en el caso criticamente amortiguado.
De nuevo le lleva un tiempo infinito alcanzar 8 = 0.
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Figura 30. Gréfica del movimiento de un péndulo.

Fuente. Elaborada por el autor.

Ejemplo 12. Movimiento armonico simple:

Ya vimos que con algunas simplificaciones se puede describir el
movimiento de un péndulo mediante la ecuacién diferencial de

segundo orden:

daze

— +%sen9 =0

Donde;:

L = longitud del péndulo

6 = angulo subtendido entre el péndulo y la posicién vertical en
equilibrio

g = aceleracion de la gravedad
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Figura 31. Gréfica de los elementos de un péndulo simple.

Fuente. Elaborada por el autor.

Determinar el angulo 6 después de que han transcurrido 30
segundos, si el dngulo 6 = 7—;, ent=0y 6 =0ent=0segundos,y la
longitud | es de 50 centimetros.

Solucion:
En el caso de que € sea pequenio, se puede reemplazar en la ecuacion
dada, seguin vimos a sen 6 por 8, y entonces tenemos:

aze

99—
dt2+79_0

La cual es una ecuacion lineal de segundo orden homogéneo,
que podemos resolver a través de su ecuacion caracteristica, tal como
se vio en el capitulo anterior, entonces la solucion es:

0= Clcos\/:‘? t+ Czsenﬁt

Para determinar C, y C, se hace uso de las condiciones iniciales
y se requiere conocer @/, derivando la ecuacién anterior tenemos que:

R -
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T —
A Clcosﬁ (0) + CzsenJ‘%(O)

0= —Clsen\/g 0) <ﬁ>+ Czcosﬁ(O) (\/‘?:)

De donde se tiene que:

Entonces la solucién particular estd dada por:

_n 8
9—6cos\/—1.t

Asi que transcurridos 30 segundos, se tiene:

6= "cos |28 30) = 15.6¢
=g cos E'( ) =15.

Otra aplicacién importante de las ecuaciones de segundo orden
se tiene en el siguiente tipo de problema:

Ejemplo 13. Un modelo de persecucion:

Un hombre se encuentra con su bote en un muelle, cuando ve par-
tir a su perro en el malecén, si el perro corre en la direccidn positiva
del eje y, al mismo tiempo el hombre en el bote parte de la posicion
(15, 0) en persecucion del perro, como lo muestra la figura 32, si el
perro lleva una velocidad de 20 Km/hora y el bote de 20 Km/hora,
¢ qué trayectoria sigue el bote?



Solucion:
Figura 32. Gréfica del modelo de persecucion.

&

M

P(0,201) |

(15,0) x

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En el instante en que inicia la persecucion, el perro parte del
origen, con una velocidad de 20km/hora, asi que en cualquier instante
t, su posicion sera (0, 20t), tal como se muestra en la figura 32.

Luego en cualquier instante t, la recta PB es tangente a la
trayectoria y por lo tanto:

dy 20t—y
dx ~  —x
O bien:
dy
—xE =20t—y

Si derivamos esta ecuacidn con respecto a x, se tiene:

d?y d dt d
y__ . y

XW dx dx dx

Luego:

d? dt
Y 20

Az T Vi




Recordando el concepto de longitud de arco se puede obtener
%=J1 +y/*y esta ecuacion es de utilidad al usar la regla de la cadena

de_dtdl _ 1 [
dx dldx v Y

Donde v es la velocidad del bote y el signo negativo implica
que cuando | aumenta, x disminuye, y al combinar las dos ultimas

ecuaciones se tiene:
dzy 2
—x— = — /1 /
xdx2 +y

La cual es una ecuacion de segundo orden, que se puede
resolver utilizando la sustitucién algebraica y/ = w, ast:

20
xw/ = ?\/1 + w?

Esta dltima ecuacidon se puede resolver por separacién de

variables:
2
w41+ w?2=Cx3

Recordando que cuando x = 15, w = 0, entonces ¢; = 1572/3,
Sustituyendo C, y despejando w de esta ecuacion tenemos:

para:

4 2
1-Cyx3 1 x3

w = > = — + —
—2C;x3  2Cyx3

d
Como w = d—z, entonces:

dy 1 x3

2C,x%

Resolviendo de nuevo por separacién de variables, tenemos:

1 2
33 N 3C;x3 tC
Y= T2, T T10 T

De la condicion inicial, x = 15 cuando y = O, y dado que C, =
15-2/3, sustituyendo en la ecuacion anterior, se tiene que C, = 18.
Finalmente, esta ecuacion anterior se transforma en:



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

kY ( 2/3) 2
3x3 3(15° x3
Z~+

2
2(15'3> 10

Cuando empezamos a ver el concepto de ecuacién diferencial,
vimos que una fuente de ellas son las aplicaciones geométricas, veamos
un ejemplo de este hecho. Para encontrar ecuaciones de curvas que
satisfacen ciertas propiedades, se usan ecuaciones diferenciales de
segundo orden.

Y= + 18

Para estas ecuaciones se requiere recordar el concepto de radio
de curvatura de una curva. Si y = f (x) es una curva dada, entonces,
Su curvatura estd dada por la ecuacion:

ly’/|
(1+(y/)2 )37 2

Y el radio de curvatura es:

(1+(y/)2 )3/2

V77

Ejemplo 14. Un modelo geométrico:

Hallar la ecuacion diferencial de la familia de elipses con centro en el
origen y cuyos ejes coinciden con los ejes de coordenadas.

K:

Solucion:
La ecuacion de una elipse con ejes ay b es:

x2 y2

ZtpE=1

Derivando implicitamente tenemos:

2b%x + 2a%yy/ =0
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jo_b?
VW=—5X

De la ecuacién original, multiplicando por b?, se tiene:

b%x?

2 _ 12
= +y“=b
De donde:
b2 B b2 _ yZ
az x2
Sustituyendo:
bZ_yZ
yy=———X
yy! = y? — b?

Derivando otra vez:
xyy! +y/(xy/ +y) = 2yy/

Xy y//+xy/2 — yy/

Se tiene la ecuacion pedida.

Ejemplo 15. Otro modelo geométrico:

. . ne 3/2
Si el radio de curvaturade unacurvay =T (x) enunpuntoesr = ﬂ,ﬁ—ﬁ,)—

y la longitud de la normal desde dicho punto al eje x es y/1+ (y)?
encontrar las curvas con la propiedad de que el radio es proporcional
a la longitud de la normal (observar la diferencia entre k = 1y k = -1).



Solucion:
Tomemos k = 1, entonces:

/23/2
wz y\/1+(y/)z

2
Mediante reduccion del orden:
l+zt=vyz Z—;

zdz dy

1+2z2 y

Integrando:

1
Eln(l + z%) = Iny + InC,
z= \/nyz -01

d
Comoz= d—z, entonces:

dy

7 4
cyro1

Por sustitucion trigonométrica, la nueva integral da:

VCEy? —1=e5% — Cy

Elevando al cuadrado y despejando y, tenemos:

y = ZiCl [eeC1x+C2 + e_(eclx+62)]

Que representa una familia de catenarias.



Figura 33. Gréfica de la funcidon anterior para varias condiciones iniciales.

-4

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
Si tomamos k = -1, entonces tenemos:

(1+6/)" = W50y

De donde se tiene:

V.Y+(Y)2+1=0

La expresion y .y + (y/)2 proviene de derivar y .y/, entonces:
V.Y +x=C
ydy+(x-¢)=0
Integrando de nuevo tenemos:

y'+(x-C)*=C,

que representa la familia de circunferencias con centro en el
eje X.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Figura 34. Gréfica de la ecuacion de circunferencias para varios valores de CI.

4
¥

3

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 16. Modelo de movimiento:

Una particula se mueve a lo largo del eje x segun la ecuacion:

d’y _dy
A partir de un punto a 2 m a la derecha del origen, la particula
en el tiempo t = 0 seg se dispara hacia la izquierda con una velocidad

v =12 m/seg. Hallar:

a. El tiempo en que la particula pasa por el origen.
b. El desplazamiento maximo negativo.
c. La velocidad méaxima (positiva).

Solucion:
LLa ecuacidn caracteristica asociada a esta ecuacion diferencial de
segundo grado orden con coeficientes constantes es:

m>+9m+20=0

Sus raices sonm, = -4y m, =-5. Por lo tanto, las ecuaciones
de desplazamiento y de velocidad son:
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Y=C e*“+Ce™
V=-4C e*-5C, e™
Encontramos los valores de C, y C, mediante las condiciones
iniciales; as:

Parat =0 entonces y = 2 y también para t =0 entonces v =-12:

2=C,+C,

v=-4C-5C,
Luego C, =-2y C, = 4. Por lo tanto:
1 2

y=-2et+4e
v=8e%-20e"

a. Cuando la particula pasa por el origen: y = 0. Entonces:

4et=2e"

Multiplicando por %eSt se tiene que t =In 2 = 0.6931 segundos.

b. El desplazamiento maximo negativo se dara cuando v = 0.
Entonces:

8et = 20e~t es decir que t = In2.5
y —_ 2 e—4ln2.5 + 4 e—5—1n2.5
=-2(2.5)* + 4(2.5)°
=-(2.5)°
Luegoy =-0.01024 m.



c. La méaxima velocidad se tendra para:
dv

— = —32ee* +100e75t = (
dy

100 e5t=32 et
De donde t = In (25/8)

Por lo tanto, v = 8 e-4Ln(25/8) - 20 e-5L.n(25/8) = 8 (25/8)* -
20 (25/8)°= 5(25/8)*

Es decir;
V =0.01677 m/seg

Otra aplicacién importante de las ecuaciones de segundo
orden se tiene para el fenémeno de la deflexién de una viga. Vamos a
considerar vigas horizontales a aquellas que son uniformes en forma
y material. El eje de simetria (linea punteada, figura 35) se llama curva
elastica y su ecuacién da informacién acerca de la flexién de la viga
producida por su propio peso y por cargas externas.

En mecanica se demuestra que el momento de flexién de todas
las fuerzas exteriores que actlan sobre la viga esta dada por:

Figura 35. Gréfica de una viga horizontal.

eje de simetria

Fuente. Elaborada por el autor.
eje de simetria




Donde E es el médulo de elasticidad de Young que depende
del material y del disefio de la viga, | es el momento de inercia de
la seccion transversal de la viga en x, tomado con respecto a una
linea horizontal que pasa por el centro de gravedad de la seccion. El
producto El se llama rigidez a la flexién y es una constante, r es el
radio de curvatura de la curva eléstica con ecuacién, como ya vimos
antes en el ejercicio 14:

Figura 36. Gréfica de una viga con flexion.

] (1+(y/)2 )3/2

Y

curva de deflexion

Fuente. Elaborada por el autor.

Como y/ en todos sus puntos es muy pequeia, entonces:

_ 1
I‘—W

De ahi que:

m=Ely’

El momento m en la seccidn transversal es la suma algebraica de
los momentos de las fuerzas exteriores. Suponemos que las fuerzas
hacia arriba dan momentos positivos y las fuerzas hacia abajo dan
momentos negativos, por lo que el eje y se toma positivo hacia arriba.

El desplazamiento y de la curva elastica desde el eje x se llama
flecha de la viga.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Ejemplo 17. Viga simplemente apoyada:

Una viga uniforme, de longitud | = 5 m, apoyada como se muestra en
la figura 37, se flexiona bajo su propio peso, que es w = 2 kg/m. Hallar
la ecuacién de la curva elastica.

Figura 37. Gréfica de una viga horizontal.

II‘;

Fuente. Elaborada por el autor.

Solucion:
Como la viga esta simplemente apoyada, cada extremo soportara la
mitad del peso de la viga: w.1/2 =5.

Figura 38. Diagrama de fuerzas para una viga.

¥

L3

w3 E,
v E

W

wil—x)

Fuente. Elaborada por el autor. Tomando un punto P a una distancia x del origen.
Veamos primero las fuerzas que acttan a la izquierda de P:

a. Una fuerza hacia arriba igual a w. I/2.
b. Una fuerza hacia abajo w .x en el centro de OP; entonces, el
momento total de flexion en P es:



M= (w.1/2) x - WX (x/2) = 5% — 5-x2
M = 5x — x2

Para demostrar que el momento flector en P es independiente
del segmento estudiado, vamos a ver qué pasa en PQ. Hay dos fuerzas:

Una fuerza hacia arriba w /2 a una distancia | - x de P.
Una fuerza hacia abajo w (1-x) a una distancia (I - x)/2 de P.

Entonces:

M=w1/2)(1-%)-w(1-x)(1-x)2
M=(wl/2) x - (w/2) x?
Sustituyendo el valor de M en la ecuacion:
M=EIy/
Teniendo en cuenta que y = 0 cuando x = 1, tenemos:
Ely’=wl/2) x - (w/2) x?
Integrando:

Ely=wl/12)x* - (w/24)x*+C c+C,

Para las condiciones dadas C, =0y C, = -(wPF)/24.
Por lo tanto:

y = %(—x4 + 21x3 — 13x)

Y en particular, para este caso:

1
y = ﬁ(—x4 + 10x3 — 125x)



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y de grado superior -

Ejemplo 18. Viga cantiléver. Apoyada en un extremo y

libre en el otro:

Una viga uniforme de longitud | =5 my con w = 2 kg/m tiene libre un
extremo. Hallar la curva elastica y la flecha del extremo libre.

Solucion:

Para calcular M, es mas sencillo estudiar el segmento a la derecha de
P, en el que actua la fuerza w (I - x):

M=-w(-x) (-%)/2=(-w2)1-x)2=-(5-x)2

Figura 39. Grafica de las fuerzas para una viga eléstica.

¥

L3

N

. wll - x)

Fuente. Elaborada por el autor.
Sustituyendo en la ecuacion:
M=EIy/
Se tiene:

Ely” =-w (1 - x)%/2

Con las siguientes condiciones iniciales: Cuando x =0,y =0,y la
pendiente de la recta tangente y/ = 0.

107



Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcazar

Integrando:
1
Ely=-25;(-x)%+G
Parax =0,y =0, entonces, C, = —%13

Integrando de nuevo:

VY a_ 4V
Ely= 24(1 X) 6lx+C2
Para x = 0, y = 0, entonces, C2=:’—4l4, y:
__ W A _ W3 Wog
Ely=—2(-x)* =28+ 21
Luego:

w

V=5 (—x* + 41x3 — 61%x?)

La flecha sera la deformacién méaxima que ocurre cuando x = |:
W

ymax:_—l4

En particular, para este caso, la curva elastica es:
y= ﬁ (—x* + 20x3 — 150x2)

Y la flecha:
625

Ymax = m

Ejemplo 19. Viga con soporte en ambos extremos:

Una viga horizontal de 8 m de longitud esta empotrada en un extremo
y apoyada en el otro. Hallar:

a. La ecuacion de la curva elastica, si la viga tiene una carga
uniforme de 4 kg/ m y soporta un peso de 100 kg en el
punto medio.
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b. El punto en el cual la flecha es maxima.

Solucion:
Figura 40. Diagrama de fuerzas de una viga con soporte en ambos lados.

¥
& i .
1 i
g L, ks Hﬁ__,;
2 | i 1 i
I i i 1 EE-I
ple——s ]
]
I 1 1
g H I i 1 : 0 .
: { : | ' C .
PI I .
Py
wil —x) Wil — x)

100 kg

Fuente. Elaborado por el autor, considerando los dos intervalos 0 < x < 1/2, y 1/2 < x
<. para P,Qvy, P,Q, respectivamente.

Las fuerzas que actuan en P,Q son: C hacia arriba (desconocida) en Q
situada a (I - x) metros de P,; la carga w (I - x) kg en el punto medio de
P.,Q situado a (I - x)/2 metros de P, y 100 kg a (%l — x) metros de P,.

Luego:

Ely/=C(L—x) —w(l —x)5(l - x) - 100 (%—x)

Ely/=C(l—x) =% (- x)? =100 (3 —x)

Integrando:

1 w 1 2
Ely-—2C1-0)?+%(1 -0 +50 (31— x) +C,

Parax=0,yy =0, tenemos:

Ll 2+ Y03 L aloz s S0
Ely=—2C1-20)?+2(1—03+50 (31— x) +2C2—213 -2




Integrando de nuevo:

e =2 et =S (L k) 4 (Lo s -
Ely=sCU-03-2(-0*-2(Gl-2) +(GC2-2P-Z2)x+C,

Cuando y (0) = 0, entonces tenemos:

1. 3wy 501, N3 1., w50, w501\ €3
Ely=;c0-0°-50-% ?(El x)+(2—Cl 2p-2y )x+zl +?(Ez) <

Para los valores dados se tiene:

=lce—03-28-x*=(4-x3 _Loz4 2048 | 3200 €
Ely=:C@-0°—1@8-x"-3(4—0%+ (320 - 122 - 800) x + 222 + 22— £256

Las fuerzas que acttan en P,Q son C en Q a (I - x) metros de P,
lacargaw (I-x) kg a %(l —x) m de P,. Entonces:
EIy//=C(1—x)—%(l —x)?

Integrando:

EIy/=—§(l—x)2+%(l—x)3+C1

Integrando de nuevo, se tiene:

EIy=%(l—X)3—%(l—x)4+C1x+ Cz

Los valores de C, y C, deben coincidir con los obtenidos antes;
por lo tanto,

_Cy_ 3w 4 1., W, 505, woa  50(1\3 €3
Ely=c(=xP-20-0'+Cx+ G502 -38 -22)x+ 210+ 3 (51) -1

Para los valores dados:

Ely = ~C(8 - x)’ —(8 4+(3zc 104 800) $ 2008, 320 L ose
y=gt@-1 g1 BTy A T T

Sitomamos x = | paray = 0, se tiene la fuerza para C:



De donde:

o3, 125 174
8T T Ta

Sustituyendo en la ecuacién anterior de E |y, se tiene:

- —4xH,0<x <
y= 24E1(355x 218x2 —4x*),0<x < 1/2

y = ——(25600 — 19200 + 2616x2 — 45x3 — 4x%),1/2 < x <

24E]

El valor de la y maxima de la flecha se presenta a la derecha del
punto medio de la viga. Tomando y/ = O:

16x3 + 135x2 — 5232x + 19200 = 0

Este polinomio tiene una raiz real en x = 4.45, aproximadamente,
e indica la distancia al origen a la que esta situada la flecha méxima.




1. Ya se vio que, con algunas simplificaciones, se puede
describir el movimiento del péndulo mediante la ecuacion
diferencial de segundo grado, como:

Figura 41. Grafica del movimiento de un péndulo simple.

Fuente. Fuente. Zill (2008).

_ng + g 6=0
dt2 Tsen =
Donde:

| = Longitud del péndulo

0 = angulo subtendido entre el péndulo y la posiciéon vertical en equilibrio

g = aceleracion de la gravedad

Determine el angulo 6 después de que han transcurrido
20 segundos. Si el angulo @ =7-GI y0=0ent=0
segundos, y la longitud | es de 60 centimetros.




2. Un péndulo de 1/5 m de longitud se suelta con una
velocidad de Y2 radian/seg, desde un extremo situado a
1/10 radianes respecto de la vertical hacia esta. Halle la
ecuacion del movimiento del péndulo.

3. Un péndulo simple consta de una masa m suspendida de
una varilla de longitud | y masa despreciable. Suponiendo
que el movimiento se realiza en un plano vertical, determine
el angulo de desplazamiento @ y el periodo de vibracion.

Figura 42. Grafica del movimiento de un péndulo simple.

Fuente. Fuente. Zill (2008).

Para los siguientes problemas suponga que la ecuacion
diferencial de un péndulo simple de longitud | es
lZZTf+ g8 =0, donde 9 =i—1:1 es la aceleracion en la
ubicacién del péndulo (a una distancia R desde el
centro de la tierra: M denota la masa de la tierra).

4. Dos péndulos de longitudes I1 y |12, cuando estan ubicados
a distancias r, y r,, del centro de la tierra respectivamente,
tienen periodos p, y p,. Demuestre que:

b1 7’1\/E
e




5. Cierto péndulo mantiene el tiempo en Paris, donde el radio
de latierraes R = 3956 millas. Pero este péndulo se retrasa
2 minutos 40 segundos por dia en una localidad en el
Ecuador. Utilice el resultado del problema 4 para encontrar
el valor del abultamiento de la tierra en el Ecuador.

6. Un péndulo de 100.10 pulgadas de longitud, situado a nivel
del mar, en donde el radio de la tierra es R = 3960 millas,
tiene el mismo periodo que un péndulo de 100 pulgadas
de longitud situado en la cima de una montana cercana.
Utilice el resultado del problema 4 para determinar la
altura de la montana.

7. Un hombre se encuentra en un bote en un muelle, cuando
ve partir a su perro en el malecon, si el perro corre en la
direccién positiva del eje y, y al mismo tiempo el hombre
en el bote parte de la posicién (20,0) en persecucién del
perro, como lo muestra la figura 43, ;qué trayectoria sigue
el bote? El perro lleva una velocidad de 15 km/hora y el
bote de 20 km/hora.



Figura 43. Gréfica del Modelo de persecucién de un perro.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

8. Un perro ve a un conejo que corre en linea recta en un
campo abiertoy lo persigue. En un sistema de coordenadas,
tal como se muestra en la figura 44, suponga:

a. El conejo esta en el origen y el perro en el punto (L,0), en el
instante en que el perro ve al conejo por primera vez.

b. El conejo corre en la direccién positiva del eje vy, y el perro
corre siempre directamente hacia el conejo.

c. El perro corre con la misma rapidez que el conejo.

Figura 44. Gréfica de persecuecién de un perro a un conejo.
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B
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



) Demuestre que la trayectoria del perro es la funcién y = f
(x) donde y satisface la ecuacién diferencial:

d?y dy\’
2_ = —
YT 1 <dx)

[l) Determine la solucién de la ecuacién diferencial del enciso
i), que satisface las condiciones iniciales y = y/ = 0, cuando
x = L. (Sugerencia: sea z = y/ en la ecuacioén diferencial y
resuelva la ecuacion diferencial de primer para hallar z,
después integre para hallar y).

Ill) ¢Alguna vez el perro alcanza al conejo?

9. a. Suponga que el perro en el problema 8, corre dos veces
mas rapido que el conejo. Encuentre la ecuacion diferencial
para la trayectoria del perro. Después resuélvala para
encontrar el punto en donde el perro alcanza al conejo.

b. ,Suponga que el perro corre a la mitad de la rapidez del
conejo, 4qué tanto se acerca el perro al conejo? ;cudles
son posiciones cuando mas cerca esta el perro del conejo?

10. Halle la familia de curvas cuyo radio de curvatura es
constante.

11. Halle la familia de curvas con la propiedad de que su
radio de curvatura en cualquier punto es igual a la longitud
de la normal en dicho punto y en su mismo sentido.




12. Lo mismo que en el gjercicio 9, pero en el sentido opuesto.

13. Halle la familia de curvas con la propiedad de que el radio
de curvatura sea proporcional al cubo de la longitud de la
normal.

14. Halle la familia de curvas para las cuales el radio de
curvatura es dos veces mayor que la normal (considerar
|y//| +y//).

15. Encuentre el drea bajo la curva 'y = f (x) y sobre el gje x,
sabiendo que esta curva es tangente al eje x en el origen
y satisface la ecuacion diferencial y// = sec y/.

16. Halle una curva que pase por el origen de coordenadas,
de tal manera que el drea del triangulo formado por la
tangente a la curva en uno de sus puntos, la ordenada del
mismo punto y el gje x, sea proporcional al area bajo dicha
curva, acotada por el eje x y la ordenada de este punto.

17.Encuentre la curva cuyo radio de curvatura es proporcional
a la pendiente de su tangente.

18. Halle el drea bajo la curva y = f (x) y sobre el gje x,
sabiendo que esta curva es tangente alarectay =4 en
x = 0 y satisface la ecuacién diferencial:

y/
y// =m
19. Hale la longitud de la curva y = f (x), desde x = O hasta

x = 1, sabiendo que pasa por el punto (0, 1) y que y/ =
(e*+e™™)
2




20. El movimiento de una particula que se mueve sobre el
eje x se rige por la ecuacion:

d’y _pdy _
Si la particula se encuentra inicialmente ubicada 10 m a
la derecha del origen y se sabe que en el tiempo t = 0 se
dispara a la izquierda con una velocidad de v = 10 m/seg,
obtenga:

a. El tiempo en que la particula llega el origen.

b. El maximo desplazamiento logrado por la particula.

21. El movimiento de una particula que se mueve sobre el eje
X se rige por la ecuacion:

d’y _ ,dy _

Si la particula se encuentra inicialmente ubicada 10 m a
la derecha del origen y se sabe que en el tiempo t = 0
se dispara a la izquierda con una velocidad v = 5 m/seg,
obtenga:

a. El tiempo en que la particula llega al origen.
b. El méximo desplazamiento logrado por la particula.

c. El tiempo en que la particula se detiene.

22. Halle el tiempo necesario para que un cuerpo caiga a la
Tierradesde la altura de 400.000 km. Se tiene conocimiento



de que la altura se mide desde el centro de la Tierra 'y que
el radio de ésta es de 6400 km., aproximadamente.

23. Una particula se mueve a lo largo del eje x de acuerdo
con la ley:

&y

dy _
—+4—+13y =0

Si esa particula empieza su movimiento en x = 0, con una
velocidad inicial de 6 m/seg hacia la izquierda, hallar:

a. Y en funcién de t.
b. Los tiempos en que se producen las paradas.

24. Una particula de masa m se mueve por el eje x, con una
velocidad de repulsion que es inversamente proporcional al
cubo de la distancia desde el punto x, al origen. Determine
la ley de movimiento.

25. Un cuerpo de masa m cae desde cierta altura con una
velocidad v. Durante la caida, el cuerpo experimenta
una resistencia que es proporcional al cuadrado de la
velocidad. Halle la ecuacién del movimiento.

26. Sienelproblema 22, m=4kg,g=9.8m/seg? k =3.673,
halle:

a. La velocidad al cabo de dos segundos.

b. El tiempo necesario para caer a una distancia de 8
metros.

27. Un hombre y su barca pesan 98 kg. La fuerza ejercida
en la direccién del movimiento es 4.9 kg vy la resistencia al
movimiento es igual al doble de la velocidad. Determine:



a. La velocidad 20 segundos después de que la barca haya
empezado a moverse.

b. La distancia recorrida al cabo de esos 20 segundos.

28. Una viga horizontal de 9 m de longitud estd empotrada
en ambos extremos. Halle la ecuacidn de su curva elastica
y su maxima deformacion vertical cuando tiene una carga
uniformemente distribuida de 1 kg por metro.

29. Una viga horizontal simplemente apoyada tiene una
longitud de 10 m y un peso despreciable, pero sufre una
carga concentrada de 40 kg que esta a una distancia de
2 m del extremo izquierdo (origen). Halle la ecuacién de la
curva eléstica.

30. Una viga horizontal de 12 m de longitud esta empotrada
en ambos extremos. Si tiene una carga uniformemente
distribuida de 3 kg/m, halle la ecuacién de la curva eléstica
y la flecha méaxima.

31. Resuelva el problema 28 si ademas actua un peso de 20 kg
en el punto medio de la viga.

32. Una viga sujeta en un extremo y libre en el otro tiene 6 m de
longitud y varias cargas: una carga uniformemente repartida
de 2 kg/m y dos cargas de 10 kg aplicadas cada una en
los puntos que distan 2 y 4 metros del extremo fijo. Halle la
ecuacion de la curva eléstica y la flecha maxima.




CAPITULO 10.

RELACION ENTRE
SISTEMAS DE PRIMER
ORDEN Y ECUACIONES
DE SEGUNDO ORDEN

Competencias

1. Identificar cdmo se puede expresar
una ecuacion lineal de segundo
orden como un sistema de ecuacio-
nes lineales y viceversa.

2. Reconocer y clasificar puntos
fijos de un sistema de ecuaciones
lineales.

3. Modelar problemas de la vida real
como un sistema de ecuaciones
lineales.
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Figura 1. Vladimir Igorevich Arnold (1937-2010).

Fuente. Enciclopedia Briténica. (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Arnold nace el 12 de junio de 1937 en Odesa, Ucrania, y muere el 3
de junio de 2010 en Paris. Fue uno de los matematicos mas prolificos
del mundo.

Estudié en la Facultad de Matematicas y Mecanica de la Universi-
dad de Moscu en 1954, donde permanecio hasta 1986, ano en que in-
greso en el Instituto Matematico Steklov de Moscu. En marzo de 1968
firmd, junto con otros 98 colegas, la Carta de los 99, un documento de
protesta por «el encarcelamiento en un manicomio de un matematico
soviético perfectamente cuerdo», Aleksandr Esenin-Volpin, hijo de Ser-
guéi Yesenin y victima de la psiquiatria represiva en la Unién Soviética.
Esto trajo como consecuencia la denegacion de permiso para viajar al
extranjero hasta la perestroika.

Aunque es mas conocido por el teorema de Kolmogdrov-Ar-
nold-Moser respecto a la estabilidad de los sistemas hamiltonianos
integrables, ha hecho importantes contribuciones en varias areas que
incluyen teoria de sistemas dindmicos, teoria de las catastrofes, topo-
logia, geometria algebraica, mecanica clasica y teoria de la singulari-
dad en una carrera que abarca mas de 45 anos después de su primer
resultado principal: la solucién del problema trece de Hilbert en 1957.




En este capitulo 10, ampliaremos las técnicas que se han desarrollado
para el estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden a
mas de una ecuacién de primer orden, es decir, para sistemas de
ecuaciones de primer orden. Los teoremas de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, también son
vélidos para los sistemas de ecuaciones lineales, de igual manera
los métodos numéricos previos se pueden extender faciimente para
obtener soluciones numéricas de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden.

Muchas situaciones y problemas de la vida real pueden ser
descritas mediante sistemas de ecuaciones lineales de primer orden.
Veremos también que son importantes debido a la relaciéon que ellas
tienen con las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden o
de orden superior. Esta relacion es util para verificar teoremas de
existencia y unicidad, asi como soluciones numéricas de ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

Recordemos que las ecuaciones diferenciales de segundo orden
son importantes, ya que primero se utilizan para describir sistemas
como masa resorte, péndulos simples y circuitos eléctricos simples, lo
que conduce a la importante nocién del movimiento subamortiguado,
criticamente amortiguado y sobreamortiguado. En segundo lugar,
podemos obtener una solucidon explicita de una clase especial: lineal
con coeficientes constantes.

El poder pasar de un sistema de ecuaciones lineales con coe-
ficientes constantes a las ecuaciones de segundo orden o de grado
superior y viceversa, nos permite aprovechar la potencia de cada uno



para la resoluciéon de problemas. Asi por ejemplo, veremos que la
introduccion de un plano de fase, permite trasladar muchas de nues-
tras técnicas graficas de los capitulos anteriores.

Luego la idea de este capitulo es ampliar lo visto en los capi-
tulos anteriores de las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden, de segundo orden y de grado superior con sistemas de ecua-
ciones lineales.
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10.1 Algunos ejemplos
de modelos por medio de
sistemas de ecuaciones

Ejemplo 1. La relacion entre Maria y Pedro:

Una situacion de la vida cotidiana es la atracciéon mutua que se puede
dar entre dos personas, para representar esta situacion se requiere
ya no de una ecuacion lineal sino de dos ecuaciones lineales, veamos:

Consideremos la situacion de Maria y su amigo Pedro, supone-
mos que el afecto que Maria siente por su amigo Pedro aumenta en
la medida en que este es correspondido, sin embargo, el aumento
del afecto de Pedro por Maria, se da cuando no es correspondido
por Maria. Se pide modelar esta situacion.

Solucion:

Si x (t) representa la cantidad de afecto que Maria siente por Pedro
en el tiempo 1, y, y (t) la de Pedro por Maria en el mismo tiempo,
entonces de acuerdo a nuestro supuesto se tiene que:

dx_

a7
dy__
E_ bx

Donde a y b son las constantes positivas de proporcionalidad,
representa un modelo consistente para esta situacion. Los valores
positivos del afecto representan el grado de aumento de este, del
uno por el otro, mientras que los valores negativos representan la
disminucién de este.



Podemos analizar su tormentosa relacion, paraelcasoa=1yb
= 2, es decir, el sistema:

dx_1
a7
L= _2x

dt

Este es el sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas;
como en cada ecuacién en el lado derecho solo depende de una
sola variable, este sistema se llama un sistema desacoplado de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, en el cual la
solucién depende x, y, y como funciones del tiempo t. Sin embargo,
no tenemos forma de resolver este sistema (1). También tenemos
una variable mas de lo habitual cuando vayamos a trazar el campo
de pendientes. Pero como x y y son funciones del tiempo, podriamos
resolver para t, en término de una de las variables dependientes,
por ejemplo x, y sustituir el resultado en la expresion para y. Esto
eliminaria la variable t y daria una ecuacién que relaciona x con y. En
tales situaciones, la gréfica de y en términos de x se llama 6rbita,
y el plano x-y se denomina plano de fase asociado al sistema (1).
Procederemos a analizar el sistema (1) a la luz de lo dicho hasta este
momento.

Ya que en el lado derecho de cada miembro del sistema (1)
no implica explicitamente la variable t, podemos combinar estas dos
ecuaciones en una. Si tratamos a y como una funcién de x y a x como
una funcién de t, y hacemos uso de la regla de la cadena, tenemos
que:

dy (dy)<dt) _ (fl—i,) __Y

dx  \dt/\dx) ~ dx 2x
O: dt
dy _ _ Z
w2 @

que es una ecuacion diferencial lineal de variables separables.




Observemos que el campo de pendientes para (2) tiene pen-
dientes positivas en el segundo y cuarto cuadrantes, y pendientes
negativas en el primero y tercer cuadrante. El campo de pendientes
para (2) se muestra en la figura 2.

Aunque no conocemos la dependencia explicita en el tiempo
de x y y, podemos ver qué ocurre a medida que transcurre el tiem-
po examinando el sistema (1). Por ejemplo, en el primer cuadrante,
donde x y y son positivas, x serd una funcion creciente de t, mientras
que y sera una funcion decreciente. Esto significa que el tiempo,
como un parametro, avanza en el sentido de las manecillas del reloj
en el primer cuadrante.

Figura 2. Campo de pendientes del sistema dado.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Analizamos los otros tres cuadrantes de manera semejante
y hallamos esta rotaciéon en el sentido de las manecillas del reloj
alrededor del origen persiste.

Podriamos indicar esto sobre el campo de pendientes agregando
flechas a las pendientes para indicar la direccién que siguen las érbitas



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

a medida que transcurre el tiempo, creando un campo de vectores'.
Un campo de pendientes de esta naturaleza se conoce como campo
de direccion y se ilustra en la figura 3, donde las flechas indican la
direccién del recorrido. La longitud de cada vector se ha reducido a
escala, de modo que los vectores con pequefios valores de (x/,y/)
son cortos, y aquellos con valores grandes son largos.

Figura 3. Campo de direcciones del sistema anterior.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Las formas de las érbitas en el plano de fase se pueden obtener
al resolver la ecuacién diferencial separable en (2), y hallamos que:

y2+2x2=C 3)
Donde C es una constante de integracion. De este modo, las
Orbitas son elipses.

Si graficamos tres de estas drbitas en el mismo plano, las que
pasan por los puntos (0, 0.25), (0, 5) y (0, 10) en la figura 3, llegamos
a la figura 4. El tiempo como un parametro, se mueve alrededor de

1 De hecho, en la mayoria de los casos, dibujar las flechas en toda su longitud es gréfica-
mente desagradable. Una mejor manera es mostrar todas las flechas con una longitud proporcional a

la longitud real.
129
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la elipse en el sentido de las manecillas del reloj, lo cual nos permite
seguir la historia de esta relacion a medida que transcurre el tiempo a
partir de un punto de comienzo fijo.

Figura 4. Campo de direcciones con tres curvas de flujo.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Por ejemplo, consideremos la ¢érbita interna en la figura 4.
Comenzamos en el punto A (donde Pedro tiene el maximo afecto
por Maria, y ella no siente afecto alguno por Pedro), avanzando en el
sentido de las manecillas del reloj hacia el punto B (donde Pedro no
siente afecto por Maria y Maria siente el maximo afecto por Pedro),
luego hacia C (donde Pedro siente algo de afecto por Maria y Maria
no siente nada por Pedro), posteriormente hacia D (donde Pedro no
siente nada de afecto por Maria y Maria siente un afecto minimo
por Pedro) y finalmente regresa a A, donde el ciclo de los afectos se
repite sin limites.

Al ir de A hacia B, tanto x como y son positivas, de modo que
Maria y Pedro se gustan. A medida que x aumenta, y disminuye, de
modo que a medida que Maria (x) llega a enamorarse mas de Pedro
(y), el carino de Pedro por Maria disminuye.



Al ir de B hacia C, x es positiva, y es negativa, de modo que
Maria siente carino por Pedro, pero este carino no es correspondido. A
medida que x disminuye, y también disminuye de modo que Maria llega
a decepcionarse mas de Pedro, el carino de Pedro por Maria aumenta.

Al ir de C hacia D, tanto x como y son negativas, de modo que
Maria y Pedro no se gustan. A medida que x disminuye, y aumenta,
de modo que a medida que Maria se llega a decepcionar de Pedro, el
carino de Pedro por Maria aumenta.

Finalmente, al ir de D hacia A, x es negativa, peroy es positiva, de
manera que a Maria no le gusta Pedro, mientras que a Pedro le gusta
Maria. A medida que x aumenta y aumenta, de modo que mientras
mas se enamora Maria de Pedro, el carifio de éste por Maria aumenta
cada vez mas.

También podemos determinar a partir de la figura 4 que no hay
un tiempo en que ambos estén extasiados de verse. Eso ocurriria si
cada uno de ellos experimenta un maximo de carino por el otro al
mismo tiempo. Y esto no ocurre.

El analisis anterior proporciona una buena explicacion de los
sentimientos de afecto que sienten Maria y Pedro, pero no ofrece
informacién acerca de la dependencia del tiempo. Por ejemplo, a
medida que transcurre el tiempo, jpasan el mismo tiempo en cada
cuadrante (lo que significaria que ellos simultdneamente se gustan
Unicamente una cuarta parte del tiempo, el tiempo que pasan ambos
en el primer cuadrante), o pasan més tiempo en el primer cuadrante
que en todos los otros combinados (lo que significaria que ellos
simultdneamente se gustan aproximadamente durante la mitad del
tiempo)? Las respuestas a estas preguntas requieren un analisis en el
que el tiempo se encuentra explicitamente involucrado, de modo que
procederemos a determinar el comportamiento temporal de x y, dey,




es decir, la dependencia explicita de x y, de y respecto a t. Esto no se
puede determinar a partir de (2). Para determinar el comportamiento
temporal regresaremos a las ecuaciones (1). Si resolvemos la primera
ecuacion en (1) paray, en donde y = x/, y sustituimos esta expresién
en la segunda ecuacion, obtenemos y/ = x// = -2y, o:

x/+2x=0 4)

Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Ya
sabemos que es de segundo orden porque contiene la segunda
derivada como su derivada de mayor orden. Es lineal debido a que
es una combinacién lineal de x//, x/ y x, con coeficientes 1, 0y 2,
respectivamente.

En el capitulo 6 vimos cémo resolver esta ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden dos, luego aplicando dicho método
tenemos que la solucion es:

x(t) = CicosV2 t + Cysenv2 t (5)

Donde C, y C, son constantes arbitrarias (es facil verificar
que (4) satisface la ecuacién diferencial anterior). Si sustituimos la
ecuacion (4) en la primera ecuacion del sistema (1) encontramos que:

y(t) = V2(—Cisenv2 t + CycosV2t)

Proporciona el resto de la solucidon del sistema original (1).

Si empezamos a contar el tiempo cuando y se siente sumamente
atraido hacia x y x tiene sentimientos neutrales hacia y, podemos
imponer las condiciones iniciales x (0) = 0. Y (0) = 2.5. Esto requiere
que C,=0yC,= 2.5/72, asi que para este caso nuestra solucién es:

X (0=2zsen(v2t) ()

Y(t)=2.5c0s (V2t)  (7)



Es evidente de (6) y (7) que, debido a f/—; < 2.5, la amplitud del

carino de Maria es menor que la del carino de Pedro. De modo que
Pedro tendra mayor cambio de humor.

Figura 5. Gréfica de dos soluciones del sistema dado.

y(t)
3

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

La figura 4 proporciona las gréficas de las soluciones de (6)
y (7), las cuales demuestran que y tiene el cambio de humor mas
pronunciado. Podemos ver que entre t=0y t =1t,, x y, y tienen afecto
entre si, aunque y comienza a disminuir su atraccion hacia x, mientras
x tiene mas atraccién hacia y. Esto corresponde al primer cuadrante
en la figura (3). De t = t, hasta t = t,, x tiene afecto para y, pero este
afecto no es correspondido. De hecho, la menor atraccién que y tiene
para x ocurre justamente a medida que x es neutral hacia y, es decir,
cuando x = 0 para t = t,.ii En esta etapa y siente mas atraccion hacia
X, pero x siente cada vez menos atraccion hacia y. Esto corresponde
al segundo cuadrante en la figura 4. Entre t = t)y t = t,, tanto x como
y no se gustan. Esto corresponde al tercer cuadrante en la figura 4
El siguiente intervalo de tiempo, cuando x como y son ambos entre t
=1,y t = t,, cuando ambos sienten atraccion entre si nuevamente. El
ciclo emocional t = 0 hasta t = t, se repite indefinidamente. Debido a
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que t=t,-t=1t-t=1, -1, se pasa el mismo tiempo y de este modo
solamente para una cuarta parte del tiempo, mientras se encuentran
en el primer cuadrante de la figura 4, Maria y Pedro se gustaran de
manera simulténea.

Obsérvese que de (1), las condiciones iniciales x (0) = 0,y (0) =
2.5, podrian expresarse por completo en términos de x a medida que
x(0) =0,y x/ (0) = 2,5. De esta manera, podriamos haber resuelto este
problema considerando (4) restringida por las condiciones iniciales
x (0) = 0, x (0) = 2.5. Estas condiciones iniciales podrian utilizarse
entonces en (4) para hallar (6).

Ejemplo2. La relacion entre Maria y Pedro con

intromision paterna:

Supongamos ahora que la ecuacién que describe los sentimientos de

Maria es de la forma:
dx

E=ay—cx

Donde c es una constante positiva.

En la primera ecuaciéon vemos que el afecto para Pedro es
disminuido por un término proporcional a su afecto. ;Qué podria
significar esto? Bien, si sus padres tuvieran la preocupacién de que
ella llegara a enamorarse de tal manera de Pedro que dejara su hogar,
entonces cuando mas afecto sienta ella por Pedro, mas presién
gjerceran sus padres para separarlos.

Supongamos que la ecuacién diferencial que describe los
sentimientos de Pedro permanece igual, de modo que se tiene el

sistema lineal:
dx _ _
—=ay —cx
dy
—Z =—p
dt X



Este tipo de sistema es llamado un sistema lineal semi-desacloplado.

Analizar el caso especial cuando a =1, b = 2, ¢ = 0.4, de tal
forma que nuestro sistema se convierte en:

dx_ 04
E—y 4aX

®)
L= _2x

dt
Solucion:

Combinando estas ecuaciones, tal como lo hicimos en el ejemplo 1
para obtener (2) a partir de (1), encontramos para el plano de fase de
este caso:

dy 2x

dx y—0.4x (9)

El campo de direcciones para (9) se ilustra en la figura 6 (como
consecuencia de que dy/dt = -2x, es decir que dy/dt es negativo en
el primer cuadrante, de modo que la direccién del recorrido tendra el
sentido de las manecillas del reloj, como se indica por la direccion de
las flechas). Observe que las tangentes horizontales solo se presentan
a lo largo del eje vertical, mientras que las iséclinas para las tangentes
verticales estan dadas por la recta y = 0.4x. La pendiente es positiva
a lo largo del eje x, de modo que esto sugiere que todas las curvas
solucién se moveran en espiral hacia el origen. Esto es aln mas claro
en la figura 6, donde se han trazado soluciones numéricas para tres
diferentes condiciones iniciales, a saber, x,= 0, y,= 2.5; x,= 0, y,= 5;
X,= 0, y,= 10. Esto sugiere que todas las curvas solucion finalmente
terminan en el origen x = 0, y = 0, lo que significa que con el tiempo
Pedro y Maria ya no sentiran carifo el uno por el otro.
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Figura 6. Gréfica del campo de pendientes en forma de espirales hacia el origen.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.
Figura 7. Gréfica de dos curvas solucién en forma de espiral.

Otra manera de ver el efecto de - 0.4x consiste en contrastar

los campos de direcciones y 6rbitas en la figura 3 y 4 con las

correspondientes figuras 6y 7.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



La ecuacion (9) es una ecuacion diferencial con coeficientes
homogéneos, que pueden resolverse mediante un cambio de variable
dependiente. Si hacemos esto, obtenemos las ecuaciones para las
Orbitas dibujadas en la figura 7.

También podemos encontrar las soluciones para x y, y como
funciones del tiempo, es decir x (t) y, y (1), sustituyendo la primera
ecuacion diferencial de (8) y = x/+ 0.4 x, en la segunda, y/'= -2x, para
obtener:

X+ 0.4x/+ 2x =0 (10)

Esta es otra ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Y en
el capitulo anterior ya vimos cémo se puede resolver dicha ecuacion,
cuya solucién es:

x (t) = e702¢(Ccos(1.4t) + Cysen(1.4t))  (11)

Donde C,y C, son constantes arbitrarias. Si sustituimos esta
expresion para x (t) en la primera ecuacion de (8), y = x'+ 0.4 x,
encontramos que:

y (1) =e02¢((0.2C; + 1.4C;)cos(1.4t) + (—1.4C; + 0.2C,)sen(1.4t))
(12)

A partir de (11) y (12), vemos que a medida que t— oo, tanto x
como Y tienden a cero. Esto confirma la sugerencia inicial del anélisis
del plano de fase, en la que todas las curvas solucion finalmente
terminan en el origen. Es decir que con el tiempo, ni Pedro ni Maria
sentiran carino mutuo. Si se utilizan las mismas condiciones iniciales
para (11)y (12) que las de (6) y (7), es decir x (0) =0,y (0) = 2.5, se
tiene que:

25 _
X (t)=7ye " "*'sen(L.4t) (13)

— -0.2t 1
y (t) = 2.5e (cosl.4t + 7sen1.4t) (14)
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La figura 8 ilustra a (13) y (14), debido a que ambas amplitudes
disminuyen con el tiempo, Maria y Pedro sienten menos atraccion
entre si, hasta que su afecto finalmente se extingue. La comparacion
de las figuras 5y 8 muestra el impacto del pardmetro de la intromisién
paterna c = 0.4.

Figura 8. Gréfica de las ecuaciones (13) y (14).
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 3. Problemas de mezcla:

Consideremos dos tanques como se muestran en la figura 9. Suponga
que el tanque A contiene 50 galones de agua en los que hay disueltas
25 libras de sal. Suponga que el tanque B contiene 50 galones de
agua. A los tanques entra y sale liquido como se indica en la figura: se
supone que tanto la mezcla intercambiada entre los dos tanques como
el liquido bombeado hacia afuera del tanque B estén bien mezclado.
Construir un modelo matematico que describa la cantidad de libras y,
(t) .y, () de sal en los tanques A y B respectivamente en el tiempo t.



Figura 9. Gréfica de dos tanques de mezcla.

Agua pura Mezcla
3 gal/min 1 gal/min

4 gal/min 3 gal/min

Fuente. Elaborada por el autor.

Solucion:

Con un anélisis similar al que se hace cuando se tiene un problema de
mezclas, vemos que la razén de cambio neta de y, (t) para el tanque
A es:

d

% = (Razébn de entrada de la sal) — (Razén de salida de la sal)
D _ 13gal/min). (0 tb/gal) + (1gal/min) (2 1b/gal) ~ (4 gal/min). (3= 1b/gal)
dt ' "\50 “\50

(e
= E}ﬁ %}’2

De manera similar, para el tanque B la razén de cambio neta de
y, (t) es:
dy; V1 Y2 Y2
W— 4-%_ 3.%_ 1.%

2 2
==V1 T 522

Asi se obtiene el sistema lineal:

dy, 2 1

ac | 2sY1 T 52

dyz_ 2 _ 2

F_zsyl 752 (15)
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Este sistema va acompanado de las condiciones iniciales y,
(0) = 25,yy, (0) = 0. Este es un ejemplo de un sistema totalmente
acoplado, que analizaremos mas adelante.

Ejemplo 4. Mezcla de volumen constante o modelo

compartimental:

Consideremos el problema de mezcla para dos tanques dados por la
figura 10. En este caso, se desea determinar el sistema de ecuaciones
diferenciales que describen la cantidad de sal en cada tanque bien
mezclado. Los dos tanques contienen salmuera, cada uno de ellos
contiene 1.000 litros de salmuera, conectados como se muestran en
la figura 10. En cualquier tiempo t, el primer tanque y el segundo
tanque contieneny, (t) yy, (t) Kg de sal, respectivamente. La concen-
traciéon de salmuera en cada tanque se mantiene uniforme mediante
una agitacion continua. Al primer tanque entra salmuera que contiene
0.1 Kg de sal por litro, a razén de 15 litros/min, y al segundo tanque
entra agua a razon de 5 litros/min. La salmuera se bombea del primer
tanque al segundo a razén de 50 litros/min, y del segundo tanque al
primero a razén de 35 litros/min. La salmuera se descarga del segun-
do tanque a razdn de 20 litros/min. Obtenga las ecuaciones diferen-
ciales, en términos de t, y, (t) y, y, (t) que modelan el contenido de sal
en cada tanque en funcién del tiempo.

Figura 10. Gréfica de dos tanques de mezcla para el problemas dado.

' Agua 5 L/min

Salmuera 20 L/min

tanque 1 tanque

Fuente. Elaborada por el autor.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Solucion:

Suponemos que el volumen del liquido no cambia al disolverse
la sal. También observamos que el volumen total de salmuera en cada
tanque permanece constante en 1.000 litros, ya que los caudales de
entrada y salida para cada tanque son iguales. Por lo tanto, cada litro
de salmuera en el primer tanque contiene x/1000 kg de sal, y la sal
sale del primer tanque a razén de 50(x/1000) Kg/min. Si se considera
que cada litro de salmuera en el segundo tanque contiene y/1000 kg
de sal, la velocidad con la que la sal sale del segundo tanque y entra al
primero es de 35(y/1000) Kg/min. Ademas, entra nueva sal al primer
tanque a razén de 1.5 kg/min, ya que cada litro de la nueva salmuera
contiene Ol.1 kg de sal. Es posible dar un argumento similar para el
segundo tanque. Entonces las tasas de cambio del contenido de sal
en cada tanque (en kg/min) pueden expresarse como:

X _15-502_ 4352
dt

1000 100C (16)
& =050 +55-2
dt 1000 100C

Este es un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden en dos incognitas x v, y. Este sistema se dice acoplado, ya que
en ambas ecuaciones aparecen las dos incégnitas y es no homogéneo.

Ejemplo 5. El1 modelo SIR de una epidemia:

El uso de sistemas expande en gran medida nuestra capacidad de las
aplicaciones de modelado. Vamos a empezar por el modelado de una
epidemia. Supongamos que tenemos una poblacion de N individuos
que esta sujeta a una enfermedad contagiosa. Asumiremos los
siguientes hechos acerca de la enfermedad:

La enfermedad es de corta duracién y rara vez es fatal.
La enfermedad se propaga a través del contacto entre los
individuos.
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Los individuos que se han recuperado de la enfermedad son
inmunes.

Estas caracteristicas estan presentes en el sarampion, las
paperas y en el resfriado comun.

Construir el modelo para esta epidemia con estas caracteristicas.

Solucion:

Para la construccién del modelo, dividimos la poblacién en tres tipos
de grupos. El susceptible, S (t), son aquellos individuos que nunca
han tenido la enfermedad. El infectado, | (t), son aquellos individuos
que estéan actualmente enfermos con la enfermedad. Por ultimo, los
recuperados, R (t), son los que han tenido la enfermedad y ahora son
inmunes. El total de la poblacién es la suma de estas tres poblaciones,
N =S + | + R. Vamos a calcular la razén de cambio de cada una de
estas tres subpoblaciones.

Como la enfermedad es de corta duracion y rara vez es fatal,
entonces podemos ignorar las muertes y los nacimientos. Esto significa
que la poblacion total N es constante. Esto también implica que S
(1), el numero de individuos susceptibles cambia solo cuando alguno
de ellos se infecta y pasa a engrosar el nimero de la poblacién de
infectados. Como la expansién de la enfermedad se propaga entre los
contactos, entre la poblacién susceptible y los individuos infectados,
entonces la razén de cambio es proporcional al nimero de contactos.
Asumiendo que las dos poblaciones estan distribuidas aleatoriamente
sobre el drea, el nUmero de contactos es proporcional al producto Sl
de las dos poblaciones. Luego existe una constante positiva tal que:

a5 _ —aSI
dt

El ndmero de individuos infectados | (t) cambia en dos formas.
En primer lugar, aumenta a medida que los individuos susceptibles



se enferman. Ya hemos determinado que la tasa es k.S.I. Ademas,
las personas infectadas que se mejoran pasan luego a la poblacion
recuperada. Suponiendo que hay un tiempo bastante estandar
en la que una recuperacion tiene lugar, la tasa de recuperacién es
proporcional al nimero de infectados. También existe una constante
positiva b tal, que la razén de recuperados es bl. Al colocar estos
hechos juntos, vemos que:

dl = aSI — bl
E =a
Por dltimo, el ndmero de individuos recuperados aumenta a

medida que los infectados se curan. Ya hemos determinado que esto
sucede a la velocidad del bl, por lo tanto:

dR
T bl

Si ponemos todas estas ecuaciones conjuntamente, tenemos el
sistema de tres ecuaciones diferenciales (16):

ds
T = —aSl]
% = aSI — bl (16)
dR
— =Dl

Este es el modelo SIR, es no lineal porque el lado derecho de
la primera ecuacién y la segunda ecuacién contiene el producto
de las variables Sl. Es auténomo porque los lados derechos de las
ecuaciones no dependen explicitamente de la variable independiente.
Una solucién para el modelo SIR es una tripla de funciones S (t), | (t),
y R (1), las cuales satisfacen el sistema de ecuaciones (16).

Una buena manera de mostrar la solucidon de un sistema de
ecuaciones diferenciales es trazar todos los componentes de la
solucién. Supongamos que fijamos en el sistema SIR cona=b = 1:
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as _

—=

dal

Z=SI-1 an
dr _

—=

Con valores iniciales S (0) =4, 1(0) = 0.1,y R (0) =0, el sistema
no puede ser resuelto explicitamente, pero se puede calcular
numéricamente las soluciones. Las tres componentes de la solucién
son mostradas en la figura 11.

Figura 11. Gréficas de las tres Componentes de la solucién del problema.

-

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 6. Sistema depredador-presa:

Consideramos otro ejemplo de un sistema conocido como el siste-
ma depredador-presa de ecuaciones diferenciales lineales, donde una
especie «se come» a la otra. Este sistema tiene dos variables depen-
dientes, ambas dependientes del tiempo. Es decir, nuestro modelo
tiene dos variables dependientes ambas dependiendo del tiempo. En
este ejemplo llamaremos a la presa «conejos» y a los depredadores
«zorros», y denotaremos la presa por C y a los depredadores por Z.
Las hipdtesis del modelo son las siguientes:
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Si no hay zorros presentes, los conejos se reproducen
a una tasa proporcional a su poblacion y no les afecta la
sobrepoblacion.

Los zorros se comen a los conejos y la razén a la que los
conejos son devorados es proporcional a la tasa a la que los
Zorros y conejos interactuan.

Sin conejos qué comer, la poblacién de zorros declina a una
razén proporcional a ella misma.

La tasa de nacimientos de los zorros va en proporcién al
ndmero de conejos comidos por zorros que, por la segunda
hipdtesis, es proporcional a la razén a la que los zorros y
conejos interactuan.

Para describir este modelo en términos matematicos,
necesitamos cuatro parametros adicionales a la variable dependiente
ty a nuestras dos variables dependientes Z y C. Los parametros son:

a = coeficiente de la razén de crecimiento de conejos

f= constante de proporcionalidad que mide el nimero de
interacciones conejos-zorros en las que el conejo es devorado

Y= coeficiente de la razdon de muertes de zorros

6= constante de proporcionalidad que mide el beneficio a la
poblacién de zorros de un conejo devorado

Cuando se formule el modelo se debe tener en cuenta que tanto
a, B,y,y 6 son todos positivos.

La primera y tercera hipdtesis del modelo es similar a la que
plantea en el modelo del crecimiento ilimitado exponencial, visto en
estudio del crecimiento exponencial. Luego ellos toman la forma aC
en la ecuacion dC/ dt, y - yZ(ya que la poblacion de zorros declina) en
la ecuacién para dZ/dt.




La razén a la que los conejos son devorados es proporcional a la
razdn de iteracion entre los zorros y los conejos, por lo que necesitamos
un término que modele la razdén de iteracién de ambas poblaciones;
que crezca si C o Z aumenta, pero que desaparezcasiC=007Z =
0. Una notacién que incorpora esas hipétesis es CZ. Modelamos asi
los efectos de las iteraciones conejos-zorros sobre dC/dt por medio
de un enunciado de la forma -SCZ. La cuarta hipdtesis da un término
similar en la ecuacion para dZ/dt. En este caso, cazar conejos ayuda a
los zorros, por lo que afadimos un término de la forma 6CZ.

Al plantear esas hipdtesis, obtenemos el modelo:

dC— C cZ
T B

az

== —yZ+8CZ (18)

De nuevo consideradas juntas este par de ecuaciones, la
expresion que se forma se llama sistema de primer orden de
ecuaciones diferenciales ordinarias (solo primeras derivadas, pero
mas de una variable dependiente). Este sistema se llama acoplado
porque las razones de cambio de C y Z dependen tanto de C
como de Z.

En las unidades anteriores solo consideramos ecuaciones dife-
renciales con una sola variable dependiente. En muchas aplicaciones,
sin embargo, es necesario considerar simultdneamente varias
ecuaciones diferenciales ordinarias con varias variables dependientes
y una variable independiente. Tal tipo de sistemas de ecuaciones
diferenciales puede ser lineal o no lineal. En este capitulo solo
trabajaremos ecuaciones diferenciales lineales. Si todas las ecuaciones
diferenciales son lineales en las variables dependientes, el resultado
es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, los cuales son
mas naturales de estudiar usando vectores y la teoria de matrices.



En este capitulo, introduciremos las ideas basicas, solo considerando
inicialmente sistemas de dos ecuaciones lineales, las cuales se resuel-
ven utilizando las matrices dos por dos, para luego generalizar estas
ideas. El hecho de introducir las matrices de tamano dos por dos
también nos llevan al uso de los valores y vectores propios en este
manejo. Estos elementos nos permitiran entender el comportamiento
de las soluciones de estas ecuaciones mediante el plano de fase.

En el ejemplo (1), tenemos un ejemplo de sistema de ecuaciones
diferenciales lineales homogéneo de dos ecuaciones diferenciales con
coeficientes constantes, es decir:

dy, _ 2 1
dt zsyl-l_soy2
dy, 2

2
2 2sJ1 7 2)2

Este tipo de sistema de ecuaciones, es muy util en diferentes
aplicaciones que surgen en la fisica, como son los circuitos multilazos,
el péndulo multiple y otros.



1. Mariay Pedro. Verifique que en larelaciéon de Mariay Pedro,
dada por (1), la razén de todas sus gamas emocionales es
independiente de la emocion inicial de Pedro, a condicion
de que Maria no sienta atraccién por Pedro.

2. Para el ejercicio siguiente emplee la siguiente terminolo-
gia: le «gusta» alguien cuando siente carino por él o ella.
«No le gusta» alguien cuando tiene sentimientos negativos
para esa persona. Una pareja es «feliz» cuando ambos se
gustan. Una pareja es «infeliz» cuando ninguno de ellos se
agrada. Un individuo es «feliz» si él o ella le gusta al otro. Un
individuo es «infeliz» si él o ella no le gusta al otro. Suponga
que las unidades de tiempo en la figura 5 son semanas.

a. ;Cuédndo eran Maria y Pedro felices como individuos? ;Y
cémo pareja?

b. s Cuando eran Maria y Pedro infelices como individuos? Y
cémo pareja?

c. Suponiendo que esta relacién dure las siete semanas que
se muestran en esta figura, calcule la proporcion del tiempo
que Maria y Pedro fueron felices como pareja.

d. Durante este periodo de siete semanas, ;fueron felices
Maria y Pedro como pareja por mayor tiempo que cuando
fueron infelices como pareja?

e. Si fuera un padre que estaba feliz cuando Maria era feliz o
Pedro infeliz, ;qué proporcion las siete semanas estaba feliz?
Explique.

f. sEn qué momento durante las siete semanas le gustaria
tener una cita doble con Maria y Pedro? Explique.




3. Para los siguientes sistemas depredador-presa, identifique
qué variable dependiente, x 0y, es la poblacion presa y
cudl es la poblacién depredadora. sEsta limitado el cre-
cimiento de la poblacién presa por otros factores ajenos
al numero de depredadores? ;Tiene los depredadores
fuente de alimentos aparte de las presas? (Suponga que
los parémetros @ B,¥,8 ¥ N son todos positivos). ;Son los
sistemas lineales?

dx dx x?
a.E——ax+ﬂxy b_z—ax—aw—ﬁxy

dy d

5 =Vy—oxy =¥y +6xy

4. En los siguientes modelos de la poblacién depredador-pre-
sa, x representa la presa y, y representa los depredadores.

dx dx _
L @ = 5x¥ =3y Il @ =X

dy _ 1 d_y=_
—=-2y+-xy s 2y + bxy

a. ¢Cudles sistemas son lineales? ;Cuéles no?

b. ;En qué sistema se reproduce mas répidamente la presa
cuando no hay depredadores (cuando y = 0) e igual nimero de
presas?

c. ¢En qué sistema tienen los depredadores mas éxito de cazar
presas? En otras palabras, si el nimero de depredadores vy
presas son iguales para los dos sistemas, jen qué sistema tienen
los depredadores un mayor efecto sobre la razén de cambio de
las presas?

d. ;Qué sistema requiere mas presas para que los depredado-
res logren una tasa de crecimiento dada (suponiendo nimero
idéntico de depredadores en ambos casos)?




5. El sistema:

dx

E— ax — by\/E
d -

qE T

- Ha sido propuesto como un modelo para un sistema depre-
dador-presa de dos especies particulares de microorganismos
(donde a, b y ¢ son pardmetros positivos).

a. ¢Es un sistema lineal?

b. ;Qué variables, x 0y, representan la poblacién depredadora?
¢Qué variable representa la poblacion presa?

c. ;Qué pasa a la poblacion depredadora si la presa se extingue?

6. Los siguientes sistemas son modelos de las poblacione de
parejas de especies que compiten por recursos (un incre-
mento en una especie disminuye la tasa de crecimiento
de la otra). Para cada sistema identifique las variables (in-
dependientes o dependientes) y los parametros (capaci-
dad de soporte, medida de interaccién entre las especies,
etc.). ;Compiten o cooperan las especies? (Suponga que
todos los parametros son positivos).

ﬁ:—ax—ax—2+/)’xy ax = —yx — Sxy
a dt N b, 4t
. dy . ﬂ = qy — ﬁx
—— =yy+0xy dt y y

dr

7. Maria y Pedro: la saga continua. Maria y Pedro solicitan te-
rapia y aprenden a modificar su patréon de respuesta con
respecto al otro. Pedro aprende a aceptar los carinos de
Maria y ahora su propio carino comienza a disminuir sola-



mente si ella llega a ser demasiado afectuosa. El carino de
él se describe mediante la ecuacién diferencial y’= -0.2(x
- 2). Maria aprende a controlar sus emociones. Su afecto
aumenta solamente cuando Pedro llega a ser muy carino-
so, Yy el carino de ella queda descrito por x/= 0.8 (y - 2).

a. Encuentre la ecuacion diferencial de las orbitas resultantes
en el plano de fase. Resuelva esta ecuacién diferencial, y haga
comentarios acerca del comportamiento a largo plazo de su
romance six (0) =0,y (0) = 2.

b. ;Quién tiene la gama emocional mas grande? Explique su
razonamiento.

8. La figura 12 muestra el campo de pendientes correspon-
diente a x’= - x + vy, y/= - x - y. Agregue flechas al campo
de direcciones de este sistema de ecuaciones.

Figura 12. Gréfica del campo de pendientes para el problema 8.

¥

e (R R W i B
T =SNRN AV
————~~3N VLT
i A A
et NAU B AV A A
A1 W/ 47/
Sw/ s S~ 5 Mo
AT St
f D A h~——— ——~
N R T N
I T T S N N

PV Rl e~ — —

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.
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10.3 Como se relacionan

los sistemas lineales de

primer orden, las ecuaciones
diferenciales de segundo orden
y el metodo de Euler para
aproximacion de soluciones

En la seccién 10.1 vimos ejemplos de sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden, tales como:

x/ =y —0.4x
y/ = —2x

Que tenian dos variables dependientes, a saber x (t), y (1), con

condiciones iniciales para x (t,) y, y (t,).

También vimos en la seccién anterior ejemplos de ecuaciones
diferenciales de segundo orden, como:

x/=-0.4 %~ 2x

Con condiciones iniciales para x (t,) y y/ (t,).

Estos son casos especiales de tipos mas generales de ecuacio-
nes diferenciales que vamos a generalizar en esta seccion.



Sistemas de primer orden
Definicién: el conjunto de ecuaciones diferenciales

X
- = P(t'x'y)
j; (19)
T Q(t,x,y)

Donde P y Q son funciones de t, x, y, se denomina sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden. Condiciones iniciales
tipicas son x (t) = x,, yy (t,) =Y,

Todos los ejemplos dados en la seccidon 10.1 nos muetran
ejemplos de sistemas lineales.

1. La solucién general de (19) contiene cada solucién de las
ecuaciones de (19).

2. El problema de resolver el sistema (6) sujeto a condiciones
iniciales se conoce como Problema de valor inicial (PVI).

3. Determinacion de soluciones. Muy pocos sistemas pueden
resolverse de manera explicita. Del mismo modo que la
clasificacion de las ecuaciones de primer orden fue util
para comprender el comportamiento de las soluciones, asi
también la clasificacion de un sistema es util.

4. Determinacién de soluciones numéricas. En algunos
casos, hallar soluciones numéricas es la Unica opciéon que
nos proporciona informacién cuantitativa acerca de una
solucién. Como en el caso de las ecuaciones de primer orden,
deberiamos asegurarnos de que una solucién numérica
sea consistente con cualquier informacién cualitativa que
tengamos.



5. Existencia y Unicidad. Antes de que se intente hallar una
solucién (particularmente una de tipo numérico), deberiamos
asegurarnos de que esa solucion exista. Los teoremas de
existencia y unicidad son, por tanto, esenciales.

Ampliaremos cada una de estas observaciones.
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10.4 Comentarios acerca del
hallazgo de soluciones y la
clasificacion de un sistema

a. Auténomas. Si P, y Q son independientes de la variable
independiente t, es decir:

& _ p(x,
2’; (x¥) 20)
- = xy)

El sistema se llama auténomo.

Por ejemplo, los siguientes sistemas son autdbnomos:

Ejemplo 7. Ejemplos de sistemas autonomos:

Sin embargo, al eliminar t y trabajar en el plano x - vy, la
informacion cualitativa frecuentemente se puede obtener. El plano x-y
se conoce como plano de Fase y la gréafica de y contra x se denomina
orbita. La gréfica de una coleccién de érbitas representativas se llama
retrato de Fase. Los sistemas auténomos se estudian basicamente
en este texto.
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b. SiP (x) y Q (x) son lineales en x y, y, es decir:

xl'=a(®)x+b @)y +g () .
y=cx+d@y+f@ ©)
Donde a, b, ¢, d, gy f son funciones de t, este sistema se llama
lineal.

Esta ecuacion, se puede escribir en forma vectorial como:

X! (t) = A(OX(t) + F (). (22)
A (t) es una nxn matriz de funciones continuas sobre un
intervalo |.
f(t) es una nx1 vector de funciones continuas sobre un
intervalo |.

X(t) es un nx1 vector solucién de funciones diferencia-
bles sobre el intervalo | que satisfacen (22).

Si f(t) = 0, el sistema es homogéneo:

X'(®) = A®X(b)

Ejemplo 8. Ejemplo de sistemas lineales no autonomo:

x| = tx +y+3t,
yl=x— ety+5t (23)
Observe que en este caso tenemos:
XI(t) = [;f]
ao=[f ]
%0y

Fo =[5
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Por lo tanto, el sistema 23 en forma matricial se puede escribir
como:

X\(t) = ADX(®) + F(£). (24)

Ejemplo 9. Un sistema lineal homogéneo:

Escribir el sistema lineal de primer grado en forma matricial:

X/ =3x -2y
y=x
7/=-X+y+3z
Solucion:

El sistema lineal homogéneo de primer orden, lo podemos escribir
como X!(t) = A(t)X(t) donde:

~ 3 -2 0] R
X\(t) = [1 0 0|X(t) Donde X = [}’]
-1 1 3 z
El vector:
2e2t
X_’hz ezt]
eZt

Es solucion, lo cual se puede confirmar mostrando que:

‘ 3 -2 0 ZeZt 6€2t —2€2t 4eZt ZeZt
AX_h‘= 1 0 0 2t | = ZeZt = 2e2t = eZt
-1 1 3lle2 —2e? 2e%t e?t

/

—/
e = Xh
e t 4 g2t 4 3¢2t
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Ejemplo 10. Un sistema lineal no homogéneo:

Escribir el sistema lineal no homogéneo de primer grado en
forma matricial.

X'=3x-2y +2-2et
v=x -et

Z/=-x+y+3z+el —1

Solucion:

Este sistema se puede escribir en la forma vectorial de matrices:
XI(t) = A(X(®) + f(©). donde:

_ 3 -2 0] [2-2¢
X®=[(1 0 o|X+| —et
-1 1 3 et—1

Este sistema tiene como una solucién particular

Esto se puede confirmar, mostrando que X/, — AX,, = f(t),como

sigue:
—z o e —(3e —2) 2 —2et
= —et
0-— ( et + 1) et —1
Ahora que se tiene una forma familiar de manipulacién de un
sistema lineal de ecuaciones de primer orden mediante la forma

matricial, se puede hacer uso del éalgebra lineal para encontrar
soluciones de dichos sistemas.

) — AX, = = (o)




Los fundamentos para el anélisis de sistemas lineales empiezan con
algunas definiciones y teoremas, muy similares a los vistos en los
capitulos 4 y 9 pero adaptados a sistemas.

Problemas con valor inicial para
sistemas de ecuaciones diferenciales
Para un sistema de ecuaciones lineales, un problema con
valor inicial es la combinacién de un sistema (22) y un vector
de valor inicial:

C1

i

Tal como vimos en las ecuaciones diferenciales de orden 1y
dos, la existencia de las soluciones esta aseguradas si las funciones
elementales de A (t) vy f(t) son continuas; para la unicidad se
requieren condiciones iniciales y continuidad de las derivadas
parciales. En el caso de los sistemas lineales, las derivadas parciales
m, son automaticamente continuas porque ellas son simplemente

Sxi —
los coeficientes de X(t) los cuales son elementos de A (t).

X\(t) = A@X(@®) +f(t) X(0)= X, =

Donde ¢4, €3, ..., €, SON constantes.

Teorema de existencia y unicidad para sistemas de ecuacio-
nes diferenciales.

Dada una funcién matricial nxn A (t) y una nx1 funcion 7(t)
ambas continuas sobre un intervalo | que contiene a t, y un
n - vector constante Yo, entonces existe una unica funcién
vectorial X (¢) tal que:

X'(t) = A®OX®) + )y X(to) = X,




El trabajo que vimos en el capitulo 9, para encontrar la so-
lucion de ecuaciones diferenciales de segundo orden o de grado
superior no homogénea se aplica para encontrar las soluciones de
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Conocemos que la
solucién existe para:

X\(t) = A@X() +f(t) (29

Para encontrarla primero encontramos la solucién X, del sistema
homogéneo asociado de ecuaciones diferenciales:

X\ (t) = A(X(D)

hecho que veremos en la seccién siguiente. Luego veremos
cémo conseguir la de la no homogénea asociada Xp. La solucién
completa de (25) es la construccién ya conocida de:

Yl(t) =)_(>h + Yp

Empezamos con el principio de superposicion para el sistema
homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales.

El principio de superposicion para sistema lineal homogéneo
de ecuaciones diferenciales. Sean Xy, X5, ..., X, vectores so-
lucién para la ecuaciéon homogénea:

X!(t) = A(t)X(t) Sobre |
Entonces, toda combinacion lineal de estos vectores solucién
es también una solucién vectorial para el sistema. Es decir:

X = X1+ X+ +c, X,y

Es una solucién sobre | para todas las constantes reales €1, €2+, Cn,

La prueba es muy similar a la realizada en el capitulo 8.
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Ejemplo 11. Principio de superposicion:

Verificar el principio de superposiciéon para el sistema del ejemplo 8,
si se sabe que:

X1=|0|, Xo=|e?|, yX3=|e!

Son todas soluciones de X! ) = A(t))?(t).

Solucion:
Entonces por el principio de superposiciéon se puede garantizar que:

ZeZt et
eZt n C3 et
e?t 0

Es también una solucidn para cualquier constante ¢y, €2, C3.

0

0
e3t

C1 + Cy

Para encontrar todas las soluciones de un sistema lineal de n
ecuaciones diferenciales, tenemos que empezar por encontrar solucio-
nes linealmente independientes para construir una base para el espacio
solucién. ;Cudntas de tales soluciones son necesarias y suficientes?

Teorema del espacio solucion para un sistema homogéneo de
sistemas de ecuaciones diferenciales
Si:

X\(@®) = A®X(®)
Donde A es una nxn matriz, entonces el conjunto solucién
Y(t) es un espacio vectorial de dimensién n.

Este teorema esta muy ligado a las bases de un espacio vectorial
de dimensién finita. Mas adelante probaremos este teorema para el
caso especial, cuando todas las entradas de A son constantes.
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De acuerdo con el teorema del espacio soluciéon, para nXn sis-
temas lineales debemos buscar n soluciones linealmente indepen-
dientes )71,72, . ..,Yn para formar una base para el espacio solucién.
Luego por el principio de superposicion se sigue que:

Teorema de la solucion para sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales homogéneas
Para n soluciones linealmente independientes )71,17()2, . ..,Yn
del sistema:
X't = A®X(b)
La solucién general es:
Yh = cl)_f)l + c272+...+cn7()n. €1,C2, .., Cn ER

Ejemplo 12. Completando una solucion general:

Para el ejemplo 8 y los vectores:

zeZt t

X1=10]|, X;=|e2t]|, yX3=|et
e3t et 0

del ejemplo 10, mostrar que {YI.YZ,Y3} son linealmente inde-
pendientes sobre (—oo, 00).

Solucion:
Para ver que esto es cierto, procedemos de la siguiente manera:

Paso 1. Escogemos un punto cualquiera x, = 0 en (—oo, ).
Paso 2. Calculamos 71(0),Y2 (0, 73(0) y construimos
la matriz espacio columna para t= 0:
0 2 1
C=l0 1 1
1 1 0

Paso 3. Verificamos la independencia lineal calculando el
determinante de |C|.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Para tO= 0, |C| # 0, luego el conjunto de vectores {71.7()2,?3} es
linealmente independiente.

Entonces la solucién general para: X! = AX
Es:

)_()h = Cl)_()l + Czi)z + C273

En el lenguaje del élgebra lineal se permite varias formas de
expresar la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

Ejemplo 13. Como expresar soluciones:

Expresar la solucion completa del ejercicio 11.

Solucion:
La solucién completa del ejercicio anterior es:

0 e2 g2t
Xp=c1| 0 [+cy|e?t|+cs|e?t
o3t o2t 0

Tomando cada matriz columna X1.X,, ¥y X3y el vector columna
formado por las constantes ¢y, ¢y, c3, se puede escribir de manera
equivalente la expresion anterior como:

0 2e?t ell[a
Yhz 0 32t et C2
e3t eZt 0 C3

Esta Ultima expresion da origen a un término especial.



Matriz fundamental

Para una base de n vectores linealmente independien-
tes de soluciones:

X =4X (26)

La matriz Y(t) cuyas columnas son los vectores solucion
X1, X,,..., X, €s llamada la matriz fundamental para el sistema.
Entonces para construir una solucién de un sistema de 3 di-
mensiones X' = AX

Podemos escribir:

1

02] Donde ¢y, ¢, c3 € R (27)
C3

Yh = [YI'YZ' 23]

Esto se sigue de las propiedades del producto de matrices.

1. La matriz fundamental no es unica. Un conjunto diferente de
n vectores linealmente independientes de soluciones produce

una diferente Y(t). La férmula general de la soluciéon (27)

todavia se mantendria, pero los c, serian especificos para

cualquier solucion particular.

2. El determinante de la matriz fundamental siempre es diferente

de cero, es decir [X(t)| # 0.
3. X = 4x
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10.5 Sistemas lineales
homogéneos con coeficientes
constantes

Figura 13. Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987).

Fuente. Enciclopedia Britdnica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

Andrey Nikolaevich nace el 25 de abril de 1903 en Tambova, a
500 kilémetros al sur de Moscu, muere en Moscu en 1987. Fue el
matematico soviético mas grande del siglo XX, con sus trabajos realizd
grandes contribuciones a la matematica de la probabilidad, topologia,
|6gica intuicionista, mecénica de la turbulencia clasica, algoritmos de
la teoria de la informacién y complejidad computacional.
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Para el sistema n — dimensional lineal de ecuaciones diferenciales
X! = AX donde A es una nxn matriz de constantes, la evolucion del es-
pacio solucién segun el teorema indicado anteriormente es como sigue:

Para ver esto, supongamos que el vector de funciones de la forma:

[X1 (t)]
X(t) =
X (1)

tiene componentes de clase C,, es un espacio vectorial bajo
la adiccién y multiplicacién por un escalar, ya que si U(t), V(&) son
soluciones de: X! = AX

Entonces se tiene que:
Ul =AU y VI = AV(D)
Y sic,y, c,son escalares, entonces:
(clﬁ+ CZV)/ = clm + ¢, V= clAﬁ(t) + CZAV(t) = A(clﬁ) + A(CZV)

=A(ciU(E) + ¢, V)

Luego el conjunto de soluciones es un espacio vectorial.

Como los coeficientes constantes son continuos sobre R, el teorema
de existencia y unicidad nos permite encontrar una solucion:

x,(t) Con, x,(0)=¢;



Parai=1, 2, 3,~-., n donde e; es el i-ésimo vector de la base

estandar en R". Es decir:
}, -~ [ ]

Este paso crea un conjunto especial de vectores solucién B =

{x1, %2, .. X )

SO RO

x1(0)— E ,x2(0) =l

Para mostrar este hecho, suponemos que tenemos constantes a,,

a, ... a tal que:

a,x1(t) + ayx,(O)+ ... +a,x,(t)=0

0O, equivalentemente:

aq B
[x1(0), x5 (¢), ...,xn(t)].[ : ] =0
an

Entonces ese resultado es verdadero para todo t, incluyendo
t = 0. Pero hemos asumido que:

2@, 2, .. 20 || =

a, . a, .
In-[ : ] = 0'Entonces[ : ] =0

an Qan

Luego:

Y X1, Xz, ..., X, sOn linealmente independientes.




Para ver esto, necesitamos mostrar que una solucién arbitraria
U(t) de (26) es una combinacién lineal de los x,(t). Supongamos que:

b,
) = 5 = H
b,

Y formamos v(t) como sigue:

v(t) = byxy(t) + byxa(D+ ... +byx, ()

Entonces v(t) es también una solucién de (26) por el principio

de superposicion. Pero:

v(0) = byx1(0) + byx3(0)+ ... +b,x,(0) = b,e; + b,e;+...+b,e, = b

Por el teorema de existencia y unicidad, U y v son la misma

solucién vy:

U = byx (1) + bpxz (D) + ... +byx, (D)
Luego:

Generado (B) = Espacio solucién
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10.6 Tipos de graficas y
metodo de Euler

Para sistemas de ecuaciones diferenciales en dos variables, tenemos
tres gréficos planares: en el plano t-x; t-y, y x - .

Graficas en dos dimensiones para un sistema de ecuacio-
nes diferenciales lineales

-Las gréficas en el plano t - x y t -y muestran las soluciones in-
dividuales de las funciones x (t), y y () y son llamadas las grafi-
cas componentes, soluciones graficas o series de tiempo.
- La gréfica en el plano x - y es el plano de fase. Las tra-
yectorias en el plano de fase son las curvas paramé-
tricas descritas por x (t) y, y (1).

Las trayectorias sobre el plano de fase crean el retrato de fase.

Veamos unos ejemplos de esto.

Ejemplo 14. Movimiento armonico simple:

La ecuacién familiar:

x7+0.1x=0

Analizar las graficas de dicho sistema.

Solucion:
Esta ecuacion, la podemos pasar a un sistema haciendo:

X=y
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y/=-0.1x

x1/ 0  111x
[y] ~l-01 0] [y]
Cualquier versién de estas ecuaciones produce soluciones de
la forma:

X (t) = ¢1cosV0.1t + ¢ senVv0.1t

y(t)=x/(t)=—v0.1 ¢;senV0.1t + Vv0.1c,cosVO0.1t

Las tres graficas se muestran en la siguiente figura.

Figura 14. Gréficas de soluciones del sistema dado.

¥ ¥ X

SS== N

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 15. Movimiento armonico amortiguado:

La ecuacion diferencial de segundo orden:

x/+0.05x+0.1x=0

Trazar la gréfica de dicho sistema.

Solucion:
Esta ecuacion la podemos ver como el sistema:

x'=y



y=-0.1x-0.05y

[ﬂ/ - —3.1 0.%)5] [ﬂ

El cual tiene solucion de la forma:

X (t) =~ e~ %25 (¢; cos 0.32t + c,sen0.32t)
Y (t) = e70%5(=0.32¢;5en0.32t + 0.32¢,¢050.32t) — 0.025e 025 (¢; c050.32t + ¢,5€n0.32t)
Las tres gréficas se muestran en la siguiente figura.

Figura 15. Gréficas del sistema dado.

Q“‘:w;“““ﬁ-f”{/; ) ’ ' v !

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Como se vio en la seccion 4.1, el método de Euler para una
ecuacion diferencial de primer orden, se basa en la idea de aproximar
la grafica de una solucion mediante segmentos de linea, cuyas
pendientes se obtienen de la ecuacién diferencial. En el esquema de
aproximacién de Euler opera el mismo principio interpretado en un
marco vectorial.

Con una condicion inicial (x,, y,), ,como podemos usar el campo
vectorial F(x, y) para aproximar la curva soluciéon? Igual que para las
ecuaciones, escogemos primero un tamano de paso At. El vector F (x,,
y,) corresponde a la velocidad de la solucion que pasa por (x,, Y,). por
lo que comenzamos nuestra solucién aproximada usando AtF (xg, yo)




para formar el primer «paso». En otras palabras pasamos, de (x,, y,) a
(X, y,), donde el punto (x,, y,) esta dado por:

(Xp Y1) = (Xo) YO) +AtF (xOJ y())

Figura 16. Primeros pasos del método de Euler.

F(xg, ¥o)

(x1. 1)
{xp. yo!

Fuente. Elaborada por el autor.

Esto es como viajar a lo largo de la recta durante el tiempo At
con velocidad F (x,, y,) (ver la figura 15).

Una vez calculado el punto (x,, y,) sobre la curva solucion
aproximada, calculamos el nuevo vector velocidad F (x,, y,). El segundo
paso es:

(X, V,) = (x,,y,) + AtF (x1,y1)

Repetimos este esquema y obtenemos una curva solucion
aproximada (figura 17).



Figura 17. Aproximacién de la curva solucién por el método de Euler.

Fix3, »3)

F(x;. ) _
Flxy, y)

(x4, v4) Fixg, o)

(x0, y0)

Fuente. Elaborada por el autor.

En la practica escogemos un tamano de paso At que sea sufi-
cientemente pequeno para proporcionar una solucién exacta sobre el
intervalo dado. En resumen:

Método de Euler para sistemas
El método de Euler para sistemas puede escribir-
se sin la notacidon vectorial como sigue. Con el sistema:

dx_
—=f(xy)
dy

E_ g(X,y)

La condicién inicial (x,, y,) y el tamafio de paso At, determi-
namos la aproximacién de Euler repitiendo los célculos:

my = f(X, Vi)
nhy, = g(xXk, Vi)
xk+1 = xk + mkAt

Vier1 = Y + niAt




Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcazar

174

Ejemplo 16. Método de Euler aplicado a la ecuacion de

Van der Pol

Considere la ecuacion diferencial de segundo orden:

dzx 2 dx
F 1 X )E +x = 0
Esta se denomina la ecuacién de Van der Pol. Encuentre el sistema

equivalente y encontrar una solucién numeérica, si (x,, y,) = (1, 1).

Solucion:
. . dx .
Para hallar el sistema equivalente hacemos y = e El sistema

resultante es:

dx

==
%= —x+ (1 —x2)y

Como nuestro punto inicial es (1,1) realizamos los primeros

célculos a mano para ver cémo responde el método de Euler y luego
dejamos que la computadora efectue la parte iterativa. El método se
efectla de manera adecuada haciendo un célculo con un tamano de
paso relativamente grande, aunque en la practica nunca usariamos un

valor grande de At.

Sea At =0.25. Dada la condicion inicial si (x, y,) = (1.1),
calculamos el campo vectorial:

FX,y)=(y,-x+(1-x2)y)

En el punto (1, 1) obtenemos el vector F (1, 1) = (1, -1). Nuestro
primer paso comienza entonces en (1, 1) y termina en:

(x1,¥1) = (x0,¥0) + AtF(x, y0)

=(1,1)+0.25(1,-1) = (1.25,0.75)



En otras palabras, como At = 0.25, obtenemos (x4,y;) a partir
de (x, Y,) avanzando la cuarta parte del camino a lo largo del vector
de desplazamiento (1, - 1) (figura 18) .

Figura 18. Primer paso en el método de Euler para la solucién del sistema dado.

1+ (xq. yo)
gy

(124 ¥y2)

[~

-1+

Fuente. Elaborada por el autor.

El paso siguiente se determina calculando el campo vectorial en
(*1,¥1). Tenemos que F (1.25,0.75) = (0.75,-1.67) (con dos decimales).
Por lo tanto, nuestro préximo paso empieza en (1.25, 0.75) y finaliza
en (ver figura 18):

(x2,¥2) = (x1,y1) + AtF(xq1, y1)

= (1.25,0.75) + 0.25 (0.175, - 1.67) = (1.44, 0.33)

Siguiendo en este proceso se puede construir una tabla como
la siguiente, en donde se han efectuado los célculos para determinar
los diez primeros pasos.




Tabla 1. Tabla con los diez primeros pasos en el método de Euler.

| X, Y, m, n,

0 1 1 1 1

1 1.25 0.75 0.75 - 1.671875
2 1.4375 0.332031 0.32031 - 1.791580
3 1.520507 -0.115864 -0.115864 - 1.368501
4 1.4191542 - 0.457989 - 0.457989 - 0.930644
5 1.377045 - 0.690650 - 0.690650 -0.758048
6 1.204383 -0.880162 -0.880162 -0.807837
7 0.984342 -1.082121 - 1.082121 - 1.017965
8 0.713811 - 1.336613 - 1.336613 - 1.369384
9 0.379658 - 1.678958 - 1.678958 - 1.816611
10 - 0.040082 -2.133112

Fuente. Elaborada por el autor.

La tabla anterior ilustra los célculos necesarios para determinar
los diez primeros pasos del método de Euler y principia con la condicién
inicial (x,, y,) = (1, 1). Y con At = 0.25. La curva solucién aproximada
resultante se muestra en la siguiente figura.

Figura 19. Gréfica de la solucién aproximada dada por el método de Euler.

r
g

~+— X

-2

Fuente. Elaborada por el autor.



Si colocamos como salto de paso a At = 0.1, que es de un
tamano menos que el tomado anteriormente, se puede construir una
tabla mucho mayor mediante un programa de computadora (aun se
puede hacer en Excel) para obtener una grafica como la de la figura
20.

Si se quiere ver la gréfica de x (t) y, de y (t) de esta solucion
aproximada, debemos incluir en nuestra tabla anterior informacién
respecto a t.

Si suponemos que la condicion inicial es C(x,, y,) = (1, 1) que
corresponde al tiempo inicial t, = 0, luego podemos anadir a nuestra
tabla anterior una columna con los tiempos correspondientes, Asi
tenemos los tiempos correspondientes para construir las gréaficas de
X (1) y, dey (t).

Figura 20. Gréfica con el método de Euler y salto de paso més pequefio.

Fuente. Elaborada por el autor.
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Tabla 2. Tabla trazada con herramientas de Excel.

I t X, Y, m, n,

0 0 1 1 1 1

1 0.25 1.25 0.75 0.75 -1.671875
2 0.5 1.4375 0.332031 0.32031 - 1.791580
3 0.75 1.5620507 -0.115864 | -0.115864 - 1.368501
4 1 1.4191542 -0.457989 | -0.457989 - 0.930644
5 1.25 1.377045 -0.690650 | -0.690650 - 0.758048
6 1.5 1.204383 -0.880162 | -0.880162 - 0.807837
7 1.75 0.984342 -1.082121 -1.082121 - 1.017965
8 2.0 0.713811 -1.336613 | -1.336613 - 1.369384
9 2.25 0.379658 -1.678958 | -1.678958 -1.816611
10 25 0.040082 2.133112

Fuente. Elaborada por el autor.

Entonces tenemos en esta tabla la informacién para trazar la
grafica de x () y, de y (t) de soluciones aproximadas (ver la siguien-
te figura).

Figura 21. Figura trazada con herramientas de Excel.

1.5 ¢
....
. . tf.
1 . — -~ t
- 3 2
05 L] "] .'l.
} — ¢ _ -
i 2 2

Fuente. Elaborada por el autor.

Las siguientes figuras nos muestran las gréficas de la curva casi
cerrada en el plano de fase (el plano x - y) y las funciones x (t) v, y (t)
que son esencialmente periddicas.
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Figura 22. Gréficas reales de las soluciones del sistema.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Ejemplo 17. Complicaciones con una ecuacion no

autonoma:

Comparemos el ejercicio 14 con la ecuacion no auténoma.

x/+0.1x=0.5cos t.

Encuentre el sistema equivalente y una solucién numérica,
mediante el método de Euler si (x,, y,) = (1, 0).

Solucion:
El sistema de ecuaciones para dicha ecuacion es:

X=y

y'=-0.1x+ 0.5 cos t.

B =T0x olB1+los ot

Si recordamos el trabajo realizado en el capitulo 8, podriamos
dar una solucién analitica de esta ecuacion, pero con el computador
podemos dar unas soluciones cortas del sistema utilizando el método
de Euler, donde:
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X ,=x +0tx/(ty);y = yn +Aty/ (), con At =01y x (0) =1,y
(0) = 0 y tenemos la tabla 32

Tabla 3. Tabla construida para los diez primeros pasos del método de Euler.

| ti Xi yi X/ =mi y/=ni
0 0 1 0 0 0.4

1 0.1 1 0.04 0.04 0.3975
2 0.2 1.04 0.0798 0.0798 0.3896
3 0.3 1.0120 0.1187 0.1187 0.3765
4 04 1.023 0.1564 0.1564 0.9581
5 0.5 1.0395 0.1922 0.1922 0.3348
6 0.6 1.0587 0.2257 0.2257 0.3068
7 0.7 1.0813 0.2563 .0.2563 0.2743
8 0.8 1.1069 0.2838 0.2838 0.2377
9 0.9 1.1353 0.3075 0.3075 0.1973
10 1 1.1660 0.3273 0.3273 0.1535

Fuente. Elaborada por el autor.

Cuyas gréficas x -y, x (t) y, y (y) nos dan la siguiente figura.

2 El método de Euler es una hoja de célculo para todo sistema 2X2 de sistemas lineales
como se muestra en la tabla. Solo se necesita t, x, y, el salto del paso h y las férmulas explicitas para

la derivada de x y de .
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Figura 23. Gréficas x -y, x (1) y, y (y).

2 2
1 1
10 25 3
15¥20 L 5\/{{}3 20 Wss '
-1 =1

-2 3

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

Las graficas se muestran en la figura 23, y ellas son conocidas.
Sin embargo, este sistema visto en dos dimensiones del sistema de
ecuaciones diferenciales tiene otra importante grafica vista en tres
dimensiones 1, x, y como se muestra en la siguiente figura.

Figura 24. Gréfica de las soluciones vistas en tres dimensiones.

t

R,

<
> S

X

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Cada una de las gréficas del plano de la figura 23, se puede
ver como la proyeccién sobre los otros ejes de la figura en tres
dimensiones, la figura 24, asi por ejemplo si suprime el gje t, se puede
ver el retrato de fase en x - .
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1. Clasifigue las siguientes ecuaciones empleando los
términos autonomo, no autonomo, lineal, no lineal,
homogéneo, no homogéneo y de coeficientes constantes.
No intente resolver ninguna de estas ecuaciones.

a.x'=y+sent. b.x =y +sent

y/:x y/:xz
c.x=ycost dx =y

y/ = 6X y =x-x3
e. x/ = 2cosx -y f.x'=x-y

Y =x+y Yy =X+y

. Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales de
segundo orden, haciendo uso de los términos auténomo,
no auténomo, lineal, no lineal, homogéneo, no homogéneo
y de coeficientes constantes. No intente resolver ninguna
de estas ecuaciones.

X'=x/+ sent
XM= (x)2+ 1
X =-1 + et(x)?
X7+ g(x) X + x = 0 (ecuacion de Liénard)
. X/ = x = x3 (ecuacién de Duffing)
x// - x + x3 = cos t (ecuacidon de Duffing forzada)
X7+ @2 (1 -x?) x/ + x =0 (ecuacién de Van der Pol)
X7+t X+ (2 - n?) x = 0 (ecuaciéon de Bessel de orden n)

>Q S o o O T o



. Demuestre que todas las ecuaciones diferenciales
auténomas de segundo orden x/ = R(x, x/) se pueden
transformar en la ecuacién diferencial de primer orden
% = R(J;'y), al introducir el cambio de variable y = x/, y y/ =
%x/. Esta ecuacién proporciona las érbitas de x”/ = R(x, x/)

en el plano de fase.

. Demuestre que todas las ecuaciones diferenciales
de segundo orden de la forma x// = R(x, x/) se pueden
transformar a la ecuacion de primer orden % =R(t,y) al
introducir y = x/.

. Demuestre que la ecuacion diferencial a,(t)x” + a(t)
x' + ay(t)x = 0 (a,#0) puede escribirse como el sistema:

x/ =y.
gt @
7= a, a2y X

Al definir y = x//x.

. Convierta la ecuacion de Van der Pol x// + @2 (1 - x3) x/ +
x=0en:
a. El sistema de ecuaciones:

x/ = y.
y/ = —a*(1- x*)y —x
Al definir y = x/.
b. El sistema de ecuaciones:
1
x/ =y—a®(x- §x3).
y/=—x

1
Al definir y = x/ + a*(x - zx°).




7. Convierta la ecuacion de Liénard x/ + g(x) x' + X
= 0 en el sistema de ecuaciones:

X
x/ =y—f gw)du.
0
y/=-x
Al definir y = x/ + [ g(u)du.

8. Demuestre que el sistema:

x/ = y.
y/ = —senx
Eliminando la variable dependiente da origen a la ecuacién

diferencial de segundo orden x// + sen x = 0. Explique por
qué no es una ecuacion diferencial lineal.

9. Demuestre que cualquier sistema de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden de la forma:

{x/ =a (t)x+ b (t)y + f(t).
y/ =c®x+d®)y+g(t)

da origen a una ecuacion diferencial lineal de segundo

. A dx d
orden simple para x como funcién de t. (x/ = = /= d—i).

10. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales, encuentre la ecuacién diferencial
lineal de segundo grado equivalente:

a x/ =x—y b x/ =3x -2y
W/ =—x+2y \y/ =2x-2y
c x/ =5x—2y+3 d{x/=—2x+yy
(y/ =6x—2y W/ =2x—y-t

. x' =x—y x/ = —4x — 6y + 62t
“\y/ = —3x + 2y + cost ' y/ =x+y+3e?




11. El método de eliminacién usado en los ejercicios 10.
También funciona para las ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden que no estén en la forma dada por el
gjercicio 9. Encuentre una ecuacion diferencial de segundo
grado al eliminar unas de las variables dependientes en los
siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

x/+y/+y=0 x/ +y/ +2x = —et
"Bx/ +2y/ +x=7 2x/ —2y/ —y =0
. x/ —3y/ —4x = %t x +2x+y/ =et

2x/ —y/ -y =8 (2tx/ +3y/ +y=t-3
o tx/ + x + y/ = cost x/ + 2tx +y/ = sent
\2x/ —y/ —y = —2sent (2tx/ +2y/ +5y =0

12. La forma general de una ecuacion diferencial lineal de
segundo grado homogénea con coeficientes constantes es:

d’y  dy

az Pt =t

Escriba el sistema lineal de primer grado para esta
ecuacion y escribala en forma matricial.

13. Convierta la ecuacién de segundo orden:
d2
adlt A
dt?
En un sistema de primer orden usando v = dy/dt y

escribala.

14. Escribir cada sistema vectorial, como un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales.

a ¥ = [11; —21]5‘, c.% = [é _01]’? i [(1)]

o #/ =% 2 ]x+et[]




0
d.f/—001
-2 1 3

x+sent[]

15. En los siguientes sistemas verifique que las funciones
dadas los satisfacen; luego de una matriz fundamental
X(t) y la solucién general del sistema.

i1= [} Jao= [ 50 - [ 4]

e

= 4’ _1 - — 3t — 2t
o. %/ =[; %0 = [2“]’”(0 - [zeezt]

e # =1 Yeaw=[ 2" ] 50 =[]

d # =2 JJrao =[] v =[S,

16. Método numérico de Euler
Utilice el método numérico de Euler para cada uno de los
siguientes sistemas:
a. Ejemplo 18. b. Ejemplo 19. c. Ejemplo 20.
Escoja en cada caso, como condicién inicial el punto (1, 0)
y como salto del paso 0.1
Encontrando trayectorias. Si la ecuacion diferencial de

primer orden:
dy cx+dy

azax+by

Se puede resolver paray como una funcioén de x, la gréfica
de tal funcién es la trayectoria en el plano de fase para el
sistema:

x/ = ax + by
y/ =cx +dy



17.

De manera alternativa, se pueden obtener trayectorias

para resolver:
dx ax+ by

@zcx+dy

Para x como funcién de y use una o ambas técnicas para
determinar y chequear las trayectorias en el plano de fase para
los sistemas de los problemas 10y 11. Prediga como la velocidad
de un punto que viaja a lo largo de la trayectoria puede ser
afectada por la posicién del punto.

x!/ = x x/=y
/ _ 18. ,_ _
y' =Yy yi=—X

El Wronskiano. Para un sistema lineal nxn, %/ = A(t)%, si
%1, X5, ..., X, SON soluciones sobre el intervalo |y X (1), que es la
matriz cuyas columnas son los X; entonces el determinante de
X es llamado el Wronskiano de estas soluciones, y escribimos:

W= [??1,,7?2, "-'-fnl] = |X(t)|

Ya vimos que el Wronskiano de un conjunto de soluciones
de una ecuacién diferencial es idénticamente cero sobre [, O
nunca es cero sobre . Si el Wronskiano no es cero, las soluciones
forman un conjunto fundamental. En los problemas 25 al 30,
se dan las funciones soluciones de un sistema homogéneo.
Calcular su Wronskiano en su orden para decidir si ellos forman
un conjunto fundamental.

19, {e2 [ﬂ et[(l)” 20, {e? [ﬂ et [_23]}
4t 4t
1. (ot ][4} 22. {35 ] [0
t t
28| i bl R IS )



En los ejercicios 25 al 28 se da un sistema, una condicion inicial,
el salto del paso, y un entero n. También se proporciona el
campo de direcciones para cada sistema.

Calcule la solucién aproximada obtenida por el método de Euler
para el punto inicial dado, para el salto del paso dado, para los
n pasos pedidos.

Trace su solucién sobre el campo de direcciones, y asegurese de
que esta solucién sea coherente con el campo de direcciones.

(xO'yO) = (1! 1)
At = 0.25
n=28

Figura 25. Campo de direcciones.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Geogebra.



d_
26. 2

— = —sent
dt

(xOlyO) = (0! 2]
At = 0.25
n=10

Figura 26. Campo de direcciones.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

dx 2
Pyl e 4
dy_
==
(x0,70) = (1,1)
At = 0.25
n=>5

27. ) 6
—X +§ — Xy +T



Figura 27. Campo de direcciones.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

ax _ 2
28, w YtV
dy X,y y?
w - Tt T
(x0,¥0) = (1,1)
At = 0.25
n=>5

Figura 28. Campo de direcciones.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.



Para los ejercicios 29, 30 y 31 considere el sistema:

dx_ +3
ac T
dy

a - Y

29. Verifique que Y,= (e ‘sen(3t), e *cos (3t)) es una solucién del
sistema.

30. Compruebe que Y, =
(6_3(t_1)sen(3(t - 1), e 3 Deos (3t - 1))) es una solucion.

31. Esboce las curvas solucion Y, (t), Y, (t) en el plano de fase x - y.
¢Por qué Y, (1), Y, (t) no contradicen el teorema de unicidad?



Figura 29. Edward John Routh (1831-1907).

Fuente. Wikipedia.

Routh nacié el 20 de enero de 1831 en Quebec Canadé y murid el
7 de junio de 1907 en Londres, Inglaterra. Fue un matematico inglés
quien trabajé sobre la teoria matematica para la sistematizacién de la
mecanica, y creo varias ideas criticas para el desarrollo de la moderna
teoria del control.

Empezamos por las soluciones para el caso de un sistema
2X2, de la forma:

X =AX (26)



Donde A es una matriz constante. De lo que hemos aprendido
acerca de las soluciones de la ecuacion diferencial lineal:

ay/! + by’ +cy=0 (27)

Aunque el sistema es mas general, sabemos que existe una
conexién subyacente, entre el sistema y la ecuacion diferencial lineal
de segundo orden. Cuando la ecuaciéon es convertida a un sistema
equivalente, los valores propios de la matriz del sistema son las raices
de la ecuacién caracteristica para la ecuacion de segundo orden.
¢Coémo podemos hacer uso de este hecho? Sir, y r, son las raices
caracteristicas para la ecuacién (27), las soluciones son las bases
para construir e™ y e’z Necesitamos encontrar las correspondientes
bases para construir las soluciones para el sistema (26).

Comolas soluciones de (26) son vectores, entonces intentaremos
soluciones de la forma:

xX=eMy (28)
Sustituyendo (28) en (26) nos da:
ety = Aety
Esto es equivalente a:
eMAV — 2eM[-0
Factorizando se tiene:

e (A-2)T=0

At

Como ne™ nunca es cero, entonces se tiene que se deben

encontrar Ay  tal que:

(A-A)v=0 (28)




p () =[A-AI=0

Y esta es llamada: el polinomio caracteristico de A, ecuacién
caracteristica para los valores propios.

Para un escalar Ay un vector no cero v que satisface (28), son
ni mas ni menos que el valor propio y el vector propio de la matriz A.
Luego tenemos lo siguiente: Soluciones de sistemas de ecuaciones
2X2, homogéneas con coeficientes constantes.

Para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo
2x2 X! = A.X, donde A es una matriz de constantes que tiene valores
propios A; y A, con sus correspondientes vectores propios v y vy,
se tienen las soluciones:

elltv—lf y elthZ

Si A, # A,, estas dos soluciones son linealmente independientes
y forman una base para el espacio solucion. Entonces la solucién
general para constantes arbitrarias c, y c, es:

X(t) = ciettv] + cetty,  (29)

Si 14 = 4,, entonces existe un solo vector propio linealmente
independiente, tacticas adicionales se requieren para obtener una
base de dos vectores para el espacio solucion (en la siguiente unidad
veremos como se trabaja este caso).

Del estudio del algebra lineal y en particular de las matrices
y sus vectores y valores propios, sabemos que debemos esperar
diferentes resultados dependiendo de la naturaleza de ellos ;Son
ellos reales o no reales? Si son reales, jellos son distintos? En esta



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

seccion estudiaremos los casos que involucran valores propios reales
(primero distintos y luego repetidos). El caso no real, es decir raices
complejas, lo veremos en la seccidn siguiente.

Valores propios reales y distintos

Si una matriz A tiene dos valores propios reales. A, # 4,, con los
correspondientes vectores propios Uy, y U5, entonces vy y V2 son
linealmente independientes (ver en algebra lineal, el teorema de valores
propios distintos). Usaremos este hecho para mostrar que eMtyy y
e*2ty, son también linealmente independientes. En efecto si:

—

cehtvl v e, etety, =0

Entonces parat=0:

— =
C11T1+C2v2 = O,yCl = (= 0

Luego estas soluciones forman un conjunto fundamental de
soluciones.

Ejemplo 18. Valores propios con signos opuestos:

Encontrar la solucién general de:

X' =aX=|, 1] X,
Solucion:
Paso 1. El polinomio caracteristico de A es:
A _ _|1=2 1 | _2_ 5y _a_
p()=[A-M]=| . 1_/1|_/1 24-3=0

Paso 2: Por lo tanto:
2-22-3=A-3)(A+1) =0,




Lo anterior implica que:
Al =-1 yﬂ.z =3

Paso 3. Para encontrar los vectores propios resolvemos la
ecuacion (28).

Para 4; = —1.Tenemos que resolver la ecuacidon matricial:
@-CDihve= -~ 4 (—1)] [v,] =

La matriz aumentada del sistema homogéneo es:

1
2 110 . . 1 =10
[4 2 |O] la cual se puede llevar a la matriz reducida [0 (2)|0]
Luego se tiene V1 = —%vz,por lo tanto para s # 0:,

—

V1

s [_12] Paral; = —1

Para 1, = 3, tenemos que resolver:

(A—3I)v—2’=[1;3 1i3] z;]=ﬁ

La matriz aumentada del sistema es:

-2 110
[ 4 -2 |0] la cual se puede llevar a la matriz reducida:

b )
o 00
Luego, v, =3v,. Tomando v, = 2s, se tiene que v; =s, para
s# 0
— 1
Vy =S8 [2

Entonces la solucion general del sistema es:

] Paral, =3

X=cet [_12] + cye3t [;]
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Algunas muestras de las trayectorias sobre el plano de fase se
dan en la figura 30, con los vectores propios en negrilla.

Figura 30. Gréficas de algunas trayectorias del sistema dado.

1
¥ ?"[?]

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 19. Valores propios positivos:

Resolver el sistema:

X =aX=[" 2%

Solucion:
Primero calculamos los valores propios, mediante el polinomio
caracteristico:
2—1 2 2
=0oA°=54+4=0
1 3-a1700 *

Luego los valores propios son:

){1=4' ylzzl
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Y los correspondientes vectores propios son:
— 11— _T2
V1= [1]’”2 - [_1]
Por lo tanto, la soluciéon general esté dada por:
Y — a1 e 2
X =ce [1] + cye [_1]
Como se muestra en la siguiente figura, las trayectorias del
plano de fase se alejan de un equilibrio inestable al origen.

Figura 31. Gréficas de algunas trayectorias del sistema dado.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 20. Valores propios negativos:

Resolver el sistema con valor inicial:

X =aX=[7 LJx Xo=[j

Solucion:
Primero calculamos los valores propios, mediante el polinomio
caracteristico.
-2-2 1 _ 2 _
L =002 +4443=0
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Luego los dos valores propios son:
/11 =-1 yllz = -3

Los vectores propios correspondientes son:
L ] [1
V1= [1]'”2 - [—1]
Luego la solucién general del sistema es:
3 —t[1 - 1
— t 3t
X=rcse [1] + ce [_1]

Luego para los valores iniciales tenemos:

Xo=afj]+e5]=[ L) =[]
Construyendo la matriz aumentada, se tiene:
[1 _11 ﬁ] Reduciéndola se tiene: [é (1)|ﬂ

Por lo tanto ¢; = 2y ¢; = 1. Luego la solucién particular es:

Foneffeer () -

La figura 32 muestra algunas soluciones generales, que se
mueven hacia un equilibrio estable en el origen. La curva gris es la
solucién al problema con valor inicial.

Figura 32. Gréfica de la solucién particular al problema dado.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




Los sistemas dados en los ejemplos 17, 18 y 19, exhiben
diferentes retratos de fases, porque cada uno de ellos depende de varias
combinaciones de los signos de sus valores propios. Recapitulamos
las principales posibilidades de raices caracteristicas reales diferentes
que se mostraron en los ejemplos anteriores.

En el ejemplo 19, se tiene un equilibrio estable. Todas las
trayectorias tienden hacia el origen cuando t— oo, porque
ambos valores propios son negativos. Ademas, porque
e 3! decrece més rapidamente que e %, las soluciones que
no se encuentran en las lineas a lo largo de los vectores
propios se aproximan al origen asintético en la direcciéon de
la disminucién mas lenta.

En el ejemplo 18 se tiene un equilibrio inestable. Todas las
trayectorias tienden a oc cuando t— oo, porque ambos valores
propios son positivos. Pero en tiempo atrds, cuando t— — o
hacia el origen en un patréon similar al del ejemplo 19. La
Unica diferencia entre estos casos es un cambio de direccion
del flujo hacia fuera para el ejemplo 18, hacia adentro para el
gjemplo 19.

En ejemplo 17 (figura 30) es un equilibrio de silla. Con un
valor propio positivo y otro negativo, el comportamiento a
lo largo de los vectores propios es diferente. Hacia adentro
para el valor negativo y hacia afuera para el valor positivo.
Las trayectorias entre los sectores de estas direcciones hacia
adentro a lo largo del valor propio negativo, y hacia afuera a
lo largo de la direccion del valor propio positivo.

Mas adelante seguiremos hablando acerca de estos retratos de fase.



A menudo se usan computadores para trazar retratos de fase como
los de las figuras 18, 19y 20. Le resultara conveniente poder dibujar
trayectorias a mano. En el caso de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales, tenemos (podriamos haber observado) una
herramienta muy poderosa para esbozar retratos de fase: los valores
y vectores propios. A través de esta seccion veremos que todas
las trayectorias son «guiadas» por estos dones del dlgebra lineal. El
material de estos regalos del algebra lineal sera cubierto en detalle en
las proximas secciones, pero podemos usar los siguientes principios
para dibujar un retrato de fase.

Regla para trazar el plano de fase a partir de los valores y vec-
tores propios

Para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales auténo-
mo y homogéneo de dimensién dos.

- Las trayectorias se desplazan o se alejan del equilibrio, de
acuerdo con el signo de los valores propios (negativos o posi-
tivos, respectivamente) asociados con los vectores propios.

- A'lo largo de cada vector propio existe y, la Unica trayectoria
llamada una tractriz que separa las trayectorias que curvan
de una manera de las que curvan de otra manera.

- El equilibrio ocurre en el origen, y el retrato de fase es simé-
trico alrededor de este punto.

Para sistemas 2X2 con valores propios reales diferentes, hay
tres posibles combinaciones de signos para los valores propios, signos
opuestos, ambos positivos 0 ambos negativos. Cada posibilidad da un
tipo particular de equilibrio, como se mostrd en los ejemplos 17, 18 'y
19, y se resume al final con la figura 33.
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Do
[\

Figura 33. Tipos de equilibrio para los ejemplos 17, 18,y 19.

o /rap' [s]
Nﬁ)

fuente

5~

N/

/ lento

Silla

sumidero

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En adicion de las propiedades anteriores y a los principios
conocidos se da un rapido bosquejo del retrato de fase, como sigue:

Trazar los vectores propios con flechas de acuerdo con el
signo de los valores propios.

Todas las trayectorias deben seguir el campo vectorial.

El teorema de existencia y unicidad, nos dice que las
trayectorias en el plano de fase no pueden cortarse (las
trayectorias en el plano de fase puede parecer que se
encuentren en el punto de equilibrio, pero realmente nunca
lo consigue alli).

Ejemplo 21. Construyendo un campo vectorial:

Escribir el ejemplo 17 en forma de componentes de ecuaciones
diferenciales y trazar unos pocos elementos con las pendientes
determinadas por dichas ecuaciones.

Solucion:
Nuestro sistema matricial se convierte en:

¥/ =fly)=x+y

y/ =g, y)=4x+y



Y trazando (figura 34) unos pocos elementos de vectores con
pendientes como siguen:

En(1,0), x/ = 1,y/ =4, derecha 1, arriba 4.
En(l,1), x/ =2,y/ =5, derecha 1,arriba 5.
En(0,1), x/ =1,/ =1, derecha 1, arriba 1.
En(-1,0), x/ = —1,y/ = —4, izquierda 1, abajo 4.
En (0,0), x/ = 0,y/ =0, no se mueve.
El sistema esté en equilibrio en el origen.

Figura 34. Gréfica del sistema con un equilibrio en el origen.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Recordemos que si X es un vector en el plano entonces su velocidad
esta dada por:
2 R (dy)z

dt

Velocidad = || %|| = (%)




La «velocidad» a lo largo de una trayectoria en la direccion
de un vector propio depende de la magnitud (valor absoluto)
del valor propio asociado: «rapido» para el valor propio con
magnitud grande, o «pequeno» para el valor propio con
magnitud pequena.

Las trayectorias se hacen paralelas a los vectores propios
réapidos mas alejados del origen, y tangentes a los vectores
propios lentos, mas proximos al origen, esto en los casos de
fuente o sumidero, mas alla del origen de una silla de montar.

En la figura 33 se observan "répido" y "lento" correspondientesa
los flujos de los ejercicios 17, 18y 19.

Si la ecuacion caracteristica tiene una doble raiz, pueden existir dos
vectores propios linealmente independientes que pertenezcan a ella,
o puede haber solo uno. Si hay dos, no se necesita nada nuevo, pero
si no hay un segundo vector propio independiente, debe encontrarse
una solucién de forma diferente.

En el caso 2X2, espacio propio perteneciente a un valor propio
doble, puede tener dos dimensiones solo si la matriz es un mdultiplo
de la matriz idéntica (ver egjercicio). Vemos las consecuencias en el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 22. Valores propios repetidos:

Resolver el sistema:

x=ax= Jx

Solucion:
Observemos que la matriz A4, se puede escribir en la forma:

A=3.1
Luego A tiene un valor propio repetido:
M=21,=3
Y dos vectores linealmente independientes, los cuales son:
w1 = o] v =[]

La solucién general es:

%= cie’t [1] 4 e [0] = [ggji]

Todas las soluciones tienden a infinito cuando t— oo, y al origen
cuando t— —oc, como se muestra en la figura 35 (para valores propios
negativos, las direcciones se invierten) todas las trayectorias se
extienden a lo largo de la mitad de la linea que se extiende desde el
equilibrio inestable en el origen.

Observemos que el sistema dado se puede escribir como:

x{ = 3x;

xé = 3x,

C
Y es claro que x; = c;e3ty x, = ;€3 luego x2 = (f) x1 Este es
un ejemplo de un sistema desacoplado.
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Figura 35. Gréfica de un sistema desacoplado.

Solucion:
Primero calculamos los vectores propios para la motriz A, vy
encontramos que el valor propio es repetido, es decir:

2,1 = 2,2 = 4
Y entonces tenemos un Unico vector propio:
- |1
v= [_z]
Luego una solucién es:
— 1
X, =e*t [_2]

Pero un sistema 2X2 necesita otra solucién para formar una base
para el espacio solucién. Podemos ver esta necesidad si dibujamos un
retrato de fase rdpida (Gréaficas de soluciones del sistema dado) de

206



isdclinas y vectores para algunos puntos seleccionados, 0 usamos un
software de resolucidn de ecuaciones diferenciales mediante graficos
por una computadora, como se muestra en la figura 36.

Figura 36.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

El truco es muy similar al que usamos cuando resolvimos
ecuaciones de segundo orden con coeficientes constantes, cuando la
ecuacion caracteristica tiene raices repetidas. Si tratamos con:

x, = te*'y (31)

Sustituimos en la ecuacién inicial dada, y esta solucion
desaparece, como podemos demostrar.

Derivando Xz tenemos:
%), = eV + 4te*'
Y sabemos que AV = Av, luego:
AX, = Ate™V = eV = 4te*V

De la ecuacion diferencial #, = A%, se convierte en:
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eV + 4te*'V = te*' AV

La cual es verdadera Unicamente si ¥ =0, lo cual es una
contradiccion.

Una mejor conjetura para la segunda solucién (linealmente
independiente) a la ecuacién del sistema anterior del ejemplo
(22) es involucrar otro vector. El siguiente ejemplo introducird un
procedimiento util complementar la busqueda del segundo vector.

Ejemplo 23. Un vector propio timido: en la busqueda:

Buscar una segunda solucion para el ejemplo del ejercicio (22).

Solucion:

Todavia buscamos una segunda solucién a la ecuacion del ejemplo
(22). Ya que la ecuacion e*'v + 4te*'v = te*' Av contiene términos en
ambos lados, de la forma e*ty 4te*t, luego parece razonable anadir
a nuestro intento fallido al tomar (31) otro término que multiplica al
molestoso e*! por el nuevo vector . Asi que intentamos con

x; = te*'V + e*tu
Derivando, se tiene:
%), = T + 4teT + 4e*tii
y reemplazando en la ecuacion diferencial (30), se tiene:
etV + 4te™V + 4eMU = A(te™V + eM'U)

Igualando los coeficientes de te*t y e* tenemos 4% = Av y
U+ 4u=Au o

A-DB=0y(A—4Di=7 (3



Para resolver estas ecuaciones, para encontrar Uy7,
observemos que de la primera ecuacién se tiene a v, el vector propio
correspondiente al valor propio A = 4. Sabemos que ¥ = [ 12].

Este valor del vector @ lo podemos reemplazar en la segunda
ecuacion de (32) para encontrar u:

a-ani=2 =13

Luego ug + %uz = —%. Si hacemos ul=k, entonces u2=-2k - 1,

u= [_211(_ 1] - k[_lz] + [_01]

Entonces:

— 1 1 0
— 4t 4t 4t
X, = te [_2] + ke [_2] +e [_1]
Podemos suprimir el término de la mitad ya que este es un
multiplo de nuestra primera solucién para x4, luego la segunda
solucién es:
— 1 0 t
— 4t 4t — L4t
Xy =te [—2] te [—1] =e [—Zt - 1]
Se puede demostrar facilmente que estas dos soluciones son
linealmente independientes (se deja como ejercicio). La solucién
general es entonces:

X =cX; +6x; = cet [—2] +ce™ [—Zt - 1]

La figura 33 (ejemplo 22) muestra trayectorias tipicas en el
plano de fase para el sistema dado, el cual tiene un equilibrio inestable
en el origen. El valor propio positivo hace que todas las soluciones
tiendan a infinito a lo largo de una trayectoria que va paralela al
vector propio cuando t— . Cuando t— —.,, la solucién tiende hacia
el origen, asintdticamente a la linea x,= - 2x1 a lo largo de un dnico




vector. El vector propio generalizado u incluye una variable t, por lo
que no puede dibujarse como un segundo vector estable en el retrato
de fase.

Si un sistema lineal homogéneo 2x2 de ecuaciones diferenciales
de primer orden tiene un valor propio 4 repetido con un solo vector
propio, una segunda solucién linealmente independiente puede ser
creada como sigue:

Paso 1. Encuentre un vector propio ¥ correspondiente a A.

Paso 2. Encuentre un vector no cero U tal que:
(A-4hu=7
Paso 3. Entonces:
x(0) = ;%% + c e (v + 1)

El vector ¥ es llamado un vector propio generalizado de A
correspondiente a A.

En esta seccidon nos hemos concentrado en sistemas de ecuaciones
diferencialeslineales homogéneas en dos dimensiones con coeficientes
constantes. Muchos de los resultados pueden ser generalizados a
sistemas de n dimensiones como sigue.

Resolviendo ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de
dimension n con coeficientes constantes.
Para un sistema de dimensién n de ecuaciones diferenciales



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

lineales X/ = A.X, donde A es una matriz de constantes que
tiene valores propios 44,4,,...,4, con correspondientes vec-
tores propios V¢, V3, ..., U, ,Se tienen soluciones:

—

—_— —_—
eMty], etty,, ... etnty,

SiA; # Ajparatodai,jconi# j,estassolucionessonlinealmente
independientes y forman una base para el espacio solucién. Luego
la solucién general, para constantes arbitrarias €1, C2,...,¢n, € R, es:

x(t) = et + ¢ e?2ty, + ... +c, etly,
En el caso de valores propios repetidos (4; = A; para i # ))
requiere ya sean vectores propios independientes o vectores propios
generalizados.

Ejemplo 25. Valores propios repetidos en 3D:

Resolver el sistema:
x/ =3x+y—2z
y/ =x+3y—z
z/ =3x+3y—z

Solucion:
Este sistema en forma matricial es:
31 -1
X' =11 3 —-1|X
3 3 -1

La ecuacién caracteristica para la matriz A, es [(A — AI)| =0, es
decir 23 — 512 + 81 — 4 = 0, de donde se obtienen los valores propios:

/11 = l’y)lz =l3 =2



Y para obtener los vectores propios correspondientes,
resolvemos para 4; = 1, la ecuacién matricial:

(A-1Dv; =0

“f

De manera similar para 1, = 13 = 2, usamos el proceso para
valores propios repetidos, y obtenemos:

1 1
0 1

El valor propio doble tiene dos vectores propios linealmente
independientes. Como se ha encontrado un conjunto fundamental de
soluciones para el sistema de ecuaciones diferenciales, ast:

1 1 1
1 ’TZ’ — eZt -1 ’Kz eZt 0
3 0 1

Luego, la solucidon general para el sistema dado es:

De donde;:

x;=et

@ 1 1 1
x(t) =[x, ()| = cret [1| + ce?t | —1| + cze?t |0
N0 3 0 1

Algunas de las trayectorias se muestrean en la figura 37. En
dicha figura tridimensional se observa que todas las trayectorias
emanan de una vecindad infinitesimal del origen.
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Figura 37. Gréfica tridimensional de las trayectorias del sistema.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

El método para resolver sistemas con insuficientes vectores
propios, extendidos a lo visto de sistemas de dimensién 2%2 a
dimensién superior. Para valores propios de multiplicidad m, con
vectores propios menores que m, podemos encontrar un valor propio
v para otra solucién de la forma:

x(6) = eM (T + )




En los problemas 1 al 4 encuentre las soluciones constantes x (t) =K
para cada ecuacién de segundo grado y determine el comportamiento

como sigue:

l.  Reescribiendo la ecuacion como un sistema de dos ecuaciones
lineales de primer orden.

Il. Encuentre la solucién(es) de equilibrio del sistema equivalente
de primer orden.

Ill. Deduzca el comportamiento de las trayectorias cerca del
punto fijo cuando t— oo, por ejemplo, volando lejos del punto
fijo, orbitando lejos de él o acercandose a él.

IV. Describa el comportamiento fisico de las soluciones para la
ecuacion diferencial. Diga qué significa esto para un problema
masa resorte.

T.x7+x+x=0 2.x"-x+x=0

3.x+x=1 4 x4+ 2x/+ x =2

Haga coincidir cada sistema de los problemas del 5 al 8 con uno
de los campos vectoriales de la figura 38.

Figura 38. Campos vectoriales para los sistemas dados.
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Fuente. Elaborados por el autor con el programa Geogebra.



5. x =X 6. x/ =-X
y'=y y'=-y

7.X/ = [(1) —11]7 8.X/ = H —11]‘7

Valores propios reales diferentes. Encuentre la solucién
general para los problemas 9 al 22. Chequee los vectores
propios y trace unas pocas trayectorias tipicas.

sw-[F s ow-[f e
nx =[x X =2 CX
13X =2 % 14.%/ = [, 7%

5%/ =1 J]% 6%/ =3 3%
17.%/ =[5 2% 18X =% 2%
10X/ = [; 2% 20X =[> 7%
21.% = [} Ix 2.% = ° 3%

Valores propios repetidos. Encuentre las soluciones generales
para los problemas 23 y 24. Trace los vectores propios y algunas
trayectorias tipicas.

23.% = [, ¥ 24.% = 3 2%

Soluciones particulares. Resuelva los problemas con valor
inicial del 25 al 34.

25.% =2 )% XO=|

-3

26.% =1,




27.% = 2 % X0 =[]

28. X/ = :‘12 ﬂx’ X(0) = [_11
2% = [} % 0= [j]
30. X/ = _13 _ZZ]X X(0) = :‘61]
31.X/ = :_42 _12]2 X(0) = ﬂ
32.X/ = % 112])_(, X(0) = (1)
0= [} 7% 70 [}
4%/ = [} 2% X0 = [j]

35. Creando nuevos problemas

a. Encuentre una matriz 3X3 con valores propios de
multiplicidad dos, es decir 4; = A, que tienen solo un
vector propio y otro valor propio A3 # A4; con su vector
propio.

b.Encuentreunamatriz3X3conunvalorpropiode multiplicidad
tres y dos vectores linealmente independientes.

36. Teoria de valores propios repetidos. Suponga que:

Y/ — a bls

X [C d]x

a. Muestre que el sistema tiene un valor propio de multipli-
cidad dos si y solo si la condicién (a — b)? + 4bc = 0 se
satisface, y que el valor propio es %(a + d).



b. Muestre que si la condicion en a se satisface y a = d, el
espacio propio tiene que ser de dimension dos solo si la

matriz: 1 b
[c d]

es una matriz diagonal.

¢. Muestre que si la condicién a se satisface y a # d, los
. . 1 .
vectores propios pertenecientes a E(a + d) son linealmente

dependientes, es decir, que son multiplos escalar de:

[dz—ba

d. Muestre que la solucién general del sistema con valores

propios de multiplicidad dos y a # d es:
act [, 2 J e (e[ ]+ )

Donde A = (a + d)

37.Parala ecuacion (30) del ejercicio 22. Muestre los célculos
para los vectores en los puntos que usted elija. Confirme que
su resultado tenga las mismas caracteristicas que la figura
36. Luego chequee algunas trayectorias sobre su gréfica.

38. Vectores propios generalizados. Supongamos que de-
seamos extender el método descrito para encontrar un vec-
tor propio generalizado para encontrar dos (0 mas) vectores
propios generalizados. Examinemos el caso en el que el valor
propio A tiene multiplicidad 3 pero solo tiene un vector propio
7, linealmente independiente. Primero encontramos &y, por el
método descrito en esta seccidn. Luego encontramos un vec-

tor uy, tal que: escriba aqui la ecuacion
(A-ADW; = % 0, (A— AD%; = ¥




(Continuamos de esta manera para obtener v, uy. Uy, ..., U, para
r <m, donde m es la multiplicidad de Ay r es el nimero de
vectores propios «ausentes» para A4).

a. Muestre que:

X = ey

X = (% +uy) eM

1
X3 = (§t217+tu_{+u_z’)e’“

Son soluciones del sistema X/ = [2 Z] X, dado que AV = Ay, A
tiene multiplicidad 3y r = 2.

b. Muestre que los vectores X7.X2¥,X3 son linealmente
independientes.

c. Resuelva el sistema:
1 1 1

01 1
0 0 1

X/ = X

39. Un vector propio independiente. Considere

X/ = AX para:
0 0 1
A=[1 0 -3
0 1 3

a. Muestre que A tiene un valor propio 4 = 1 de multiplicidad 3 y
que todos los vectores propios son multiplos escalares de:

-

b. Use la parte a para encontrar soluciones del sistema de la
forma:

— t=

X1 =€ev



c. Encuentre una segunda solucién de la forma:
X, = (tv +u) et

donde el vector u esté bien determinado. Ayuda: encuentre u
que satisfaga (4 — ADU = V.

d. Use el resultado de la parte ¢ para encontrar la tercera
solucién del sistema de la forma:

—_— 1 — —> —_—
X3 = (Et2v+tu+w)et
Ayuda: encuentre w que satisface (A — Dw = u.

Soluciones en el espacio. Encontrar las soluciones
generales para los problemas 40y 41:

40.

-1 1 0
1 2 1
0 3 -1

41.X = X

Obtenga soluciones particulares para los problemas con valor
inicial 42 y 43.

(1 -1 o0 0
42.X=(0 -1 3|X X(0)=H
-1 1 0 1

[T ool 2
43.X=11 1 o]x X(0)=H
0 0 2

44, Muestre que las soluciones obtenidas en el ejemplo 23
son linealmente independientes.




45. Sistema Adjunto. El sistema lineal:

X =AX (33)

Tiene un sistema «asociado»:

W/ =—-ATW (34
Llamado el adjunto (tomando el negativo de la transposicion

dos veces devuelve la matriz original, por lo que cada sistema
es el adjunto de la otra):

. . . 3 0 1
a. Determine el sistema adjunto para X/ = [1 0] X

b. Establezca que para las soluciones X y W de los sistemas
adjuntos (33) y (34) se cumple que:

& @R) = WX+ WK/ =0

Es decir que WTX = constante. Ayuda: recuerde que
(A.B)t = BT.A".

c. Resuelva el problema con valor inicial para el sistema de la

parte a. si: ¥(0) = [(1)]

d. Resuelva el problema con valor inicial, del sistema adjunto de
la parte a y la condicidn inicial:

e. Para la condicién inicial en las partes c. y d., w! (0)%(0)
= 0. ;Qué puede concluir acerca de los caminos X(t) y
w (t) si ellos son trazados sobre el mismo sistema de
coordenadas?




46. Sistemas Cauchy Euler. El sistema t¥/ = 4%, donde A es
una matriz constante y t > O, es llamado un sistema Cauchy
Euler.

a. Muestre que el sistema Cauchy Euler tiene una solucién de la
forma ¥ = t*%, donde A es un valor propio de Ay ¥ es el vector
propio correspondiente.

b. Resuelva el sistema de Cauchy Euler:

t}/=[3 =72

5 _2]52, t>0




En la busqueda de soluciones del sistema 2X2 de sistemas de
ecuaciones diferenciales de la forma:

X' =4X (35

A% en la ecuacion anterior

y encontramos que podemos obtener un escalar y un vector no cero
V, tal que:

En la seccidn anterior, sustituimos x=e

(A-ADv=0 (36)

Donde el valor propio A es una solucién de la ecuacién
caracteristica:

A=A =0

Si la ecuacion cuadrética anterior tiene discriminante negativo,
las soluciones son nimeros complejos conjugados:

/11=a+iﬁy,/12=0(—i,3

Donde a'y 8 son nimeros reales y f # 0.

En el capitulo 8, donde estudiamos las ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden con coeficientes constantes discutimos
los valores propios complejos, pero no las consecuencias sobre
los vectores propios. El vector propio v; correspondiente al valor
propio 44, determinado por la ecuacién (35), la cual puede tener
componentes complejas.
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Tomando el complejo conjugado de:

(A- 4Dy =10
se tiene:
(A-2I)vi= (A-2;Dv;= 0

Luego v, = v,

Luego se ha demostrado que:

Valores y vectores propios complejos
Para una matriz real A, los valores propios no reales, vienen
en pares conjugados complejos:
M, A, =atif
Con ay B, nimeros reales y  # 0.
Los correspondientes vectores propios son también comple-
Jos conjugados por pares y pueden ser escritos:
V1,V =P tiq
Donde Py q son vectores reales.

Ejemplo 26. Valores propios complejos para una

matriz:
Encuentre los valores propios de la matriz:
_16 -1
4= [5 4 ]

Solucion:
La ecuacion caracteristica de la matriz estd dada por:

|[A—AIl =0
Luego:
|[§ _41]_1[(1) (1)]|=0,dedonde)12—101+29=0

223



Factorizando se tiene:
A, Ay =5412i
Con vectores propios:
v = [1—121']'3'72):%: [1j2i]
Alternativamente podemos escribir:
vy, vz = [ﬂ i [—02]
Donde:

Regresemos a la solucién del sistema de ecuaciones lineales (36), en
general para el caso de valores propios no reales. Para 41, 42 = a + i,
y los correspondientes vectores propios conjugados V1 y 5, podemos
escribir:

At

X = c,eMty] + ety

Sin embargo, para el andlisis del comportamiento cualitativo de
las trayectorias cuando los valores y vectores propios no son reales,
se tienen que escribir las soluciones en términos de los vectores
reales D y . q (las partes reales e imaginarias de ¥; respectivamente).

Para el valor propio 44 = a +if y su correspondiente vector
propio V1= P + iq una solucién se puede escribir en la forma:

X(t) = eMtyy = @Y B +ig).  (37)



Como se vio en el capitulo 8, podemos encontrar que las partes
real e imaginaria de la solucién compleja de la ecuacion anterior son
soluciones reales y linealmente independientes del sistema inicial.

Entonces para resolver un sistema como el dado inicialmente
(35) podemos seguir los siguientes pasos.

Paso 1. Supongamos que:

X(t) = Xpo () + Xy (8)

Es un vector solucién del sistema inicial (35), con Xj,, (t) # 0.
Entonces:

X(©) = Xpe () + iXpm (t) = AKX (8) + iAXpy (8) = AX(0)
Si en esta igualdad separamos la parte real y la parte imaginaria
de esta ecuacion, encontramos que:
Xpe(t) = AXge (£) Y X1pn(8) = AX iy (8)

Luego X—Re) (t)y Xm (t) son soluciones por separado de nuestra
ecuacion inicial (35).

Paso 2. Para la solucién compleja (37), podemos determinar las
partes real e imaginaria usando la férmula de Euler, ' = cos6 + isen6,
para escribir:

eMtp; e (cospt + isenft) ((P + iq))
=e%(cosPe.p — senft.q) + ie“t (senft.p + cospt.q)
Donde:
Xzo () = e (cospt.p — senft.q)y
Xim () = e (senBt. B + cospt.q)




Paso 3.

Como Xge (t), y Xpm (t) son soluciones linealmente indepen-
dientes y solamente necesitamos dos (por el teorema del espacio so-
lucién) entonces la solucién general esta dada por:

X(t) = c1Xge (£) + ¢ Xpm ()

para constantes arbitrarias c, y c,. Cualquier solucion derivada
de 4, y W, serd una combinacién lineal de las soluciones ya
determinadas a partir de 4, y V5.

Con todo lo anterior, ya tenemos una estrategia completa para
resolver la ecuacién (35). En resumen:

Solucionando un sistema de dimensién dos de ecuacio-
nes diferenciales lineales de la forma X/ = A.X con valo-
res propios no reales 44, A; = a i

Paso 1. Para un valor propio A4, encontrar su vector propio
correspondiente 7. El segundo valor propio 4, y su vector
propio correspondiente ¥z son complejos conjugados del pri-
mero. Los vectores propios son de la forma vy, v,= P + iq.
Paso 2. Construir las partes linealmente independientes real Xz,
y imaginaria X, de la solucién como sigue:

Xy () = e (cospt. B —senft.q)  (38)
Xim (t) = e (senft. B + cospt.q)

Paso 3. La solucién general es:
X(t) = c1Xpe () + o Xim (1) (39)

Las férmulas (38) y (39) son méas complicadas que cuando las
soluciones del sistema tienen vectores proplos porque cada unade las
soluciones linealmente independientes XRe( 1)y le (t) no involucra
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uno sino dos vectores. Afortunadamente, ellas son los mismos dos
vectores en cada caso, por lo que la solucién general todavia implica
solo dos vectores, Py q.

Primero daremos ejemplos de los comportamientos tipicos de las
trayectorias para los sistemas con valores propios no reales; a lo cual
le siguen interesantes trayectorias y formulas.

Ejemplo 27. Valores complejos para un sistema de

ecuaciones diferenciales lineales:

Resolver el sistema:
=/ _[6 -1 3
X [5 4].x
Solucion:

Recordemos el ejemplo 25 donde los valores propios de A son
M, A, =51 20,y el vector propio correspondiente a A; = 5 + 2ies:

sifi [

Luego por (38) un conjunto fundamental de soluciones para el
sistema dado es:

E’(t) = e5t cos(2t) [ﬂ — eStsen(2t) [_02] =e® [cos(ZtC)O-Sl-(é?en(Zt)]

sen (2t)

X, () = e5t sen(2t) [ﬂ + e>tcos(2t) [_02] = et sen(2t) — 2c0s(2¢)

La solucién general del sistema dado es:

X(t) = 1 Xpe (8) + X1 () = €2 (C : [ cos(2t) , [ sen (2t) )

cos(2t) + 2sen(2t) e sen(2t) — 2cos(2t)

Donde c, y ¢, son constantes reales arbitrarias.
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Como a = 5 > 0, entonces todas las trayectorias son espirales
que salen hacia afuera infinito cuando t— co. Algunas trayectorias
tipicas son mostradas en la figura 39 (trayectorias en sentido contrario
se tienen cuando t— — og, en este caso la espiral tiende al origen).

Figura 39. Algunas trayectorias tipicas del sistema dado.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 28. Espirales inversas:

Resolver el sistema:
X' =aX=[", _|x
Solucion:

Resolvemos la ecuacion caracteristica |A — AI| = 0 y obtenemos los
valores propios:

De donde se tiene que @ = —1y B = 2. Para determinar los

vectores propios correspondientes, escribimos el sistema (36) para
1-2i 1 — =
-5 —2+1—2i]" =0



Y encontramos que:
vy = [—1121'] - [—11]”[3] =p+ig

De las ecuaciones (38), se tiene que:

Xpe (£) = et cos(2t) [_11] — e~tsen(20) [g] = et [_ o (tho)sgz?sen 2ol
- 2
Xim (0= et sen2) | |+ eteosen [)) = e [, o015 ]

De donde la solucién general del sistema para constantes
arbitrarias c, y c, es:

cos(2t) , [ sen (2t) D

X() = crXpe () + X (6) = €™ <C1 [— cos(2t) — 2sen(2t) te —sen(2t) + 2cos(2t)

Como a = —1 < 0, las trayectorias en el plano de fase son espi-
rales que van hacia el origen cuando t— oo (y salen del origen cuando
t— — o). Algunas trayectorias se muestran en la siguiente figura.

Figura 40. Algunas trayectorias para el sistema dado.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 29. Imaginarios puros:

Resolver el sistema:

X =aXx=[} 3%

Solucion:
Los valores propios son imaginarios puros (es decir a = (), ya que la
ecuacion caracteristica de la matriz A es:
a-an=[*4 70 ]=0
Lo cual implica A2 + 9 = 0. Entonces se tiene que:
2,=3i=0+4+3i. yAl=-3i=0-3i
Con vectores propios:
Vi, Vg = [4;3i] - [i] ii[—os] =P tiq
Por las ecuaciones (36) encontramos:

Xrne (£) = cos(3t) [i] — sen(3t) [_03] Y Xy (£) = sen(3t) [Z] + cos(3¢t) [_03]

La solucién general para el sistema dado es, para constantes
arbitrarias c, y c,.

X(t) = 1 Xge () + ¢ Xpm () = ( Scos(3t) Ssen (3t) )

“ [4 cos(3t) + 3sen(3t) T 4sen(3t) — 3cos(3t)
En este caso no existe un factor exponencial de crecimiento o
decrecimiento, ya que a@ = (. Las trayectorias son curvas cerradas que
encierran el origen. Algunas curvas tipicas son trazadas en la gréfica
41. Tales soluciones son periddicas, repiten su movimiento después de
regresar a su punto de origen trazando una 6érbita cerrada. Podemos
reconocer la direccion de la flecha para las trayectorias tomando

puntos x, y x, de interés y calculando x{ y xé.



Figura 41.

Gréficas de algunas soluciones periédicas.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Los sistemas de los ejemplos 26 al 28 exhiben diferentes tipos de
diagramas de fase, ya que ellos tienen diferentes tipos de valores
propios no reales.

En el ejemplo 26 (figura 39) se tiene un equilibrio inestable.
Las trayectorias son en espiral hacia fuera desde el origen,
creciendo sin limite, porque a > 0.

En el ejemplo 27 (figura 40) se tiene un equilibrio
asintéticamente estable. Las trayectorias se dirigen en espiral
hacia el origen, decayendo a cero, porque a < 0. Técnicamente
nunca alcanzan a cero (debido a la singularidad, el origen
es una solucién separada, de punto fijo), pero cada vez se
acercan mas.

En el ejemplo 28 (figura 41) es estable. Las trayectorias son
bucles cerrados y representan el movimiento periddico. En
contraste con el ejemplo 27, el equilibrio en el origen no atrae
soluciones cercanas, pero tampoco las rechaza, por lo que
lo llamamos estable, pero no asintéticamente estable. Esto
ocurre siempre que a = 0.
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Bosquejo de los retratos de fase

Si los valores propios no son reales, debemos esperar retratos de
fase en espiral. Pero debido a que los vectores propios son también
no reales, no aparecen en el plano de fase. Sin embargo, los esbozos
réapidos se pueden hacer facilmente usando nuclinares, los cuales
resumimos a continuacion.

Nuclinares para sistemas de ecuaciones diferenciales

Para un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

x/ = f(xy)

y' = g(xy)

- La v - nuclinar es el conjunto con pendiente vertical, la cual
ocurre sobre la curva obtenida al resolver x/ = f(x,y)= 0.
- La h - nuclinar es el conjunto de todos los puntos con pen-
diente horizontal, la cual ocurre sobre la curva obtenida al
resolver y/ = g(x,y) = 0.

Cuando una h - nuclinar y una v - nuclinar se intersectan, un
punto de equilibrio o punto fijo ocurre.

La adicién de unos pocos vectores de direccion al bosquejo de
las nuclinares en puntos clave, es suficiente para mostrar el compor-
tamiento general de la trayectoria para el sistema lineal de ecuaciones
diferenciales lineales.

Ejemplo 30. Bosquejo rapido:

Hacer un bosquejo rapido del sistema del ejemplo 26, es decir del
sistema:

X =2 Y%



Solucion:
Tenemos que las ecuaciones diferenciales son:

x/ =6x—y
y/ = 5x + 4y

Entonces tenemos que las v - nuclinares estan sobre y = 6x y las
, , 5
h - nuclinares estan sobre y = - x

Las nuclinares nos dan una indicacion del flujo de la trayectoria.
La direccidn de la circulaciéon puede ser determinada chequeando las
direcciones de los vectores tangentes a las trayectorias en puntos
convenientes. Asi por ejemplo, como se muestra en la figura 42.

Figura 42. Gréfica de las nuclinares del sistema dado.

.\ 4 :

~ & I wnullcling

hnulickine "y, 4 I
-
w2

i —
_.j' %
6 )T:
-

[ N

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

En (0, 4) % = 6(0) — 1(4) = —4 (a la izquierda)
% =5(0) + 4(4) = 16 (hacia arriba)
En (4, -5) ‘;_’; = 6(4) — 1(=5) = 29 (a la derecha)

% =5(4) + 4(-5) = 0 (no tiene movimiento vertical)




Si tomamos algunas libertades y reescribimos las férmulas de solucién
(38) para X—R; (t)y X;m (t) de una forma que n es facil de interpretar y
recordar, tenemos lo siguiente.

Para X/ = A.X con valores propios no reales A;, 1, = a if y
vectores propios vy,v, = P + iq , organizamos las componentes de
las soluciones como:

] N L

.y cospt —senpt .,
Donde e®t da la expansion, [ B B ]da la rotacion, E]
o senfit  cosft q
da la inclinacién y la forma.

Cada uno de los factores de (40) tiene un significado particular:
a. El primer factor e%¢, determina una expansién o contraccion.

Si a > 0, las trayectorias son en espiral hacia fuera desde el
origen, representando soluciones que creceninfinitamente.
Si a <0, las trayectorias son en espiral hacia dentro, hacia el
origen, representando soluciones que decaen a cero.
Sia =0, las trayectorias son curvas cerradas, representando
soluciones periddicas.
b. El segundo factor es la familiar matriz de rotacién. El angulo
de rotacién Bt es siempre creciente cuando t es creciente,
también las trayectorias en espiral alrededor del origen en
sentido contrario para 8 > 0.

3 En la ecuacion (40) los elementos de la primera y Ultima matriz son vectores con nimeros
reales.
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c. El tercer factor, que contiene a P, y a q, determina la
inclinaciéon y la forma de las trayectorias elipticas que
resultan cuando a = 0.

Entonces, los valores propios (a + i) controlan la expansion y
rotacién, mientras que los vectores propios (p + iq) determinan la
inclinacién y la forma de las trayectorias espirales. Algunos ejercicios
mas adelante nos permitiran explorar mas en detalles estas relaciones.

Ejemplo 31. Interpretacion:

En el ejemplo (26) con las soluciones generales dadas, hacer un
andlisis de dicha solucion.

Solucion:

En esta solucién tenemos que @ =5, y la expansién de trayectorias
con giro en sentido contrario a las agujas del reloj y alguna asimetria,
debido al hecho de que P y g no son perpendiculares.

Si trazamos las ecuaciones paramétricas, sin el factor de
expansion e°t, cada trayectoria se convierte en una elipse, inclinada y
estirada, como la figura 43(a).

Luego la figura 43(b) nos muestra varias trayectorias de la
soluciéon completa de la ecuacion dada, alli se ve como la rotacion y
los factores elipticos afectan la expansién de las trayectorias.
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Figura 43. Gréficas de las soluciones completas del sistema dado.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Ecuaciones de segundo orden versus sistemas
lineales dos por dos

Vimos en el capitulo 8 cémo resolver la ecuacion diferencial lineal de
segundo orden con coeficientes constantes:

ax!! + bx/ +cx =0 (41)

En el caso en que las raices de la ecuacion caracteristica ar’ + b
r + ¢ = 0 no fueran reales, las soluciones son de la forma a + if. En-
contramos que e*fcosft y e*tsenft forman un conjunto fundamental
de soluciones para esta ecuacién diferencial.

Podemos ver ahora que la ecuacion (41) se puede convertir
en un sistema 2X2 de ecuaciones diferenciales de primer grado,
haciendo x, =y y x, = y/. En este caso:
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El sistema toma la forma:

- 0 1
X/=A.XDondeA=[ c _E] (43)

a a

La ecuacién caracteristica de la matriz A es aA?> + bA+c¢ = 0.
Resolviendo (43) para:

=
X® = [xi(t)

nos da la solucién y (t) = x,(t) de (41), y y /(t) estéd dada por
X, (t). Vamos a confirmar este hecho con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 32. Haciendo la conexion:

Analizar la ecuacion diferencial:

Y+ 2y + 5y=0

Como una ecuacioén diferencial de segundo orden y como un
sistema de ecuaciones lineales.

Solucion:

Aplicando lo visto en el capitulo 8, tenemos que esta ecuaciéon
corresponde a un oscilador armoénico forzado. Su ecuacién
caracteristica es:

r’+2r+5=0

El discriminante, A = 22 — 4(5) = —16. Entonces encontramos
que las raices caracteristicas son r,, r, = - 1+2i, y entonces la solucion
general estd dada por:

Y (t) = e (¢ cos 2t + c,sen2t) (44)
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o

Ahora el sistema correspondiente a dicha ecuacién seria por (15):
v/ _ 0 11=
X [_5 _2] X
el cual, el mismo sistema del ejemplo (26), con solucion general:

x1(0)] _ cos(2t) sen (2t)
[x;(t) = e (C1 [cos(Zt) + 2sen(2t) €2 [sen(Zt) - 2cos(2t)])

La primera componente x4(t) es la misma que la ecuacién
(44) para la solucién de la ecuacion diferencial de segundo grado, y
podemos calcular de (44) que:
y/(t) =- e t(cicos 2t + cysent) + et (—2c¢ sen2t + 2c,c0s2t)
= e t(—=c; + 2¢y)cos2t + (—2¢; — ¢;)sent]

Expresiéon que corresponde a la segunda componente x5 (t).
Tenemos la conexién completa.

Ejemplo 33. Haciendo la conexion con raices reales

diferentes:

Encontrar la solucién general de:
X/ +7x+12x=0

Solucion:

Como vimos en el ejemplo anterior, podemos resolver la ecuacion
utilizando nuestro método del capitulo 8, utilizando la ecuacién
caracteristicar, + 7r + 12 = 0, la cual tiene como raicesr, =-3,yr,
= -4, luego la solucidn general es la combinacién de las dos funciones
exponenciales simples:

X (t)=cre ™ + e3¢ (45)



Vemos que podemos obtener la misma respuesta utilizando los
valores y vectores propios para el sistema lineal correspondiente.
Primero, como ya vimos, convertimos la ecuacién de segundo grado
en un sistema equivalente haciendo y = % y por lo tanto % = %,
esto es:

Y
dy

& 12 —7
T x=7y

d?c’:[o 3

& o1 —7|X=AR

Encontramos los valores propios para la matriz A, es decir:
[A—AM|=2471+12= (A1+4)(1+3)=0

Estos son los mismos que los de la ecuacién caracteristica,
y vemos estos dos valores propios 4 = —4, =3 Existen diferentes
vectores propios correspondientes a cada valor propio.

Para A = —4, usamos el sistema homogéneo:
[—_1/12 —71— ,1] [ﬂ - [g]

4x+y=0
-12x-3y=0

Estas dos ecuaciones son las mismas, por lo cual tienen los
mismos resultados.

Por lo tanto:

Y =-4x




Luego si x = 1, se tiene que y = -4, y el vector propio para
A= —desx(t)=] 1 [e
—4

De manera similar para 1 = —3, tenemos el sistema de ecuacio-
nes lineales:

3x+y=0
-12x -4y =0
Estas dos ecuaciones dan el mismo resultado, luego tomamos
una sola ecuacion:
Y=-3x
Si tomamos x = 1, tenemos que para el valor propio A = —3 se
tiene el vector propio [_13] Esto significa que el sistema de ecuaciones

diferenciales tiene la siguiente solucidn elemental correspondiente al
vector propio A =- 3; x (t)= [_13] e 3t

Luego la solucién general es la combinacion lineal de las dos
soluciones elementales correspondientes a cada valor propio, es decir:

x(t) = [;] = [_14] e~ + ¢, [_13] e~3t (46

3t que es la

4t _ 3cze—3t

La igualdad (46) nos da que x(t) = cie™* 4+ ce”
misma obtenida en (45). También obtenemos y(t) = -4¢.e™
, lo cual en este caso es lo mismo que y = %



Encuentre las soluciones generales para los problemas 1 al 12 y haga
un bosquejo del retrato de fase de las nuclinares y el campo vectorial
(se puede utilizar un programa de computacion).

ax _ 10 1]- a‘ _ [-1 27-
]-E_[_1 o]“ 2.7~ —3]x
JElL s aE-f o
s 5= [0, 1) o= [; 3
-l Js 3= [i Sl
9§= HE 0g=[5

[23 ] 2-§= [—22 _42]4

Soluciones particulares. Resuelva los PVI del 13 al 16.

el w0l
wE- s w0l
15-a_f= j —21]} 2(0)=[ﬂ
ez=[; S zo=[]

17.Condiciones noreales. Supéngase que A es una matriz
2X2 con valores propios no reales A = a £ fi.
a. Muestre que uno de los elementos de la no diagonal,

pero no

ambos, tiene que ser negativo para que el valor

propio no sea real.



b. Muestre que los valores propios son imaginarios puros
(@ = 0) siy solo sitraza(A) =0y |A| > 0.

18. Direcciones de la rotacién. Muestre que para X/ = A. X ,
con valores propios no reales de:

A= [a b
c d
la rotacién a lo largo de las trayectorias se determina de la
siguiente manera:
- Si b es negativo, la rotacién es en sentido contrario de
las agujas del reloj.
- Si ¢ es negativo, la rotacién es en el mismo sentido de

las agujas del reloj.
Ayuda: ver el problema 17(a).

19. Complejidades de vectores propios complejos. Las
trayectorias elipticas en el plano de fase ocurren en una
matriz 2X2 de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales con valores propios imaginarios puros, que se
tienen cuando traza (A) = O y |4| > 0. Entonces, para
A= 1pi

A=[* Plypr=1a

c —a
a. Muestre que:

B P N A

Donde p = [_ab] y q= [_Oﬁ] es un vector propio para
A= pi

b. Recordemos que un multiplo escalar de v es también
un vector propio. Sin embargo, si el multiplo escalar es
también complejo, el resultado esta lejos de ser obviamen-
te «el mismon.



Multiplicando el vector v en a. por el escalar complejo
1 .
- (oe + Bi) nos da un nuevo vector:

v =z(atp) =7 ="

Muestre que ¥° Es también un vector propio para A; = Bi.
c. Explique cémo escribir:

7= a2+ [ )

v=p'+tq =|_¢ 0l
dadas las partes real e imaginaria ?y?‘) para el vector

propio complejo que es completamente diferente de las
partes real e imaginaria P y q para v.

20. Forma e inclinacion eliptica. Para un sistema lineal
de ecuaciones diferenciales lineales 2x2:
X =* "%
cC —a

Con valores propios imaginarios puros 44,4, = i vy
vectores propios complejos de la forma particular dado
en el problema 19(a):

_b]

—_— — _
V1,V = i

Podemos hacer una combinacion rapida de las trayectorias
elipticas de la siguiente manera.

a. Todas las trayectorias elipticas son concéntricas vy
similares, asi que podemos obtener toda la informacién
clave de una sola. Tenemos de la ecuacion (39):

X(t) = &1 Xre (8) + 2Xpm (1)
Escogiendo la solucién particular donde ¢, = 1, ¢, = 0,
reducimos la solucion a la ecuacion singular (38):

Xz (t) = (cospt. B — senBt.q).



Calcular Y(t) = )E’ @)y Y/(t), luego hacer las partes by
c del gjercicio 19.

b. Muestre que parat = 0:
Y(O) = p da una condicién inicial, con
X/(0) = —Bq la velocidad inicial, como una tangente
vertical apuntando hacia arriba.
Muestre también que para fft = m:
Y(H/ﬁ) = —p daotro punto sobre la misma trayectoria
eliptica, con
X/(n/B) = Bq como velocidad apuntando hacia
arriba.
Luego muestre que para ft = m/2:
Y(n/Zﬁ) = —q estd sobre la misma elipse, con
Y/(n/ZB) = —BP como la velocidad, antiparalela a p.
Y que para it = 3m/2:
Y(3n/23) = ¢ estd también sobre la misma elipse,
con

7‘(Bt =) = Bp como la velocidad, paralela a p.

Por lo tanto, los cuatro vectores +p y +q con sus vec-
tores tangentes, definen un paralelogramo en el que la
elipse debe encajar. Un ejemplo se muestra en la figura
36. Otros ejemplos son dados en los puntos 21 al 24 (vea
la nota de precaucion para los problemas 21-29 para una
discusion del parametro St):

— [ 5 — —

/ =
X 145 -5 X



Figura 44. Gréfica del paralelograma formado por los vectores tangentes al sistema.

-fd

P Br=00r 2w

wal L

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Para un 2x2 sistema lineal de ecuaciones diferenciales X/ = A.X
con valores propios no reales, las partes real e imaginaria de los
vectores propios +p y 14, junto con los vectores de velocidad de
los vectores propios apropiados para sus puntos finales, determinan
la forma y la inclinacién de una trayectoria eliptica. Para nuestro
ejemplo, se toma B = 2, se ha dibujado los vectores de velocidad a
escala media.

Para los ejercicios 21 al 24:

a. Encuentre y grafique las partes real e imaginaria de los
vectores P y ¢, como se encontraron en el ejercicio
19(a).

b. Anada los vectores de velocidad apropiados al final de
cada uno (vea el problema 20) y dibuje la trayectoria
eliptica que pasa a través de estos cuatro puntos.

C. Compare su boceto con un retrato de fase mediante un
programa grafico, a través de una computadora para
resolver el sistema de ecuaciones diferenciales y explique
cualquier discrepancia.



21.;?/:[‘5‘ j X 22.)?/:[‘51 ‘11].;2

23. %/ =[} _J] % 24. %/ =) 1]

25. Inclinaciéon con precision. Para un sistema como
el descrito en el problema 20, tenemos la condicién en
la que, en los extremos de los ejes mayor y menor de
una trayectoria eliptica, el vector de velocidad debe ser
ortogonal al vector de posicién. Es decir, debemos tener:

X©®.. X/'()=0
Usando la ecuacion del problema 20(a), mostrar que la
condicién anterior se satisface cuando:

2p.q
p lgl? =PIl D

En los problemas 26 al 29 expligue cémo se aplica este
principio a estos ejercicios.

Ejes para las elipses. Para los problemas 26 al 29.

Usar la ecuacién (47) para los problemas del problema
25, para encontrar los valores de Bt* para los cuales se
satisface (19).

Sustituir (uno a la vez) cada valor de St* encontrado en
la parte a, en las soluciones encontradas en al problema
20(a), para calcular los extremos de los ejes mayor vy
menor de la trayectoria eliptica, para el sistema especifico
de ecuaciones diferenciales lineales.

Utilice unretrato de fase de por medio de una computadora,
para resolver graficamente el sistema de ecuaciones
diferenciales y confirmar sus resultados. Discutir cualquier
discrepancia.

Observacion. Este es un problema en coordenadas, no
en angulos. La cantidad St es un parametro en la base



descritapor P ,q y definitivamente no es un angulo en el
plano de fase. Ver por ejemplo la figura 33, la cual muestra
claramente este hecho: los cuatro puntos de la trayectoria
se muestran separados por incrementos de Bt =m/2,
pero los angulos representados estan lejos de ser iguales.
A lo largo de la trayectoria eliptica, la velocidad angular
en el plano x - y para el angulo theta con el eje x no es
constante.

26.%/=[¢ 2] % 27.% = ] A
28. %/ =[} ]| % 20.%/ ="} 1] A

30. Un sistema 3X%3. Resolver el sistema:

~ -1 0 0] _
X=|lo o 2/.x
0 -2 0

Como sigue:

a. Muestre que los valores propios de A son:
Al = _1,}12 = Zl,y/’lg = =2i

b. Use un vector propio para A, para obtener una solucién:

1
xi=et|o
0

0 0 0
c. Muestre que: 1] =|1|+i]|0
i 0 1

es un vector propio perteneciente a 4,. Obtenemos dos solu-

ciones mas:
0
X, = [ cos2t
—sen2t

0
y X3 = |sen2t
cos2t



d. Escriba la solucién general y obtenga sus componentes en la

forma:
t

X = Cle_
Y = cc082t + c3sen2t
Z = c3c082t — c,sen2t
e. Escriba la solucién particular del problema con valor inicial:

B 1
X(0) = H
1

en la forma de la parte d.

f. Discuta la geometria de la curva solucién dada en la parte e,
de acuerdo con sus ecuaciones paramétricas. La curva es una
hélice.

Soluciones triples. Resolver los sistemas 3x3 dados en los
problemas 31 al 34.

1 0 —1] 0 1 0
31.X=lo 2 o].X 32.X=lo o 1|.X

1 0 1] -1 0 0

1 0 0] -3 1 -2
33.X/ =2 1 —-2|.X 34.X/ =0 -1 -1[.X

3 2 1] (2 0 o0

- Problemas con valor inicial de orden tres. Resolver los
problemas con valor inicial 35 y 36.

3 0 -1 B [ —5
35.X/ =0 -3 -1[.X X(0) = 13]
0 2 -1l |26
0 1 0] 0
36.X/ =[-1 0 —1[.X X(0) = 1]
(0 1 o0 1




37. La cuestiéon de la independencia. Muestre que la
parte real e imaginaria Xge y Xm de las soluciones de (39)
son linealmente independientes.

38. Sistema con matriz antisimétrica. Recordemos que
la matriz antisimétrica se define como una matriz A que
cumple la condicién A=- AT, Soluciones deX/ = A.X,donde
A es una matriz antisimétrica tienen longitud constante
para todo t. Encuentre explicitamente la férmula para
las soluciones del sistema:

X/ = —Ok lg]i k es real,

y verifique que su longitud es constante.




Figura 45. David Hilbert (1860-1943).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca Virtual de la Universidad EAN).

Hilbert nacié en Wehlan, actual Alemania, en 1860, y murié en Gotinga,
Alemania en 1943. Fue el matematico aleman mejor conocido a
finales del siglo XIX y principios del siglo XX. Su padre era juez, y
fue destinado al poco de su nacimiento a Konigsberg, donde David
recibié su educacion, y en cuya universidad inicié los estudios de
matematicas. Estudié también en las universidades de Heidelberg y
Berlin, asistiendo en esta Ultima a los cursos de Weierstrass, Helmholtz
y Kronecker. Una conjetura acerca de sistemas planos con funciones
de tasa de cambio cuadréticas, es que tienen no méas de cuatro ciclos
limites o un numero infinitos de ellos. El matematico chino Shi Song Li
encontré en 1970 un sistema de cuatro ciclos. El matemaético ruso N. N.
llyaschenko recientemente resolvié parte de la conjetura al demostrar
que cualquier sistema de este tipo tiene un ndmero finito de ciclos; no
se sabe mucho més al respecto. David Hilbert formulé esta pregunta



sobre el nimero y la colocacién de ciclos como la #16, en su famosa
lista de 23 problemas al Congreso Internacional de Matematicos en
Paris (1900). La mayor parte de los problemas de Hilbert han sido
resueltos, pero no el #16.




Caracterizaremos la estabilidad e inestabilidad de las soluciones
de equilibrio de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.
Clasificaremos la estabilidad de los puntos fijos en el retrato de
fases que corresponde a las soluciones de equilibrio para un sistema
homogéneo 2x2 de ecuaciones diferenciales lineales.

Ahora podemos redefinir y resumir lo que hemos aprendido acerca
de los comportamientos de soluciones a sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales. Para comenzar, revisamos el concepto central
de equilibrio.

Solucién de equilibrio. Una solucién constante ¥ = ¢ del sis-
tema auténomo ¥/ = f (#) tal que f (¢) = O es llamada una
solucién de equilibrio. Una solucién de equilibrio en el plano
de fase es simplemente un punto, llamado punto fijo.

Por conveniencia, a través de esta seccién tomamos el origen
X = 0 como nuestro punto fijo.

Una solucién de equilibrio representa un estado estable
constante de los sistemas del mundo real que estan siendo modelados.
Lo importante de esta solucién es la naturaleza de las soluciones
«cercanas». Pequenas perturbaciones en el sistema fisico perturbaran
las condiciones € de a un vector Xg ligeramente diferente, y la solucién
que comienza en este nuevo punto puede, o0 no, devolver el sistema a
su estado estacionario.



Més claramente hablando, ¥ = ¢ es estable si las soluciones
que comienzan cerca permanecen cerca. Y € es inestable, si hay
condiciones iniciales X, arbitrariamente cercanas tales que las
soluciones que comienzan alli no permanecen cerca de €.

Las soluciones de equilibrio aisladas ¥ = ¢ (aislado significa que
hay un disco alrededor de ¢ que no contiene ninguna otra solucién
de equilibrio) es estable si para cada disco S alrededor de € existe
un ndmero positivo b (que depende de S) con la propiedad siguiente:
para cualquier condicion inicial X a una distancia de b unidades de ¢,
la solucién que comienza en X¢ permanece en S para todo t = 0.

Una solucién de equilibrio ¥ = ¢ de un sistema auténomo
¥/ =f (®) es estable si las soluciones que comienzan sufi-
cientemente cerca a € permanecen acotadas.

Si las soluciones cercanas no solo permanecen cerca sino
que en realidad tienden a ¢ cuando un limite t — oo, la solu-
cién de equilibrio se denomina asintéticamente estable.

Si las soluciones cercanas no son atraidas ni repelidas, la
solucion de equilibrio se denomina neutralmente estable.

Una solucién de equilibrio que no es estable es llamada
inestable.

La figura 46 nos muestra ejemplos de estos diferentes tipos de
equilibrio que apareceran a través de esta unidad'.

1 Para un estudio més avanzado de estos conceptos ver el texto de Guckenheimer John,
Philip Holmes: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields. Springer
(1983).




Figura 46. Tipos de Equilibrio de un sistema dindmico.

&

Estable Inestable
a) Centro b) Fuente
m

Asinténicamente Inestable
estable (sumidero)  Silla

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Ahora veremos cémo pueden organizarse para predecir su
comportamiento. Crearemos un catélogo que incluya los distintos
comportamientos de transicidon que ocurren en los limites de cada
uno de estos tipos.

Esta unidad estéd dedicada a la clasificacion de las soluciones
de equilibrio de sistemas lineales homogéneos 2x2, con coeficientes
constantes. Esta restriccion puede considerarse como un caso muy
especial, pero proporciona las percepciones visuales que sirven
como punto de partida para estudiar tanto los sistemas lineales de
mayor dimensién de este capitulo, como los sistemas no lineales del
capitulo 11.

Comencemos de nuevo con el sistema lineal:

dx
—=ax+b
dt + by
dy _
dat

cx + dy o }_()/=[f:l Z]Y

Tenemos que el polinomio caracteristico de la matriz A se iguala
a cero para encontrar los valores propios:

[A— Al =22 - (a+d)A+ (ad —bc) =0



Observemos que:

(a+d)=trAy(ad —bc) = |A]

Luego por la férmula cuadratica, resolviéndola para los valores
propios en términos de la traza y el determinante de A, se tiene:

A — TTAi (T;A)2—4-|A| (48)

El signo del discriminante A= (TrA)? — 4|A| determina cuéndo
se tienen dos valores propios reales distintos, uno repetido o un par
de valores propios de nimeros complejos conjugados.

El hecho de que ahora tengamos dos parametros TRA y |4],
en lugar de las cuatro entradas de la matriz originales, significa que
podemos construir un gréafico en un plano de pardmetro de |4| con
respecto a Tr A, donde las coordenadas de puntos en el plano de
parametros determinan los valores propios dados por (48)2.

Figura 47. Pardbola para el plano Traza - Determinante.

1A= Lemeap
1al %

Dentro de la parabola
A4, conjugados o i

Valores propios
repetidos

Ay by Ambos negativos %, &, Ambos Positivos

0T 1 TrA
Ay, by S51gN0s Opuestos

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

2 Ver el texto de Hirsch Wess. 200. Morris, Smale Stepphen, Debaney L. Robert. (2004). Dif-
ferential Equations, Dynamical Systems An introductions to Chaos. Second Edition, Editorial Elsevier.
Acagdemic Press.




A= (TrA)? — 4|4 =0
Nos da una pardbola en el plano traza determinante.

Una vez que encontramos el valor propio, jcuél es el papel del
vector propio? Para valores propios 44,y 4, con vectores propios
correspondientes v y v,, obtenemos dos soluciones para el sistema
inicial:

At At

e'vy y eh'vy

Si estas soluciones son linealmente independientes, entonces
ellas forman una base del espacio solucion para el sistema. Por
supuesto, esto no es siempre el caso, porque podemos tener valores

propios repetidos, con un solo vector propio.

a. Valores propios reales distintos (A > 0)
Comportamiento del nodo.

Cuando A= (TrA)? — 4|A| > 0 (en la regién sombreada de la
figura 48), tenemos valores propios reales A1, # 4,, con los
correspondientes vectores propios linealmente independien-
tes v; y V,, ¥ generan la solucién general:

X(t) = c,eMtVy + ¢, eM2t; (49)

Los signos de los valores propios dirigen el comportamiento
de la trayectoria en el retrato de fase.




Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Figura 48. Plano Traza - determinante.

(TrA)? — 4|4] > 0

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Es comun etiquetar las direcciones rapidas y lentas,
dependiendo de la magnitud de los valores propios. En todos los casos
las trayectorias son paralelas al vector propio rapido y tangentes al
vector propio lento.

Nodo atractor. (4; < 4, < 0). Cuando 44,y 4, son ambos
negativos, ambos términos de (49) tienden a cero cuando t — oo,
también el punto fijo es asintéticamente estable y se dice que es un
nodo atrayente o un sumidero de nodo. El término e*:¢ tiende hacia
cero mas rapido que ezt por lo que las trayectorias tienden a acercarse
al origen a lo largo de una trayectoria tangente a V5. Llamamos v la
direccioén propia rapida y v la direccién propia lenta.




Figura 49. Nodo adyacente o nodo sumidero.

Un nodo atrayente (o nodo sumidero)
A,< 2, <0

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Nodo repeledor. (0 < 4; < 4,). Cuando ambos A4,y 1, son positivos,
las soluciones de (49) tienden a infinito cuando t — . Los vectores
v, Yy V7 son la direccién propia lenta y rapida respectivamente. El
término e*2t crece mas répidamente que el término e*1%, por lo que las
trayectorias tienden a ser paralelas (pero no asintéticas) a la direcciéon
rapida v,. El origen es llamado un nodo repeledor o un nodo fuente.
Esto es claramente un punto fijo inestable.

Figura 50. Un nodo Repeledor o nodo fuente.

Un nodo repeledor (o nodo fuente)
0<1 < Ay

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).




Punto de silla (41 < 0 < 4,). Cuando los valores propios 41,y 4,
tienen signos diferentes, las soluciones todavia tienen forma (49),
pero los términos ettty e’2t e comportan de manera muy diferente
cuando t — oo, El término e*1! tiende hacia cero y e*2! tiende hacia el
infinito. En el plano de fase, el vector propio V1 estd apuntado hacia el
origen y el vector propio V2 estd apuntado hacia fuera del origen. Las
trayectorias se ralentizan cuando se aproximan al origen a lo largo de
v,y se aceleran de nuevo cuando salen a lo largo de v,. Usted puede
ver este fendmeno como una solucién grafica, que evoluciona trazando
trayectoria al usar un tamano de paso muy pequefo (recuerde que no
podemos ver t en el retrato de fase). La trayectoria en el plano de fase
tenderd hacia v, asintéticamente. El punto fijo inestable en el origen
se denomina punto de silla (figura 51).

Figura 51. (Un punto de silla)

Punto de silla
A1 <0< 4; Donde |41] > 42|

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).




Casos limite

Son los casos en que uno de los valores propios es cero o
hay un valor propio repetido, los cuales son raros y seran
manejados por separado mas adelante sobre casos lin-
tes. Primero clasificaremos puntos fijos para la segun-
da categoria principal de soluciones, es decir, cuando los
valores propios no son numeros reales.

Valores propios conjugados complejos. (A< 0)
Comportamiento en espiral

Cuando A= (TrA)? — 4|A| < 0 (en el 4rea sombreada de la figu-
ra 40) tendremos valores propios no reales:

M=a+ifyl,=a—if,

Donde a =TrA/2 y B = —VA Observe que ay f son rea-
les,y B # .

Recordemos de la seccién 10.4 ecuaciéon (38), que las so-
luciones reales estan dadas por:

Xyo () = e (cospt. B — senpt.q) (50)
Xim () = e%(senft. + cospt.q)

Para valores propios complejos, el comportamiento de
estabilidad de las soluciones depende del signo de a.

Figura 52. Parédbola traza determinante.

1Al

TrA

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.



Atractor en espiral (¢ <0). Cuando @ es negativo, las
soluciones decaen hacia el origen, porque en (50) el factor e** - 0
cuando t— oo, Luego las trayectorias son espirales descendientes que
van hacia el punto fijo, el origen, el cual es asintéticamente estable y
es llamado un Atractor espiral o sumidero espiral (figura 53).

Figura 53. Atractor en espiral.

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Repeledor en espiral (@ > 0). Cuando a es positivo las solucio-
nes crecen, porque en (50) el factor e** —» o cuando t— oo, Las tra-
yectorias son espirales sin que crecen limite lejos del origen. El punto
fijo en el origen es llamado un Repeledor espiral o fuente espiral y
es claramente inestable (figura 54).

Figura 54. Repeledor en espiral.

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).




Centro (a =0). Cuando a =0, los valores propios son imaginarios
puros. El sistema (50) se reduce a:

Xgo (t) = (cospt. P — senft.q)

Xim (£) = (senBt.P + cospt.q)

Las trayectorias en el plano de fase son bucles cerrados
alrededor del punto fijo ® = 0, representa un movimiento periédico
(figura 55). Este punto fijo es llamado un centro. Un centro no es
atractor ni repeledor, por lo que es neutralmente estable. Esto sucede
siempre que Tr A = 0, en el plano traza-determinante ocurre a lo largo
del eje vertical positivo.

Figura 55. Punto fijo centro.

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Estos tres casos los podemos resumir en la siguiente figura
traza-determinante.



Figura 56. Resumen de los tres casos anteriores en la pardbola traza determinante.

®

N4

)

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Caso limite: valores propios cero (|A4] = 0)

Cuando |A] = 0 al menos un valor propio es cero. Si uno de
los valores propios es cero, obtenemos una fila de puntos fijos no
aislados en las direcciones propias asociadas con ese auto valor, y las
trayectorias de plano de fase son todas rectas en la direccién del otro
vector propio.

Figura 57. (Determinante cero en el plano traza determinante)

IA]

TrA

Valor propio cero ocurre sobre
el eje Forizontal &n el plano
traza determinante.

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).




Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcazar

Ejemplo 33. Un valor propio cero:

Analizar el sistema:

Solucion:
La ecuacién caracteristica es:

A2-51=0

Entonces los valores propios son:

A]_:O,AZ:S

Con vectores propios:
= ) = [}

A lo largo de V3, tenemos que X =0, luego existe una linea
de puntos de equilibrio, inestable porque A =5>0. Las otras
trayectorias se alejan de V1en direccién paralela a . Ninguna de
ellas puede cruzar V4 por la unicidad.

Figura 58. Caso especial para un vector propio igual a cero.

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Silos dos valores propios son ceros (un caso especial de valores
propios repetidos), existe un solo vector propio a lo largo del cual
tenemos una fila de puntos fijos no aislados. Las trayectorias desde
cualquier otro punto del plano de fase también deben ir paralelas al
vector propio, en las direcciones especificadas por el sistema.

Ejemplo 35: Valor propio cero, repetido:

Analizar el sistema:

x =3 °]%

Solucion:
La ecuacién caracteristica es:

A2=0
Luego tenemos un valor propio repetido:

/112/1220

el cual tiene un solo vector propio:
= _3
v= [ 1 ]

A lo largo de ¥ se tiene X =0, luego de nuevo tenemos una
linea de puntos de equilibrio. Cualquier otro punto en el plano de
fase, se mueve en forma paralela al vector ¥, cuya direccién esta
determinada por el sistema. Por ejemplo:

En (1,0), x’ = 3,y/ =-1, indica que se mueve a la derecha y hacia
abajo.

En (-1, 0), ¥ =-3, y/ = 1, indica que se mueve hacia la izquierda
y hacia arriba.
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Figura 59. Valor propio cero repetido.

S

k

/

\

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

s
\

Caso limite: valores propios reales repetidos (A = 0)

Los puntos correspondientes a los valores propios repetidos
estan localizados sobre la pardbola:

A= (TrA)? —4|A] = 0

Figura 60. Grafica para valores propios reales repetidos con A = (.

Al 4

.

Tr &

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

En la figura 60 estan en la frontera que separa las regiones
entre espirales y nodos (es decir la regién que separa los valores
propios no reales y reales no repetidos respectivamente). El compor-
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tamiento del plano de fase resultante depende de si hay uno o dos
vectores linealmente independientes para A. En otras palabras, ses la
multiplicidad geométrica una o dos? Puede ser cualquiera, pero con-
sideraremos la posibilidad méas comun primero.

Figura 61. Nodo generado.

X

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Cuando un valor propio repetido 4 tiene un vector propio lineal-
mente independiente, el punto fijo es llamado un nodo degenerado.
Atractor y asintéticamente estable para A negativo, repeledor e ines-
table para 4 positivo. El signo de valor propio da la estabilidad, porque
solo existe una direccidn propia, que cumple lo siguiente:

SiA > 0, las trayectorias tienden al infinito, paralelamente a 7.
Sid < 0, las trayectorias se aproximan al origen paralelamente
av.

Si 1 =0, que se produce en el origen en el plano traza-
determinante, una linea de puntos fijos se encuentra a lo
largo del vector propio, todas las demas trayectorias son
paralelas al vector propio (ver figura 59 del ejemplo 34).




Cuando un valor propio repetido A, tiene dos vectores propios
linealmente independientes, ellos generan el plano. En consecuencia,
todo vector es un vector propio para A. Toda trayectoria es en linea
recta, aproximandose al origen, si A es negativo o saliendo del origen si
A es positivo. El punto fijo es llamado un punto atractor o repeledor
nodo estrella y es estable o inestable.

Figura 62. Gréafica de un Nodo estrella.

X

L
:\ -
/ &

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Ahora que todos los casos principales y fronterizos han sido ex-
plicados, estamos listos para pensar en lo que sucedera a medida que
cambien los pardmetros de la ecuacién y nos movemos a través del
plano traza-determinante, mostrado nuevamente en la siguiente figu-
ra. Para X/ = A.X sisetienetr A>0,0|A4]| < 0, el sistema es inestable.
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Figura 63. Regiones en el plano traza determinante.

. _1
\ Al 1Al 4(Trﬁ}1

\ Atractores . L repeledores
\\ espirales . espirales
A

atractores
nodos repeledores
ilibri nodos
punt_os de equilibrio ~__ puntos de equilibrio_
" alsladgs noaislados Tri

sillas

Plano traza-determinante para X/ = 4.X

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).
Los comportamientos estables son la excepcion més que la regla.

Figura 64. Regiones de clasificacién en el plano traza determinante.

A4

rﬁ"'g\#}ﬂ“’“

-;'._estable inestable

e ——

Tr A

|

. Inestable | jhactaple

2

i

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).
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Ejemplo 36. Amortiguar o no amortiguar:

Volvamos al oscilador armoénico amortiguado no forzado, estudiado
en el capitulo 8:

ax’/+bx'+cx=0,cona,c>0,yb>(

Reescribir, la ecuacién como un sistema de ecuaciones lineales
y hacer el andlisis de dicho sistema.

Solucion:
Reescribiendo, la ecuacion dada como un sistema, tenemos:

De donde:

b _c
TrA=-2<0y |A]=2>0
De donde se tiene que:
b b? c
—ai\/—z—4a b

1
= —— 1 —+/b? —4ac

My = 2 20" 2a

Supongamos que trazamos una trayectoria de puntos en una
porcién apropiada del plano de parametros mostrada en la figura 58,
que corresponden a las regiones:

b = 0 (sin amortiguacion).

0 < b <v4ac (con amortiguacion).

b = V4ac (criticamente amortiguado).
b> v4ac (sobre-amortiguado).
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Las inserciones en la figura 65 muestran los comportamientos
en el retrato de fase tipicos que se veria en cada caso.

Figura 65. Comportamiento en el retrato fase tipico que se veria en cada caso.

IA] &

Atractorespiral

con amortiguacion
b= 1{_54“'* é@gﬁantm sin
| amortiguacicn
bel

Modo degenerado.
criticamente

amartiguad5=m

Modo Atractor

SREIgaortie

TrA

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).
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Clasificacion y verificacion. Para cada uno de los sistemas de los

gjercicios 1 al 6, verifique que el punto de equilibrio es el origen y que

él tiene la caracteristica mencionada de su comportamiento.

1.

N

o o B W

X/ = 1 _12] .X (punto de silla).

— [ 0 1 —_
X/ = _ .X (centro).

X =| .X (nodo estrella).
X/ =] .X (nodo degenerado).
—>/ _ '2
X 13

X/ = X (punto espiral).

0 1]

(Resorte sin amortiguamiento). Convertir la ecuacién del
sistema masa resorte sin amortiguamiento:

X"+ wex=0

en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Determine
su punto o puntos de equilibrio y clasifique su geometria y
estabilidad en cada uno de ellos.

(Resorte amortiguado). Considere la ecuacién del resorte
vibrante amortiguado, cuya ecuacion es:

mx/+bx/'+kx=0

en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales (con masa
m, constante de amortiguamiento b y constante del resorte
k). Muestre que el origen es una solucion de equilibrio y



clasifique su geometria y estabilidad como funcién de m, b
y k.

9. (Un valor propio cero). Suponga que 4; =0,y 4, # 0,
demuestre que:

a. Existe una linea de puntos de equilibrio.

b. Las soluciones que comienzan en la linea de equilibrio
tienden hacia la recta si 4, < 0, y alejandose de ella si
A,> 0.

10.  (Un ejemplo de cero como valor propio). Considere el
sistema:

/ —
X, =—x1+%x;

a. Muestre que los valores propios son 4; =0,y 4, = 1.
b. Encuentre los puntos de equilibrio del sistema.
c. Obtenga la solucidon general del sistema.

d. Muestre que las curvas solucién son lineas rectas.

En los ejercicios 11 al 16 reescriba el sistema usando la
notacién matricial.

. x/ = —x + 3y 12 x/ = 6x + 4y

©oyl=2y "y/ = —8x — 6y
x/=x+y [ ==
13. o, 147 =77
y=-x+y y/ =x
/ = /= —

15. X' =x+y 15 F y + sent

y/ = —x+y+ e y/ =x



(Valores propios cero). En los problemas 17 al 20, se pide
investigar la naturaleza de las soluciones del sistema 2x2,
X/ = AX, cuando ambos valores propios de A son cero. En-
cuentre la soluciodn, grafique todos los puntos fijos sobre el
retrato de fase, e indique toda la informacién pertinente so-
bre su gréfica.

17.% =) X
8 x =% 1]X
0.% =3 ] X

20. X/ =3 7%

21. (De nuevo cero). Considere el sistema:
—>/ _ 1 =21 =
X' =|; 5%
a. Encuentre los valores y vectores propios.

b. Trace las curvas solucion tipica en el plano de fase.

22. (Todos cero). Describa el retrato de fase del sistema:

vel o)

23. (Estabilidad). Clasificar las propiedades geométricas y de
estabilidad del sistema:

X/ =| . 1] X
Para los siguientes valores del parametro k.

aK<-T.b.k=-1Tc.-1<k<0.
b.k=0e k>0.



24. (Punto de bifurcacién). Puntos de bifurcacién son valores
de un parametro de un sistema, en el cual el comportamiento de
las soluciones cambia cualitativamente. Determine los puntos de
bifurcacién del sistema:

X =0 X

25. (Relaciones interesantes). El sistema X/ = A.X. Donde:

[a b]
A= c d
Tiene los valores propios 44,y 4,. Muestre lo siguiente:

TrA=Ai+A, b |A]=1.1

Interpretando el plano traza-determinante. Para X/ = A.X,
la figura 19 representa las posibles combinaciones de valores
del plano traza Tr A, y determinante |4]. En los problemas 26
al 33, establezca los hechos acerca de la solucién de equilibrio
X=0.

26.Si |A| > 0y (TrA)? — 44| > 0, el origen es un nodo.

27. Si |A| < 0, el origen es un punto de silla.

28.SiTr(A)# Qy (TrA)? — 4]|A| < 0, el origen es un punto espiral.
29.SiTr (A) =0y |Ap O, entonces el origen es un centro.

30. Si (TrA)?>—4|A| =0y Tr (A) # 0 el origen es un nodo
degenerado o nodo estrella.

31.SiTr (A) >0y |A4]| <0, el origen es inestable.



32.Si |A| > 0y TrA = 0, el origen es neutralmente estable. Este
es el caso en donde los valores propios son imaginarios propios
puros.

33.Si|A| < 0y |A|> 0 el origen es asintéticamente estable.
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10.14 Sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales
desacoplados

La diagonalizacion es la clave

Miraremos como el proceso de diagonalizacion estudiado en élgebra
lineal, que esta ligado al cambio de base en un espacio vectorial, nos
permite analizar mas facilmente algunos sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales. Para muchos sistemas es verdadero que los
vectores propios forman una base superior para el sistema. Estos
vectores propios definen las direcciones del comportamiento de las
soluciones del sistema?®.

Vamos a mirar esta idea mostrando cémo el proceso de diagona-
lizacién para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes, se puede llevar a cabo si la matriz es diagonalizable.

3 Una exposiciéon muy importante de este tema lo podemos encontrar en Perko Lawrence.
(2001). Differential Equations and Dynamical Systems. Third Edition. Editorial Springer.



Diagonalizacion de una matriz
Una matriz nxn, A es diagonalizable si tiene n valores propios
y n vectores propios linealmente independientes. Podemos
construir:
- Una matriz D diagonal cuyos elementos de la diagonal son
los valores propios de A.
- P una matriz cuyas columnas son los vectores propios, lis-
tados en el orden correspondiente a él orden de los valo-
res propios en la matriz D.
- P es una matriz de cambio de base tal que:

A =PDP'y D =PTAP (51)
Decimos en este caso que P diagonaliza A.

Las ecuaciones en (51) son bastante Utiles, para comprobar sus
célculos, o para probar muchos resultados sorprendentes, como el
siguiente.

Para un sistema de ecuaciones diferenciales:

X/ = A.X(52)

Con matriz diagonalizable A, el cambio de variables:

X = PW (53)

Transforma el sistema (52), en un sistema desacoplado:

W/ = D.W (54)

Donde cada ecuacion componente involucra una sola variable
que puede ser facilmente resuelta para encontrar W. La solucién
general X para (52) se sigue de (53).
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Prueba:
Si X = PW, entonces, W = P~1X, y:
W/ = p~1X/=pP~14.X=P~1 (PDP~1)X=DW

En el sistema (54) las variables ya no se mezclan como en (52).
Cada ecuacion de componente de (64) es un sistema de ecuaciones
diferenciales lineal de primer orden en una sola variable dependiente,
y ya se sabe cémo resolver este tipo de ecuaciones. Una vez que haya
encontrado cada solucion de componentes w. se puede encontrar

X = PW mediante una simple multiplicaciéon de matriz. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 37. Diagonalizando:

Aplicar el proceso de diagonalizacién para resolver el sistema:

2 2

Y/=A.)7=[1 :

].)7(55)

Solucion:
Primero calculamos los valores propios de la matriz A, obteniendo que
Ay =4y ,=1. Los vectores propios correspondientes son:

— 11 — _[2
1= [1] y, V2 = [_1]
A partir de los valores propios y de los vectores propios
construimos las matrices:

o=y alrr=li 4]

Luego podemos reemplazar el sistema dado en (55) por el
sistema transformado correspondiente W/ = D.W, es decir:

x{ = 2xq + 2x, Wl/ = 4w, 56
/

xé = xq1 + 3x, w, = W,



La solucién para el sistema W es inmediata:

wi(t) = cre®f yw,(t) = cet

Por (53) tenemos que la solucién general para (55) es:
- ..M 2 cle‘“] B [cle‘” + 2czet]
X=PW= [1 —1] [czet ~ Lee*t —cyet
Se puede observar que este es el mismo resultado del ejercicio
19 de la seccion 10.3.

En la figura 66 se muestran los retratos de fase de los dos
sistemas (b6) en el ejemplo 36, en donde se muestra lo que el
desacoplamiento logra. Los vectores propios en el espacio X han sido
rotados (individualmente) para alinearse con los ejes en el espacio - /.

Figura 66. Retrato de fase de dos sistemas desacoplados.

Xz
; 2] 3
¥q = -1 5

() X' = AX

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

El ejemplo (36) ilustra que para obtener la solucién general a
un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineal, solo es
necesario encontrar D para la ecuacion (54) y P para la ecuacién
(53). ElI computo P nos permite (a) revisar nuestros calculos o (b)
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incorporar una condicion inicial Xo. Podemos evaluar entonces c1 en
solucién general usando el siguiente hecho: )To’ =PW =PC, luego:

¢ = p1X, (57)

Ejemplo 38. Explotando P-1:

Utilizando la ecuacion (57), encontrar la solucién particular del ejemplo
(36) para X—o' = [g]

Solucion:
Para nuestro ejemplo (36) se tiene que:
p-1_[1/3 2/3
1/3 -1/3

Podemos confirmar nuestro célculo usando la multiplicacion y la
ecuacion (51), es decir:

A R

D=P'AP=14 3 _q1,3]l1

., 0
Para encontrar la solucién que pasa por el punto [2] calculamos
C, y C,: usando (57), es decir:

C=PX,,
[2]= ig —2{?3 [(2)] N [—44/3 3

Sustituyendo en la solucién general (53) se tiene:

2] 4/3e4t]_ 4/33“—4/3&]

—_ —_— 1
X =PW= =
[1 —-11[-2/3¢t 4/3e* +2/3et
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Do
Do

Ejemplo 39. En tres dimensiones:

Resolver el sistema:

X =AX
Para:
-2 1 1
A=l1 -2 1
1 1 -2
Solucion:

La ecuacion caracteristica estd dada por:
|A— Al ==1(1+3)2=0

De donde los valores propios son: 4; = 0,4, = 43 = —3. A pesar
de que existe un valor propio repetido, podemos encontrar suficientes
vectores propios linealmente independientes:

1 -1 -1
vi=(1,vz=|1|yvz=|o0
1 0 1

que diagonalizan la matriz A. Entonces podemos escribir con
estos valores propios y vectores propios:

0 0 0 1 -1 -1
D=0 -3 o|yP=[1 1 o0
0 0 -3 1 0 1

Con X = PW, convertimos el sistema X/ = A.X, en el sistema
més simple W/ = D.W , es decir:

x{=—2x1+x2+x3 W1/=0
x£=x1—2x2+x3 =>W2/=—3w2

xé = x1 + xZ - 2x3 Wé = _3W3



Resolviendo el sistema W/ = D.W, nos da:
€1

W(t) = |cze”

cge 3t

3t

Entonces, el sistema de ecuaciones diferenciales X/ = A.X,
tiene como solucién:

1 _1 -1 C1-(Cy+C3)e~3t
X=PW=|1 ] cze 3 = | ¢y + Cre3t
1 cze”3t Ci+ Cze3t

La mejor ventaja del proceso de diagonalizacién con ecuaciones
diferenciales se da cuando este proceso se puede extender a sistemas
de ecuaciones diferenciales no homogéneos.

Desacoplando un sistema lineal no homogéneo de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden
Para desacoplar un sistema lineal de la forma:

X =A.X+f(t) (58)
Donde A es una matriz nxn que tiene n vectores propios li-
nealmente independientes, se procede como sigue.

Paso 1. Calcule los valores propios de la matriz A, con sus
n vectores propios correspondientes.

Paso 2. Encuentre la matriz diagonal D cuyos elementos de
la diagonal son los valores propios de Ay la matriz P cuyas co-
lumnas son los n vectores propios, listados en el orden de sus
correspondientes valores propios. Entonces encuentre P-'.
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Paso 3. Sea:
X =P.W (59)
Y resuelva el sistema desacoplado:
W/ =D.W + P~1f () (60)
Paso 4. Resuelva (58) usando (59) y la solucién para (60).

Prueba:
W = (P1X) = p1X/
=P (AX+f()
=P 14X + P}
=p~1(pDP V)X + P~If
=DW + P~1f
El sistema transformado (60) es también un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales no homogéneo, con funcién forzada
P~1f. Las ecuaciones componentes del sistema son ecuaciones

diferenciales lineales no homogéneas, que se pueden resolver tal
como se hizo en los primeros capitulos.

Ejemplo 40. Desacoplando sistemas lineales no

homogéneos:

Resolver el sistema:
x| = 3%, +x
1 1T X2

xé =x, —3x, +e

No homogéneo 2X2.

Solucion:
Este sistema tiene la forma de la ecuacién (57) donde:

AT



Calculando los valores propios de la matriz A, se tiene que
A = =2,y A, = —4, con vectores propios linealmente independientes:

1= [ﬂ y"_z):[_l1]

Respectivamente, luego tenemos que la matriz diagonal D y la

matriz P son:
-2 0 o1
Dz[o —4]yP_ [1 _1]
Por lo tanto:
p-1_ [1/2 1/2
1/2 —-1/2

Luego el nuevo término forzado es:

1 t

_ 1/2 1/2 2¢
d 1f=[1/2 ~1/2 [e‘ft]= 1,
2

-t

De donde nuestro sistema desacoplado es:

1
_e_t
N RN _1=2 _2 0 wl
W/ =D.W+Plf (t) = [0 _4”w2]+ 21
__p-t
ze
O:
Wl/ = —2W1+§e_t
Wz/ _ —4W1—%e_t(61)

Resolviendo las ecuaciones desacopladas de (61) separada-
mente, con los métodos dados en los primeros capitulos, se tiene:

1
wy = e ?t +5e”

t




Ahora usamos el hecho de que X=P.W (ver ejemplo 59) para
obtener:

1
cre”?t + et 4 —et
e M B W I

cie” %t — et + §e‘t

De la que podemos escribir:

_ Zar 1 _ a2
x1(t) = cre™?t + cye 4t+§e tyxz(t)= e — e 4t+§e t
)



Desacoplando sistemas lineales homogéneos. Para los problemas
1 al 10, construya apropiadamente las matrices diagonales que des-
acoplen el sistema lineal, y luego resuelva el sistema.

7/ -[-1 2] % 2/ [0 -11 %
LX =T, )X 2% =5 S| X
7/ _[0 -1 % 7/ -2 2]%
3% =0 5% 4% =7 5%
5.X =5 2| X 6.X =[] o-%
11 1] . [0 0 0] _
7.X' =11 1 1|.X 8 X' =0 1 0].X
1 1 1 1 0 1
B 1 0 0] _ _ 3 -2 0]
9.X' =1-4 3 o0l|.X 10.X =11 o0 of.X
-4 2 1 -1 1 3

Desacoplando sistemas lineales no homogéneos. Para los proble-
mas 11 al 20 construya la diagonalizacién apropiada de las matrices,
desacople el sistema lineal y luego resuelva el sistema no homogéneo.

nw= ael] e ®-[P AR
o O TS A BN

%=1 4%y w6®=[ LlX[E]

4 11
- 1 0 0] 1 _ 3 -2 0] 4
17.X' =|-4 3 o|.X+|o] 18X/ =|1 o 0.X+6]
-4 2 1 1 -1 1 3 1
~ 4 1 -11 |1
19X/ =12 5 —2[.X+]|¢
1 1 2 t?




20. Trabajando hacia atras. Encuentre una matriz con
valores propios 4; = 1,y 1, = —1, y correspondientes
vectores propios:

s~ [} 5213

21. Formas de Jordan. Para el sistema:

- 12 1

X =% 4].2(62)

El desacoplamiento golpea con un obstéculo. La matriz A tiene
un valor propio A de multiplicidad dos, con un solo vector propio
independiente, luego la matriz A no puede diagonalizarce. Sin
embargo, esto se puede solucionar utilizando la forma de Jordan.

A1

I=lo 2

Por un procedimiento un poco parecido al de la diagonalizacion.
Sea P = [V |W], es la matriz 2x2 que se forma con los vectores
columnas de vy w;, donde ¥ es el vector propio correspondiente
a A, es decir una solucién de la ecuacién (A — AI).¥ =0y w, es
la solucién de:

A-AD).w=v
(En otras palabras, w es el vector propio generalizado de A).

Calcular A, W, Py p-1, verifique que P~14P = ).
Muestre como se puede usar una modificacion en el

método de desacoplaciéon para resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales lineales (62).




22. (Desacoplacion compleja). Encontrar las soluciones para:

—’/ — 0 11 5

X = L O].x

por el método dado en la secciéon 10.3, luego encuentre
la solucién desacoplando y confirme que usted puede
obtener el mismo resultado.




La idea de esta seccién es definir e/ y eAt para una matriz A de
tamano nXn, y usar este hecho para dar una forma alternativa de
resolver un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales, ya sean
homogéneas o no homogéneas.

Para una constante a, hemos visto que la solucién general de la
ecuacion diferencial de primer orden y/ = ay es, y = ce®, donde ¢
es una constante arbitraria. Mostraremos ahora que esto es posible
definirlo para una matriz nXn de la forma et tal que si se tiene:

X-eAtC

Esta es una solucién del sistema lineal X/ = A.X, donde A es una
matriz constante nxn, y C es el vector nx1 de constantes arbitrarias.
En (61) el vector C estd posmultiplicando a la matriz et debido a que
el producto e4t¢ es un vector nx1.

Nuestra primera tarea es definir e4 para una matriz cuadrada
constante A. Una motivacion importante para definir la exponencial de
una matriz, involucra la serie de expansién del escalar de la funcién
exponencial:

x?  x3 xk

la cual es convergente para cualquier nimero real o complejo x.
Reemplazando el numero 1 por la matriz idéntica |, y x una matriz A
de tamano nXn,nos da la matriz exponencial:
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A_ Az A® Ak

El célculo de la matriz exponencial no es facil, debido al hecho
de que es una serie infinita, pero en algunos casos, como cuando la
matriz A es una matriz diagonal, este célculo es sencillo.

Ejemplo 41. La matriz exponencial de una matriz

diagonal:

. a 0 . a® 01 ~ |
Para la matriz diagonal A = [0 b] se tiene que An :[ 0 b"]' ¢Cual
seria la expresién para la matriz exponencial?

Solucion:
Por (63) se tiene que:

2 A3 Ak
A=At ottt
k!
0
1
b el el )
2
1+Cl+ + [ea 0]
= 2 = b
0 1+b+”;+--~ 0 e

Entonces, la exponencial de una matriz diagonal 2x2, con
la observacion anterior se ve que es también una matriz con sus
elementos en la diagonal exponenciales. Luego para una matriz nx
n diagonal se sigue por inducciodn, asi como el mismo razonamiento
anterior que la matriz exponencial de:

a1 e 0 eal e 0
A= [ T ] es simplemente A" = [ oo ]
0 coe an 0 000 ean

291
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Las matrices nilpotentes forman otro tipo de matrices cuadradas,
para las cuales es muy facil encontrar su matriz exponencial.

Matrices nilpotentes
Una matriz cuadrada A, es llamada nilpotente si A" = 0, para
alguin entero positivo n.

En el caso de una matriz nilpotente, la serie (63) termina
después de un nimero finito de pasos, luego la matriz exponencial e
es una suma finita. Una clase de matrices nilpotentes es la clase de
matrices triangulares, para las cuales todas las entradas por debajo
de la diagonal de la matriz son cero.

Ejemplo 42. Matriz nilpotente:

Encuentre la matriz exponencial e/ para la matriz triangular:

0 -1 2
A=lo 0 1
0 0 0

Solucion:
Para el célculo de e4, basta calcular:

00 -1 0 0 0
Az=[0 0 oyAs:[oool
00 0 00 0

Luego para n = 3, se tiene que An = 0, por lo tanto:

2 A3 Ak

A _ e —— ..
1 0 O 0 -1 2 L 0 0 -1
o 1 of+fo o 1[+=lo 0 o
0 0 1 0 0 O o o o

Do
o)
[\
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0 -1 3/2
o 1 1
0 0 1

La matriz exponencial e satisface muchas de las propiedades
de la funcién exponencial escalar.

Propiedades de la matriz exponencial e4
1.e% = I,,, donde O es la matriz cero nxn.
2.(ed)t=¢™

3.Si AB =B.A, entonces e48 = e4eB,

La funcion matriz exponencial

Si t es un escalar variable, entonces reemplazando la matriz
constante A, por tA tenemos la funcién matriz exponencial.

La funcion matriz exponencial
Dada una matriz constante nxn A:

2 k
e = I +tA+ =A%+ -+ —A¥ + . (64)

Se puede mostrar que la serie (64) converge para una matriz
nxn para t.

Ejemplo 43. Funcion matriz nilpotente:

Usando la matriz:
0o -1 2
A=|0 0 1

0 0 O

Del ejemplo (41), calcular la funciéon matriz exponencial etd



Solucion:
De acuerdo con el ejemplo anterior, podemos proceder como sigue:

t2
e =1+tA+ A2

1 0 O 0o -1 2 tZOO—l
=|0 1 0|+¢tf0 O 1+FOOO
0 0 1 0 0 O o o o
1 —t 2t—t2/2
=10 1 t
0 O 1

Teorema. Derivacion de la funcién matriz exponencial

% etA) = Ae (p5)

Prueba:

La derivada de e*4, se sigue de la misma forma que la derivada
de la funcién escalar e, es decir %(e‘”) = ae™. Para verificar esto
en el caso vectorial, basta derivar la serie de potencias dada en (64)
término a término, estos son:

k

d d t? t
At — 24 Ak 4 ...

=0 +A tA%+...

2 k
=A(T+tA+Z A+ + A 4 ) = At
2! k!

Teorema. Solucién matricial de la ecuacion diferencial
X =AX
La solucién general de:

X/ = A.X (66)
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Donde A es una matriz constante de tamano nXn, esta dada
por: _ .

X = e4tC (67)
Donde C es una nx1 vector de constantes arbitrarias.
Si una condicién inicial, X(0) = X, es adicionada a la condi-
cién (66), entonces el resultado del problema con condicién
inicial es: » .

X = eftX, (68)

Prueba:

Por sustitucién directa de (67) en (66), tenemos que:
¥ — 4 — A (LALRY — A ALF Y
X/ = =(X) = —(e"C) = Ae™C=pX

Luego, la matriz exponencial e4t es una matriz fundamental
X(t) del sistema lineal X/ = A.X.

Sustituyendo por la condicién inicial X(0) = X, se tiene € = X,
, entonces la sustitucion del problema con valor inicial nos da (68).

Ejemplo 44. Un problema de un oscilador armonico:

Resolver el siguiente sistema mediante la solucién matricial:

x/ =y
v/ =-x

Solucion:
Escribiendo el sistema en la forma matricial X/ = A.X, se tiene:

-5y olX




Para encontrar la solucién en la forma de matriz exponencial, se
requiere calcular:

AZ:[—O1 (1)] [—01 (1)]= [_01 —01]=_1
A’=A2A=-1A=-A
At=AA=-AA=-A’=]

A=A

. . At .
Luego la matriz exponencial €~ matriz fundamental, es:

t2 3 t*
At _ ] — —
et=1+tA 2!I 3!A+4!I+
10 o 11 t’r1 o] t70 11 .t';1 o
_[0 1]”[—1 0] 2110 1] 311-1 0]+I[0 1]+
t2  tt 3t
~ _Z+Z_"' t—;+a—--- _[cost sent]
= 3 5 3 5 I
S S S UL A S sent cost
3! 5! 3! 5!

Luego la solucidn general para el oscilador arménico puede ser
escrita como:

Y1) — oAt _ [ cost sent] [01]

X&) = e™C [—sent costl LG

[clcost+czsent]_ [COSt] [sent]
=0 2

—cysen + cycost —sent cost

La matriz exponencial et puede ser siempre calculada de acuerdo
a la definicién dada en (64), la cual involucra series infinitas, pero
este enfoque sélo podria aplicarse faciimente en casos con ciertos
patrones de repeticién inherente. Afortunadamente hay otras maneras
de encontrar e4t que no usan la definicion. Algunas maneras siguen



en esta seccidn. En el capitulo siguiente veremos cémo lo podriamos
hacer usando la transformada de Laplace.

Teorema:
La solucién del problema con valor inicial:

X/ =A.XX(0) = X,

Puede ser escrito de manera compacta en términos de la matriz
fundamental X, cuyas columnas son los vectores solucién linealmente
independientes x,de X/ = A.X. Entonces tenemos:

et = X(t).X71(0) (69)
Prueba:

La solucién general de X/ = A.X es:

~ —
X = alxi + azxz + e+ an}n

X=X(@t).a

Donde @ es un vector constante con componentes ay, ;. ..., 4y
Para un valor inicial X(0) = X, tenemos:

X(0) =X(0).d=xp 0,d= X" 1(0)xy

Esta es la Unica solucién al problema con condicién inicial. Pero
la solucién puede ser también expresada Unicamente como la matriz
. W — Aty .
exponencial X = €7 Xq  asf que:

eAtX,= X ()X~1(0)
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Luego:
et = X(t).X~1(0)

Y la matriz exponencial e4t es la matriz fundamental para el
problema con valor inicial X/ = A.X, y X(0) = X,

Ejemplo 45. Puerta trasera a la matriz exponencial:

Resolver el sistema X/ = A.X, para:
1 1
A= [4 1]

Utilizando el teorema anterior.

Solucion:
Los valores propios para la matriz A son: 4; =3,4, = —1 y este
sistema tiene matriz fundamental:

e3t et _ 12 1
X (0)=[5p3¢ _Ze_t],luegox L) _Z[Z _1]

Usando el teorema, la expresion (69), podemos calcular que:

_ 1[ e3t 2
edt=X().X 1(0)=Z[2e3t 2e-f“ —1

1 [2e3t +2et e —et ]
T4 04e3t —4e7t 203 4 2e7t

Otra interpretacién util de et es cémo una matriz nxn cuya
i-ésima columna es la Unica solucién del problema con valor inicial:

X/ = AX, X;(0) =

Donde €; es el vector nx1 con 1 en la posicién i y ceros en
todos los otros lugares.



Vimos cémo podemos calcular el valor de la matriz exponencial e4t
si queremos resolver el sistema X/ = AX encontrando los valores
propiosy vectores propios de lamatriz A. Una forma similar nos permite
resolver el problema cuando el sistema lineal es ho homogéneo, es
decir si se tiene el sistema:

X =AX+F@®)

ademas, recordando la notacién usada cuando se tiene la
ecuacion diferencial lineal no homogénea.

Escalar:
X +p (t) x=1f(t)

La cual resolvimos de manera general en el capitulo 4.
Escribimos nuestro sistema lineal no homogéneo como:
X — AX = f(©)

Donde A es una matriz constante y f(t) es un nX1 vector de
funciones. Si multiplicamos cada lado por la matriz exponencial e ~4¢,
la matriz equivalente al factor escalar de integracion eJ P(H)dt, se tiene:

e (X! — AX) = e *tf(t) (10)

Por la derivacién de una matriz, tenemos:

= (e7X) =e A (—A)X (v e™AX/(t) =e (X! - AX)(T1)

Entonces (70) se puede escribir como:

:_x(e—At)_(’) — e—At?(t)
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Integrando, encontramos:
t
e A = f e 4F(s)ds + C
0

Usando la propiedad en la cual: e4te=4t =], obtenemos la
solucién general:

X(t) = etC + et f(: e A5f(s)ds

Todo el proceso anterior nos prueba el siguiente teorema.

Teorema. Matriz exponencial solucién de un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales no homogéneo

Si A es una matriz constante nxny f(t) es un vector
nx1 de funciones, entonces la solucién del sistema lineal
no homogéneo:
X =AX+f(@©

Dada en términos de la matriz exponencial, es:

X(t) = eA°C + et [ e*F(s)ds (72)
Si la condicién inicial X(0) = X, es dada, entonces la tnica
solucién esta dada por:

X(t) = etX, + et f(f e *f(s)ds (73)

Ejemplo 46. Sistema lineal de ecuaciones diferenciales

no homogéneo:

Resolver el sistema:
X' =AX+F@©

Donde A = [_01 (1)] y?(t) = [:’;]



Solucion:
Por el ejemplo 43, sabemos que:

at _ [ cost sent] _At an -1 [cost —sent]
e = = =
—sent costrp IUEgO € (e ) sent cost

Para hallar la solucién debemos calcular:
t - 1 cCoSs —Ssensj|[s
f e—ASf(s)ds=f [ |[2]as
0 0 sens COSS (0]
_ ft [ scos] _ ft[ tsent + cost 1 _ [1]
~Jo Lssens 0 l—tcost + sent 0
Luego por el teorema anterior, se tiene que la solucién es:
X =AX+F@©
_eAtC 4 At fot e A5f(s)ds

=[ cost sent] [z:] n cost sent ([ tsent + cost ]_ [(1)])

—sent cost —sent costl\l—tcost + sent
_ [ cost sent] [01] [1 — cost]
" l—sent costllc; sent —t

Hemos visto que un método de solucién de X/ = AX conduce a

la matriz exponencial Y(t) = eAt(, mientras que en las secciones
10.3 y 10.4 encontramos las soluciones en términos de los valores
y las funciones propias. Para obtener una conexién entre estas
aproximaciones, volvamos a revisar la secciéon 10.5.

Recordemos que si A es una matriz nxn diagonalizable, entonces:

A=PDP-1




Donde D es la matriz diagonal de todos los n valores propios
de A, linealmente independientes y P es la matriz que tiene como
columnas los n vectores propios como columnas.

También, recordemos que para el problema con valor inicial:
X =AXyX(0)= X,

El cambio de variable X/ = P.W, nos permite transformar el
sistema a un sistema desacoplado:

Ay o 07
W/=D.W=[S s]w
0 - 2
que conduce a la solucion:
. ellt voe 0 .
W(t) = . H WO'
0 elnt
De donde se tiene:
. . ellt e 0 -
Xt)=PW=P P_1X0_ (74)
0 elnt

Con la matriz exponencial dada en (68) resolvimos este mismo
problema con valor inicial para obtener:
X = eAtX,
Reconocemos la matriz en (74) como ePt
convierte en:

, entonces (74) se

X(t) = PePtp X,



La comparacién de estas dos Ultimas ecuaciones da otra forma
de calcular la matriz exponencial, simplemente en términos de sus
valores propios y vectores propios.

Matriz exponencial para funciones propias
Para una matriz diagonalizable A:
oAt — peDtp-1
Donde D es la matriz diagonal de todos los valores propios de A
y P es la matriz que tiene como columnas los vectores propios.




Funcién matriz exponencial. Encuentre la matriz exponencial e4t de
las matrices dadas en los gjercicios 1 al 6.

I P 2.a=[3 7

el el
10 0 01 1

5.A:[0 2 0] 6.A=[0 0 1]
0 0 3 00 0

Soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
usando la matriz exponencial

Usando la matriz exponencial, encuentre la solucion general del
sistema de ecuaciones dados en los ejercicios 7 al 14.

7.;(//:; e ;//:i
H.)_()/=:_01 2] [iﬂJf[(l)]

12X =[5 5l + [

1.8 =[] olla]+ (]

14,Y/=:_01 (1)] [2]+ [(1)][2]41]




15. Productos de matrices exponenciales. Supongamos que:

0 -1 [0 0
A‘[o o]y'B"[1 0
Encuentre ety eBt

Encuentre e(A*+B)t,
Z,ES e(A+B)t — eAteBt?

Propiedades de las matrices exponenciales
Verifique las propiedades de la matriz exponencial en los problemas
16y 17.

16. Si e? es la matriz exponencial para una matriz cua-
drada constante A, entonces su inversa esta dada por

()" et

17. Si AB = BA, entonces e = ¢ ¢

18. Ejemplo nilpotente. Suponga que:
1 1 -1

A=[1 0 —1]

1 1 -1

a. Muestre que A es nilpotente; esto es, que existe un entero
n tal que An = 0.
b. Resuelva el sistema lineal X/ = AX

19. Un patrén exponencial. Suponga:

0 1
1 0
a. Muestre que A% = |, y A?1= A
b. Use el resultado de la parte a, para mostrar que:

At _ [cosht senht]
e =]
senht cosht

el

c. Encuentre la solucién general de X/ = AX




20. Criterio de nilpotencia. Muestre que una matriz es
nilpotente si y solo si sus valores propios son cero.

Matrices fundamentales. Verifique que et = X(t)X~1(0)
y eAt = pePtp-1 da el mismo resultado para la matriz
exponencial de las matrices en los problemas 21 al 23.

1 1 1
22./—\:[0 2 1]

21. A=t
]A[O 0 0 3

_ N
el

23 A=y 1]

Laboratorio de computaciéon. Use un programa de
computacién como:

Maple.

Matematica.

Matlab.
O cualquier otro, para encontrar la matriz exponencial de las
matrices dadas en los problemas 24 y 25.

000 1 00 o0 1
o0 1 0 00 -1 0
1000 1.0 0 0




Figura 67. Edward Lorenz (1917-2008).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual Universidad EAN).

E. N. Lorenz nacié el 23 de mayo de 1917 en West Hartford,
Connecticut, y murié el 16 de abril del 2008 en Cambridge,
Massachusetts. Comenzé su carrera como estudiante graduado de
matematicas en Harvard, pero durante la Segunda Guerra Mundial
dirigié su atencién a la meteorologia, usando una computadora
primitiva respecto a los estandares actuales. Lorenz intenté resolver
un modelo muy simplificado para la prediccion del clima, en el cual
simulaba patrones reales del tiempo bastante bien, pero también ilustré
algo mucho méas importante: cuando Lorenz cambid las condiciones
iniciales del modelo ligeramente, los patrones resultantes del clima
cambiaron completamente después de un corto tiempo. Lorenz
habia descubierto que las ecuaciones diferenciales simples pueden
comportarse «cadticamente». Fue profesor emérito de meteorologia
en el Massachusetts Institute of Technology (MIT).




Vamos a ver como las técnicas de coeficientes indeterminados
y de variacion de pardmetros, se pueden extender para encontrar
solucion de sistemas lineales no homogéneos de la forma:

X =AX+f@©
Con término forzado 7(t).

La mayor parte de este capitulo se ha centrado en la resolucién
de sistemas de ecuaciones homogéneos lineales, aunque las técnicas
de desacoplamiento y la matriz exponencial se extendieron a sistemas
no homogéneos. En esta seccion, volvemos a las ideas bésicas de las
ecuaciones lineales no homogéneas en general.

Nosotros sabemos que en general la solucién de una ecuacion
diferencial lineal no homogénea puede ser expresada como la suma
de su solucién homogénea mas una solucidn particular, es decir:

X=Xh‘|'Xp

El'mismo principio se cumple para un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales, esto es:

X=X+ X,

Mostraremos cémo los dos métodos dados cuando resolvimos
un sistema lineal no homogéneo, el de coeficientes indeterminados y
el de variacién de parametros, pueden ser usados para encontrar la
solucién particular para sistemas no homogéneos.

Si A es una matriz constante, el método de coeficientes indetermi-
nados, visto cuando estudiamos las ecuaciones diferenciales lineales
pueden ser extendidos para encontrar una solucién de un sistema
lineal no homogéneo:
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X/ = AX + f(t)(75)

El caso mas simple es si la funcidon forzada es constante. Para
encontrar una solucion particular del sistema no homogéneo:

X/ = AX + b (76)
Donde b es un vector constante, probamos una constante X—,;
que da 7(’1/0 = 0. Sustituyendo en (76) por X,; y Yé = 0 se tiene:
A%, +5=0 o, X, =—A"'b

Luego la solucion general para el sistema (76), con funcion
forzada constante toma la forma:

X=Xn+ X, =X, —A1b

Ejemplo 47. Funcion constante forzada:

Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial lineal no
homogénea:

X =ax+5=[; 123

Solucion:
En el ejemplo 17 de la seccién 10.3 determinamos la solucién del co-
rrespondiente sistema lineal homogéneo X/ = AX, encontrando que:
X,=c1e’t B] + et [_12]
Para encontrar una solucién particular, encontramos la matriz
inversa de A:



y calculamos:

%-—a5 =3[ L= [C]]
Luego la solucién general del sistema dado es:

X(t) = c,e3t B] +c e’ [_12] + [:ﬂ

——

Xn X,

La figura 68 muestra el retrato de fase para este ejemplo 46, en
él se observa que la grafica del sistema no homogéneo es una simple
translacion del sistema homogéneo.

Figura 68. Retrato de fase para un sistema no homogéneo con su correspondiente
homogéneo.

(a) Sistema homogéneo (b) Sistema no homogéneo

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Mas general, el método de coeficientes indeterminados aplicado
para el ejemplo 43, donde la matriz de coeficientes A es una matriz de
coeficientes constantes y el vector forzado 7(t) esta restringido a la
misma familia de funciones descrita en el capitulo 7 seccién 7:
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Polinomios en t, es decir, expresiones de la forma P(t) = a_t"
+a . t.,+ " +at+a,

e, ke, k una constante.

Cos (k 1), sen (k t), tomamos A cos (k t) + B sen (k t).

Sumas y productos finitos de las funciones dadas en los

encisos a, by c.

La idea es escoger una forma particular para la solucion
particular dependiendo de 7(t), sustituyéndola en la ecuacion
diferencial, y determinar los coeficientes que satisfacen la ecuacion.
Esta solucién particular es adicionada a la solucién homogénea para
dar la solucidon general.

Ejemplo 48. Coeficientes indeterminados para un

sistema no homogéneo:

Resolver el sistema:
X =ax+fo =[, 1| 2]

Solucion:
Necesitamos solamente una solucién particular XT, para resolver
el sistema 2X2 no homogéneo. Como los elementos de f(t) son
polinomios en t, entonces podemos predecir que:
—>=[at+b —>/= [a]
Polet+dl’

Podemos sustituir X_ﬁ en la ecuacién dada:

(=13 il [4t_1
~ at+b+ct+d] ]
“lat+4b+ct+d 4t—1
~ at+b+ct+d+t—2]
“lat+4b+ct+d+4t-1

a+c+1]+[b+d—2]

4da+c+4 4b+d -1
311



lgualando los coeficientes correspondientes conduce a un
sistema de cuatro ecuaciones en a, b, c y d:

a=b+d-2 at+c+1=0
c=4b+d—-1 4a+c+4=0

Cuya matriz ampliada del sistema es:

1 -1 0 —-11-2

1 0 1 0f-1
0 -4 1 -1|-1
4 0 1 01-4

Llevandola a una escalonada reducida obtenemos:
1 -1

[ el i e
o RO O
o0 O

0 0
0 0
0 1

Porlotanto,a=-1,b=0,c=0,yd=1. A partir de estos valores
se sigue que:

Adicionéndole X, a la solucién homogénea X, (t) encontrada
anteriormente, en el ejemplo 17 de la seccién 10.3 obtenemos la
solucion general:

Y(t) _ Cle3t B] + c2e3t [_12] + [_1t]

La figura 69 muestra como el término de forzamiento no
constante distorsiona el sistema homogéneo y produce trayectorias
que se cruzan, porque el campo vectorial ya no es constante.
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Figura 69. Distorsién del sistema homogéneo debido al forzamiento del sistema.

(a) Sistema homogéneo () Sistema no homogéneo

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Ejemplo 49. Coeficientes indeterminados para sistemas

no homogéneos:

Resolver el sistema:

3V V7 -2 11" sen2t
X/ =AX =
1 ©) [ 1 —2] [x2]+ [3c052t]
Solucion:
Necesitamos solamente una solucién particular X, para resolver
el sistema 2X2 no homogéneo. Como los elementos de f(t) son
polinomios en t, entonces podemos predecir que:

= [A cos(2t) + B sen(3t)] -/ _ [2Bcos(2t) — 24sen(2t)
P |C cos(2t) + D sen(3t) YA = 2Dcos(2t) — 2Csen(2t)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial dada y agrupando
términos tenemos:

—2A+C

—ZB+D+1]
A—2C+3

]+sent[ B_D

Cos t[;g] + sent [:;ﬁ = cost

313



Y obtenemos un sistema de cuatro ecuaciones algebraicas en
las incdgnitas A, B, C y D:

2B=-2A+C —-2A=-2B+D+1
2D=A-2C+3 —2C =B -2D.
Cuya matriz ampliada del sistema es:

2 2 -1 060
1 0 -2 -2|-3
2 -2 0 1 [-1
0 1 2 =210

Llevandola a una escalonada reducida obtenemos:

_21/65
100 0
0 1 0 ol */es
0 0 1 of 34/
000 1l
/65

De donde la solucién particular es:

ol 1 [—21cos 2t + 38sen(2t)
P = 65| 34cos(2t) + 53sen(2t)

Nosotros ya calculamos X_,;(t) en el ejemplo 19 de la seccion
10.3, luego podemos escribir la soluciéon general del sistema como:
Y — —t[1 —3¢[ 1

X (t) = 2e [1] +e [_1]

N 1 [—21005 2t + 38sen(2t)

65 |34cos(2t) + 53sen(2t)

La figura 70, muestra la distorsién complicada producida por la
funcién forzada sinusoidal.



Figura 70. Distorsionamiento complicado debido a una funcién forzada sinusoidal.

(a) Sistema homogéneo  (b) Sistema no homogéneo

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

El método de variacién de parametros descrito en la solucién
de ecuaciones diferenciales lineales, no homogéneas, puede ser
adaptado de manera general para resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales lineales no homogéneo:

X =AX+f¢ )
Donde los elementos de la matriz A (t) pueden ser funciones de t.

Si A es una matriz nXn con n vectores propios linealmente
independientes, entonces sabemos es élgebra lineal que la matriz
fundamental para el sistema homogéneo asociado:

X/ = AX (78)

Es una matriz T((t) cuyas columnas son soluciones linealmente
independientes de (78). Sabemos también que:

X = A®)X (1) (79)




Y la solucion general de (78) estd dada por:

Xn=X@t)C (80)

Donde € es un vector constante arbitrario. Laidea es reemplazar
C en (79) por una funcién vectorial D(t) y luego determinar  tal que:

X, =X v(t) (81)
Sea una solucién de (77). Eso significa que:
(XV) =AXV + f
X'V +Xv =AXV + f

AXV +Xv =AXv +f (Usando 79)

xv'=7
V= x1f

Luego:

V= f X (1) f(di+ K

y para una solucién particular podemos escoger K=0.
Sustituyendo (81), tenemos:

X,=X(OB=X® [ XY (O)f(D)dt (82)

Por lo tanto, la solucién general de (77) es:

X(t) = x_@_‘g’ + X (b) f X 1Of(t)dt

_— —

X, X,

y podemos determinar que C =x1 (0) )TO) para la condicién
inicial X(0) = X,. Estos hechos nos llevan al siguiente teorema.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Solucion general de X/ = AX + £ (t)

Si A(t) es una matriz cuyos elementos son funciones con-
tinuas sobre el intervalo en consideracién, y si f(t) es un
nX1 vector con elementos continuos. Si X (t) es una ma-
triz fundamental para X/ = A(t)X, entonces la solucién ge-
neral del sistema lineal no homogéneo:

X/ = AX + f(t),X(0) =X,
CSs
X(t) = XOX L) X, + X (©) [[X1(s)f(s)ds (g3)

—_— —

X, X,

Ejemplo 50. Variacion de parametros:

Use el método de variacién de parametros para encontrar una solucién
particular para el sistema:

X/—AX+f(t)— H ] [4-t—1]

Solucion:
Sabemos que:

X, = cie3t B] + cye3t [_12]

Luego una matriz fundamental y su inversa esta dada por:

—t i 23 e—3t
X(©= [2 2e—f]yx "0 =55 —et]
Luego:
. 1 —3t -3t _ 1re 3t (6t — 5)
¥ = x1 =22 ¢ ] . =‘[e ( ]
v =XT(Of (@) 7| 20t _et [4t_1 4]—et (2t +3)
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Integrando por partes cada una de las componentes del vector,
se tiene:

7=l )

Entonces por (83), una solucidn particular de nuestra ecuacion
esta dada por:

Xp=X (1) () = 1'[28:; 2e-t] [ _3:((;t_+21t))] [_t]

que es exactamente el mismo resultado que obtuvimos en el
gjemplo 47, por el método de coeficientes indeterminados.

Ejemplo 51. Variacion de parametros:

Use el método de variacién de parametros para resolver el PVI con la
misma matriz A del ejemplo 49, pero con funcién forzada diferente,
es decir, resolver:

X' =AX+F(@t) = Ll} 1 [;Cﬂ +et [g]ff(OF [é]

Solucion:
Por el ejemplo 49, tenemos que la matriz fundamental es:
-t

e _1 _ 1 ze—3t e—3t
5 _t] con X (t)_Z get ot

e3t
x| fa

Usando la férmula (83) para encontrar una solucién particular,
se tiene:

t
X, =Xt fo X 1(s)f (s)ds

o3t et ] t1[2e~38 e—3s] 2eS
263t —2e-f loz 205 —eS [0 ]ds

Ze3t —e‘t] IO [46



_l e3t e—t [ 4t ]
T4)2e3t —et]lett —1

l[—e‘t + (4t + 1)e3t]
27t + (8t — 2)e3t

Luego la solucién general de nuestra ecuacion esta dada por:

t
X(t) = XX 10)X, + X (b f X1(s)f (s)ds
— 0

— —

X, X,

e—t

_ ] —St][ [ et + (4t + 1)e®
T |23t —2e°t 2ef 0

e t + (8t —2)edt

_1[ —e”t + (4t + 3)e3" ]
—2e7t + (8t + 2)e3t




1. Superposicion para sistemas. Dado que:
—> - 1 2 -
L(®)=®) -} %%

_ et - —. _ [-2et] _ +
X1 = [et] es una solucion para L (X;) = [ Oe ] =f1
Y
=1 > — 11 _
X, = [_1] es una solucién para L (Xz) = [1] =1
Encuentre una solucién particular para:

L()_()) _ [etg-Z]

2. Superposicion para sistemas.
Dado que L (X) =f es un sistema lineal de
ecuaciones 2X2, y que:

1+t ]zﬁ

X, = [ﬂ es solucion para L ()?) “l-1-3t fa

—

—_— 1 ., i 1
Y X2 = [2] es solucién para L (X) = [_5] =f2
Encuentre una solucién particular para:

L@ =213

3. llustracién no homogénea
llustre el principio de superposicién para el sistema lineal
no homogéneo:



t—2+et]

X =AX+f(@t) = [41; ﬂ [J)Z] + [4t— 1 — 4et

Y su solucién particular:
t
vo_le"—t
Xp - [1 _ et]

Para encontrar la solucién general.

Use el método de coeficientes indeterminados para resolver los
sistemas lineales no homogéneos en cada uno de los problemas
del 4 al 7.

SR

X/ = [1 ﬂi * [90t]

6. X/ = 1 ‘1‘]}+ [e"t]
/. X/ = H ‘11]} + [105(;71 t]

Variacion de parametros. Para los problemas 8 al 15, use el
método de variacion de pardmetros para obtener una solucién
para el sistema no homogéneo y luego encuentre la solucién
general.

8. ¥ =[, %+ [5]]
0. ¥ =[, 1%+ [ 5.1
0. % =3 X+
L ® =) R
12. “7’=:5 5]?’*[-1:]




15. ?=[? -01]?"'[1213 t]

En los ejercicios 16 al 25, use el método de variacion
de parametros para encontrar la solucion general para
X/ = AX +f(t)

6. a=[2 Slvr-[0]

7 A= Slvi=[5]

18 A=[, gvF-[i]

-3 101 - [et
19. A= s]yf‘[eZt]
'3 2] - [0
20 A=[° {lvi-= =
42t
21. A= 2]yf_ |5
—4 -2 6] —sent
22. A=l6 3 -6|yf= [ZSent
-2 -1 4 0

1 -18 8 0
23.A=[0 14 —6]y7=H
0 35 -15 0




-6 -6 18 0
24, A=[1O 13 —42]y?:[4

2 3 -10

11 -7 -41 |1
25. A:[—6 4 zlyf= 0
42 —27 -15

Use la técnica de los coeficientes indeterminados, para encontrar
soluciones particulares para los sistemas 26 al 28.

2% A=l3 olyF-lZl

27. A= :_2 _62] yi: [iZ]

28. A=[8 ﬂy7=g]

29. Use el método de coeficientes indeterminados y la
— a
escogencia natural X = 4. [aﬂ para encontrar una solu-
cién particular del sistema X/ = AX + f(t) donde:
-1 07 - [—2et
A=[1 —in=[ |

—et

30. Considere el sistema X/ = AX + f(t) donde:

A= [_12 —01] yf= [se(r)L t]

Como la primera derivada de la funcién seno es la funcién coseno,
podriamos arriesgar una conjetura que implica tanto senos
como cosenos. Use el método de coeficientes indeterminados
y la conjetura X—p) = Acost + B sent,donde A = [Z;] yB= [Zﬂ
para encontrar una solucion particular del sistema.



En esta seccién analizamos los sistemas no lineales auténomos, don-
de raramente habra una solucién analitica con férmulas. El anélisis
cualitativo, con su enfoque en los equilibrios (de los cuales puede
haber mas de uno) y la estabilidad es mucho méas importante.

Antes de que los gréficos por ordenador estuvieran disponibles
a principios de los anos ochenta, el acceso a sistemas no lineales no
era facilmente accesible. Pero desde entonces se ha vuelto casi trivial
crear retrato de fase de sistemas 2X2, incluyendo las no lineales, tan
facilmente como para una ecuacion diferencial de primer orden en
una variable. Con un poco de experiencia, estudiantes de primer ano y
no matematicos pueden facilmente analizar un sistema 2X2 no lineal,
en lugar de tener que esperar por cursos de posgrado especializados.
En esta seccién se pretende dar algo de esa experiencia.

Se recordaran muchos temas familiares en este nuevo escenario
no lineal, como son:

Equilibrio y estabilidad.

Nuclinares.

Existencia y unicidad para sistemas autonomos.

Sistemas lineales que proporcionan las bases para el analisis.

La vinculacién de los gréficos t-x y t-y con las trayectorias del

plano de fases.

También hay una nueva caracteristica: ciclos limite. Vamos a

utilizar el andlisis cualitativo para dibujar las imagenes, y a continua-

4 Un texto que complementa bien esta seccion es el de los autores: Kaplan Daniel and Glass
Leon, Understanding Nonlinear Dynamics (1995).
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cidn, centramos en la interpretacion de las imagenes en términos de
modelos del mundo real. Consideremos el sistema no lineal auténomo
de ecuaciones diferenciales:

== f(xy) (89
dx
— = 9(xY) (85)

En la introduccion de este capitulo se han dado ejemplos de
este tipo de sistemas.

10.20.1 Equilibrio y estabilidad

Si x (t) y (1) son equilibrios o soluciones constantes de (84) y (85),
entonces x (t) =,y (t) = s para constantes r y s. Sustituyendo estos
valores en (84) y (85), encontramos que las soluciones de equilibrio r
y s deben satisfacer:

0=7f(xy) (86)

0=9(xy) 87

Estas ecuaciones no lineales algebraicas pueden ser usadas para
determinar el equilibrio para un sistema de ecuaciones diferenciales.
Para los sistemas lineales, x = 0, y = 0 es un equilibrio, por lo que no
es mucho problema hallar los equilibrios del sistema.

Ejemplo 52:

Encontrar todos los equilibrios del sistema no lineal:

% = —=x+xy
dy ,(88)
i —4y + 8xy

w
[\
&) ]



Solucion:
Seax (t) =ryx (t) = s, donde r y s son constantes. Entonces de (88)
tenemos:

O=-r+rs=1r(=1+5s)
0=-4s+8rs=4s (—1 + 2r)

De la primera ecuacion se tiene que: r =0,y s = 1. Entonces:

Sir=0,implicaques=0
Sis=1.Implica—-1+2r=0,esdecir quer =%

Luego hay dos puntos de equilibrio para el sistema:

X=0,y=0y,x=1,y=1

Observemos que este es un sistema que tiene dos puntos de
equilibrio. En el ejemplo 1, mostramos entonces un sistema no lineal
auténomo de la forma:

/=8 _
xh=—=f(xy)

d 89)
v == =gxy)

que consiste en dos ecuaciones diferenciales en dos variables
dependientes, con las funciones f y g que ya no se limitan a ser lineales.
En la notacién vectorial podemos escribir de la siguiente forma:

S Xl e d_[f(xy
=[] y# = G=[ anlo0

Esta ecuacion (90) no involucra matrices cuando el sistema no
es lineal.

Cuando los componentes x (t) y, y (t) de una solucién de (89)
se trazan paramétricamente en el plano x -y, las curvas solucién
o trayectorias, representan su interaccién. Veremos una mayor
variedad de retratos de fase que los de sistemas lineales.
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Comparar el retrato de fase no lineal en la figura 63 con el
retrato de fase lineal en seccién 10.5, figura 35. ;Qué aspectos
nuevos observa usted?

Los sistemas no lineales pueden tener mas de un punto de
equilibrio o ninguno.

El retrato de fase para sistemas no lineales incluye algunos
patrones locales que se parecen sospechosamente a los
patrones que estudid para sistemas lineales en el apartado
10.5.

La forma en que los retratos de fase localmente son lineales
encajan decididamente en los no lineales.

El retrato de fase en la figura 63(d) muestra un nuevo hecho,
que es el ciclo limite, que es un lazo oscuro, atrayendo
trayectorias espirales de ambos lados y de afuera.

Figura 71. Gréfico de un ciclo limite en el retrato de fase.

(a) =y
¥=x{x-1)

N
i}

fc) x'=xt=y+12 (d) x'=1+y+ax2
Ye=pedy y'=p2-ix

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Cada uno de los hechos anteriores se debe examinar en algun detalle.




¢ Como se mueven las trayectorias del sistema auténomo general 2X2
(89) sobre el plano de fase? jHay principios que prescriben lo que
pueden y lo que no pueden hacer? Dos reglas de este tipo se refieren
a la singularidad y la continuidad: trataremos principalmente con
sistemas 2X2 que satisfagan criterios de unicidad. Algunos sistemas
que no lo hacen, junto con un teorema, se discuten en los problemas
39-40y en la seccion 10.11.

Propiedades de las trayectorias en el plano de fase para un
sistema 2X2 no lineal

1. Cuando se satisface la unicidad, las trayectorias en el plano
de fase no se pueden cruzar.

2. Cuando las funciones f y g en (89) son continuas, las tra-
yectorias también son continuas (no se rompen) y son suaves
(no tienen esquinas ni cuspides).

Si se experimenta con dibujos de curvas que satisfacen estas
reglas, encontrard que, a menos que sean curvas cerradas, siempre
vienen de algun lugar y siempre se dirigen a algun lugar también.
Lo que es mas, «en alguna parte» puede ser punto, curva cerrada o
«infinito». Las curvas en tres o mas dimensiones pueden comportarse
de forma mas salvaje, pero nos atenemos a los retratos de fase para
dos dimensiones en esta seccion.

Recordemos que la pregunta critica acerca de una solucion de
equilibrio es si esta es estable: ;Las soluciones cercanas permanecen
cerca o se alejan? Las definiciones de equilibrios estables, asintoti-
camente estables, neutralmente estables e inestables deben ser
revisadas en este punto (ver seccién 10.5). Usted debe ser capaz de
identificar la estabilidad de los equilibrios en la figura 71.



Para sistemas no lineales, es comun que los portadores de fase con-
tengan puntos de equilibrio donde el sistema esta en reposo. A di-
ferencia de los sistemas lineales estudiados en la secciéon 10.5, los
sistemas no lineales pueden tener mas de una solucién de equilibrio
(que puede ocurrir en otros puntos distintos al origen), 0 ninguno en
absoluto. Los puntos de equilibrio se pueden encontrar determinando
donde x/ =0y, y/ = 0. Es decir, para el sistema (89), al resolver simul-
tdneamente las ecuaciones algebraicas:

dx
/:—: =0
Xl =— f (xy)
dy
/:—: =
yh== glx,y) =0

ya sea exactamente o por aproximacion numérica. Pruebe esto
con los retratos de fase de los sistemas en la figura 50.

Otro método para localizar equilibrios es usando las nuclinares,
vistas en el capitulo 2 y 3, y ahora para ser revisado, graficamente,
el equilibrio ocurre en la interseccién de las nuclinares de pendiente
horizontal con las nuclinares de pendiente horizontal.

Vimos en la seccién 2 y 3 cémo las nuclinares, curvas donde x =
0, oy = 0, son una valiosa herramienta en el andlisis cualitativo de
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Ahora veremos cémo
las nuclinares se pueden utilizar para ayudar a analizar soluciones de
sistemas no lineales. La diferencia aqui es que los nuclinares no son
lineas rectas necesariamente, como lo fueron para sistemas lineales,




Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcazar

330

pueden ser curvas en el plano de fase. El siguiente ejemplo ilustra
cémo se pueden utilizar las nuclinares para analizar un sistema no
lineal dificil.

Ejemplo 53. La no linealidad retuerce el retrato de

fase>:

Analizar el sistema no lineal:
x' =x+e”
y'=-y
Solucion:
Aunqgue el sistema no lineal no tiene una solucién de forma cerrada,

el sistema puede analizarse utilizando herramientas cualitativas.
Encontramos las nuclinares resolviendo:

X' =x+e?=0, (v-nuclinar)
y'=-y=0 (h-nuclinar)

Donde la v - nuclinar x + e¥ =0 y la h - nuclinar y = 0 se
intersecan en el punto (-1, 0), y tenemos un punto de equilibrio en
este punto (figura 72).

Las trayectorias seran horizontales en el eje x (y - nuclinar),
con movimiento hacia la derecha para, x/ = x+1> 0y para
la izquierda cuando x/ = x + 1 < 0.

Enlacurvav-nuclinar, x + e™ = 0, el movimiento esta hacia
abajo cuando y > Oy, hacia arriba cuando y < 0, porque y /

=-y_

5 Este ejemplo es adaptado de Steven H, Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos. Reading
NMA: Addison - Wiiesley (1994).
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Figura 72. Punto de equilibrio interseccién de dos nuclinares horizontal y vertical.

-ﬁl- E 'v" 1 1
I’ P I AR R '1. IEIRY
i 3 ERE ] ] [ 1 t
<y <0 10 A I T B
| <o sl A I8
i I [ b R
_h_p.-l-,,,_jj.__—.d__-'t_.. gl =
Fé"ﬂ:#zll"_l * -l
¥'>0.07 =
foi 8
T
=0y 0

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Las nuclinares dividen el plano x-y en cuatro «cuadrantes» distintos,
donde x, y, y tienen diferentes signos. La figura 64 de la izquierda
muestra las direcciones generales de las trayectorias en cada cuadrante.
Con el sentido de la flecha puede obtener un buen sentido de la forma
en que fluyen las soluciones, especialmente si se amplia el equilibrio.
Podemos llevar a cabo este anélisis mas lejos dibujando un campo de
direccién del sistema superpuesto con varias soluciones (ver figura 64
la de la derecha). Podemos concluir a partir de la figura 72, que el punto
equilibrio (-1, 0) es inestable y se parece a una deformacion en silla.

Ejemplo 54. Extraterrestre:

Analizar el sistema:

x/ = xy

y/ =9 — x*—y?

Solucion:

El sistema no lineal tiene cuatro puntos de equilibrio, que se obtienen
haciendo:

xX'=xy =0

y/= 9_x2_y2=0

o
w
jut



Dichos puntos son (£3,0) y (0,%3), los cuales se encuentran
resolviendo las dos ecuaciones simultaneas x’= 0 y, y/= 0. Las v -
nuclinares (resolviendo x/= 0) son los ejes x vy, v, y la h - nuclinares
(resolviendo y’= 0) es el circulo x? + y?= 9. Dibujamos estas curvas,
superponiendo las nuclinares con flechas horizontales y verticales, en
la figura 67, de manera que se tiene lo siguiente:

Las flechas verticales apuntan hacia arriba dentro del circulo
x> +y?=9, dondey=9-x%-y?>0,y hacia abajo fuera del
circulo.

Las flechas horizontales apuntan a la derecha en el tercer
cuadrante, porque x’= x y > 0 alli, y a la izquierda en el
segundo y cuarto cuadrantes, porque x’ = x y < O alli.

Figura 73. Gréfica de las intersecciones de las h- nuclinares y las v- nuclinares

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Si hacemos zoom sobre los equilibrios, las flechas sobre vy
entre las nuclinares, nos permiten deducir que (0,% 3) son equilibrios
inestables, y que las soluciones fluyen alrededor del otro equilibrio
(£3, 0). La adicion de unas pocas trayectorias alrededor (£3, 0)
muestra que los equilibrios en el eje x son neutralmente estables,



porque las trayectorias cercanas no son atraidas ni repelidas.
Localmente, los puntos (3, 0) se parecen a puntos centrales con
soluciones periddicas que giran alrededor de ellos.

Un nuevo hecho no encontrado en el estudio de los sistemas
lineales es el de ciclo limite.

Ciclo limite

Es una curva cerrada (representando una solucion pe-
riddica) para la cual otras soluciones tienden por enrolla-
miento alrededor més y méas estrechamente desde el inte-
rior o el exterior (en tiempo hacia delante o hacia atras).

En la seccion 10.5, vimos orbitas cerradas solo en familias al-
rededor de un centro. Por contraste, un ciclo limite es aislado:
aqui hay una tira que lo rodea que no contiene otra orbita ce-
rrada, como el ciclo oscuro de la figura 50(d) (obsérvese que
las orbitas cerradas en 50(a) no estan aisladas).

Los ciclos limite no son facil de encontrar como equilibrio (los
cuales se pueden localizar algebraicamente), pero ellos apareceran
en retratos de la fase realizados por computadora como sistemas
2X2 no lineales, asi que es importante aprender a entender lo que
ellos representan.

En la figura 74 vemos diferentes formas en que las soluciones
cercanas pueden relacionarse con un ciclo limite. El comportamiento

6 Ver el teorema de Poincaré - Bendixon en J. H. Hubbard and B. H. West, Differential
Equations: A Dynamical Systems Approach, Part 2: Higher - Dimensional Systems. Editorial Springer
- Verlag (1995).
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estable se produce cuando el envoltorio de solucidén estd mas cerca del
ciclo limite cuando t = oo. En un sistema fisico un ciclo limite estable
es con frecuencia un comportamiento deseado, representando el
movimiento en curso que no viene a descansar en un equilibrio ni
vuela al infinito.

Por otro lado, se produce un ciclo limite inestable cuando la
solucién hacia atras (t —» —oo) tiende al ciclo limite, y la solucién hacia
adelante se aleja de un punto de equilibrio u otro ciclo limite dentro o
hacia otro destino fuera (punto de equilibrio, ciclo limite, o «infinito»).

Figura 74. Comportamiento de las soluciones cerca al ciclo limite.

o o1

a) Estable desde el b) Estable en eI c) Estable desde el (2)) lnestal:lxlfe en.
exterior e interior exterior e |ne§table interior e |ne§tab|e ambos, en e |n‘_cer|or
en el interior en el exterior y en el exterior
exteriory el interior _yinestable en el nteror interiory inestable en el interiory el
el extrior exterior

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Ejemplo 55. Ecuacion de Van Der Pol”:

Hacer un analisis de la ecuacién diferencial de segundo orden:
2

dt?

Llevandola a un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.

dx
—e(l—xz)E+x=0

7 Balthazar Van der Pol (1889-1959), fue un fisico e ingeniero holandés, quien en los afios
20 desarroll6 modelos mateméticos para el voltaje interno y la corriente en los radios.
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Solucion:

Esta ecuacidn es llamada la ecuacién de Van Der Pol y se puede
convertir en un sistema de ecuaciones de primer orden haciendo el
cambio de variable:

y=€(1—x%)y —x
Para ciertos valores de €, el retrato de fase genera un ciclo limite
que atrae todas las trayectorias cuando t — oo. Ver la siguiente figura.

Figura 75. Gréfica de la ecuacién de Van der Pol.

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Solucion de componentes graficos

Podemos trazar por separado en el plano t-x o t-y, el
comportamiento individual de cada componente en funcién del
tiempo: estas graficas se denominan series temporales. Con
frecuencia utilizaremos la computadora para crear retratos de fase,
lo que se puede hacer numéricamente con una precision notable,
como estudiaremos en la seccién 10.10. La tarea importante es ver




cémo estos graficos estan vinculados. La figura 76 muestra la serie
de tiempo para una unica trayectoria en el plano fase.

Figura 76. Series de tiempo para una trayectoria.

@) ® ()

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Como hemos observado anteriormente, la solucién cuantitativa se
puede obtener y trazar para sistemas lineales del tipo estudiado
en la seccién 10.5, pero esto es menos frecuente en el caso de
problemas no lineales. Una excepcién es la situacion en la que la
identidad de célculo:

dy _ dyjdt x,

por las ecuaciones (9) y (90), que transforma la ecuacion (91)
en una ecuacién de primer orden en X, y y, que se puede resolver,
explicita o implicitamente, para dar una familia de curvas solucién en
el plano x -y (por supuesto, este mecanismo puede funcionar tanto

para sistemas lineales como no lineales).



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Ejemplo 56. Parabolas semi-cubicas:

Para el sistema lineal:
X/: yz
y/: - X

Utilice la identidad (91) para transformarla en una ecuacién de
primer orden.

Solucion:
Para el sistema no lineal:

X/= yz
y=-X

Utilizando la identidad (91) se tiene:

dx dxjdt  x/ y

Esta ecuacién se puede resolver mediante variables separables,
y encontramos la familia de soluciones implicitas:

3x2+2y3=C

Algunas de sus graficas se muestran en la figura 77:

Figura 77. Algunas soluciones de la parabola semi-cubica.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 57. Alrededor del circulo:

Para el sistema lineal:
X=y
y=-Xx
Utilice la identidad (91) para transformarla en una ecuacién de
primer orden.

Solucion:
Para el sistema no lineal:

X=y
y=-x

Utilizando la identidad (91) se tiene:

Esta ecuacién se puede resolver mediante variables separables,
y encontramos la familia de soluciones implicitas:

x2+y?=C

Algunas de sus graficas se muestran en la figura 78, que es una
familia de circulos.

Figura 78. Algunas soluciones para el sistema dado.

s

\

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Para cada uno de los problemas 1 al 5 determine las variables
dependientes, dado que tes la variable independiente, y los parametros;
determine cudles de los sistemas son auténomos y no auténomos.

lineal y no lineal, y si es lineal, cudles son homogéneo o no

homogéneo.
: u = 3u + 4v
v = “2u + sent
/
=y + ix
2. 77

2x + y + y sen t

. x' = kx,
-
x, = - senx,
y P =q
5 /
qg = pg - sent
S’ = rSI
5. 1’ = rSI - vl
R =yl

En cada uno de los problemas 6 al 9, muestre que el
sistema se satisface por el conjunto de funciones dadas.




6. X'=x (x=et, y=et)
y'=y.

7. x'=y (x=sent,y=cost)
y/=-X.

8. x/=y+t(x=—%t+%,y:_t_§)

2
y'=-2x+3y+5

X
27 (x=0, y = sen 2t, 7 = cos 2t

©
~
[

70 = -2y

Para cada uno de los sistemas no lineales del 10 al 13, haga
una grafica de las nuclinares con flechas, sobre y entre ellas,
mostrando la direccién de las soluciones y marcandolas como estable
o inestable. Interpretar estos bocetos en términos de los retratos de
fase de sistemas, mostrados en la figura 10.46(a) y (d) para aclarar
los comportamientos de las trayectorias. Luego, para cada grafico,
escriba un parrafo para describir los comportamientos:

x =y
10. W = i)
x = x
1.5, -
y' = y-3cos x
x = x’-y+2
]2 y/ — y+2x
13 x = I+y+x?

y = %-3x

P2




Para cada sistema no lineal en los problemas 14 al 19, determine
las soluciones de equilibrio, si hay alguna, y chequee luego las h- nuclinar
y la v- nuclinar. Trace luego las flechas apropiadas sobre y entre ellas,
para indicar las direcciones de las curvas solucion. Adicione algunas
soluciones tipicas y escriba una descripcién de su comportamiento.
Identifique todos los ciclos limite.

/= x' = y-In|x
14, ¥ =0 15, % = y-inld

y = y-x*+1 vy = x-In]y|

/= ]- 2_ .2 .X/ — ]_x2_ 2
16, X =yl 7.7 Y

y' = -x+y(1-x°-y°) y = x

x = y-x*+1 /= —y-1
18, T 19, % = My

vo= y+x°-1 voo= |xl+y-1

Equilibrio para ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden

Para las ecuaciones diferenciales de segundo orden en los
problemas 20 al 25, encuentre y clasifique las soluciones constantes
como sigue:

a. Reescriba la ecuacion de segundo orden como un sistema de
ecuaciones de primer orden.

b. Trace las nuclinares para el sistema de primer orden, rotulelas
con flechas apropiadas y encuentre el equilibrio.

c. Deduzca cuéles de los puntos de equilibrio de los sistemas no
lineales son estables, determinando asi la estabilidad de las
soluciones constantes de la ecuacion diferencial de segundo
orden.

d. Identifigue todas las soluciones peridédicas e indique si son
ciclos limites.



20. X/ + (X% 1)x/+x = 0 21.9//+(“‘27)6:0

22.x/l == =0 23.x + (x)2+x2=0

x-1

24. X/ + |x|x+x=0 25. x4+ ((x)%- 1)x/+ x=0

Desafio creativo. Crear un retrato de fase interesante eligiendo
nuclinares que se cruzan en puntos clave y la organizacion de hacerlos
estables (puntos llenos) o inestable (puntos abiertos). Sugerencia:
piense en como ET fue «disenado» en el ejemplo 52.

Encontrando ecuaciones de trayectorias. Use la identidad:

Para hacer un bosquejo y encontrar las ecuaciones en el plano
de fase de los sistemas, en los problemas 27 al 39.

27. x/ =y 28 X/ =y
y/ =x y/ =—-x
29. x/ =y(x%+1) 30. x/ =1
y/ = 2xy? y' =x+y

Sistemas no lineales de aplicaciones. Para cada uno de los
siguientes sistemas de ecuaciones en los problemas del 31 al 33, en-
cuentre los puntos de equilibrio y trace muestra de las trayectorias
en el plano de fase. Discutir el comportamiento a largo plazo de las
soluciones en términos del equilibrio.



x/ = 2xy

y/ = y% — x? — 1 (campos eléctricos entre dos cargas).

y/ = yz — x2
x/ = 2xy (sistema dipolar).
x/ =y

y/ = —x —signy (amortiguacién de coulombes).

Donde:
1siy>0
Signy = O0siy=0
—1siy<0
34. Solucién secuencial. Determine la solucién general (con-
tiene dos constantes arbitrarias) para el sistema:
x! = —3x.
y/ = —xy?
Resolviendo en la primera ecuacion y sustituyendo el re-
sultado en la segunda ecuacion.

Ciclo limite en polares. Para los sistemas 35 al 38, dados
en coordenadas polares, determine el ciclo limite en el pla-
no de fase x -y, y discuta su estabilidad, encuentre solucio-
nes cuantitativas cuando sea posible. Ayuda: con coorde-
nadas polares, si algun valor constante k para r hace que
r/ sea cero, entonces hay un ciclo de limite circular enr =
k. Explicacion: ;qué significa @ = 1? Usted debe ser capaz
de dibujar trayectorias tipicas de plano de fase x-y a mano.

= (1-r)f ¥’ = ra-r)
35. g - g 36. g - g

¥’ = r(1-r)(2-1) ¥’ = 1(1-r)(2-r)(3-r)
37, _ 38. , _




Test de existencia y unicidad. El teorema de existencia y
unicidad de Picard dados en el capitulo 2 y 3 de este texto, se puede
extender a un sistema de dimensiones superiores, como sigue. Las
ecuaciones lineales vistas anteriormente satisfacen automaticamente
el teorema de existencia y unicidad, pero para sistemas no lineales se
puede tener problemas.

Teorema de existencia y unicidad

Para un sistema de n dimensiones de ecuaciones diferenciales de
primer orden:

dxl
W = fl(xl,xz, .....,Xn)
dx,
W = fz(xl, X2, e .,xn)
dx,
T (X1, X0, e, X))

Donde todas las fi son continuas sobre un t - intervalo | y sobre
una regién R en R™, donde a; < x<b;, con el punto inicial (to, Xo) &l XR,
existe un ndmero positivo h tal que el problema con valor inicial:

X = f(t,%),%(to) = Xq

Tiene una solucién X(t) para t en el intervalo (to — h, ty + h).

. . f; ., : .
Si ademas a—Q es también continua en R para toda i, entonces la
15

solucién es Unica.
Para cada uno de los sistemas 2x2 en los problemas 39 y 40:

Diga ddénde (y por qué) usted esperaria dificultades en cuanto
a la existencia o unicidad.



Esboce un retrato de fase que ilustre lo que sucede (o0 no) y

explique.
x/ =1+x x/ = x/y
39.y/=(1+x)\/§ 40.y/:x_y/x

41. Hamiltoniano para el oscilador armoénico. La mecénica
hamiltoniana® esta basada sobre la funcién hamiltoniana
H (p, 9), que representa el total de la energia en términos
de la coordenada generalizada p y el momento genera-
lizado g (la mecéanica de Newton se centra en las fuer-
zas). El sistema hamiltoniano esté definido por:

g By o

dp dq
Para el sistema masa resorte sin amortiguaciéon con masa
M, constante del resorte k, y desplazamiento X, tene-
mos que g = x y p = mx/ (el momento). .
- Muestre que la energia cinética para la pmasaz es f—m.

. 2 q
- Muestre que la energia total es H (p, q) = .-+ .

- Obtenga el correspondiente sistema hamiltoniano.

Laboratorio de computacién. Plano de fase, andlisis. Para
los sistemas en los problemas 42 al 47, use un apropiado software
para llevar a cabo las siguientes investigaciones:

Trace un campo vectorial.

Trace una muestra de las curvas solucion.

Determine los puntos de equilibrio.

Determine el comportamiento de la estabilidad de los puntos
de equilibrio.

o o T o

e. Discuta el comportamiento a largo plazo de los sistemas.
f. ldentifique todas las soluciones periddicas y si son ciclo de
limite.

8 Nombrada asi en honor a William Rowan Hamilton.



x/ = x(x —y) y/ = —y
42. 43.

y =y(1-y) x/ =x— x?

x/ =1-|x]| x/ =x(2—-x-7)
44, _ 45.

y/=x—y y/ =-y
16, x'=x+y— x° 47 x/ = sen(xy)

"y/ = cos(x + )




En esta unidad se estudiara el comportamiento de la solucién de
un sistema auténomo 2X2 no lineal cerca de un punto de equilibrio,
mediante el anélisis de un sistema lineal relacionado llamado
Linealizacién. Esta fusion de élgebra lineal y célculo hace posible
clasificar el comportamiento de estabilidad de equilibrios y ciclos
limite para muchos sistemas no lineales.

Recordemos que cuando se estudio el célculo en una variable, vimos
cémo aproximar V10 usando el método de linealizacién:

L(x)=3+ %(x — 9) para la funcién f(x) = v/x
El resultado es:

VIO = £(19) ~ L(10) = 3+ =(10 - 9) = 3=

La Linealizacion es justamente la linea tangente a la gréfica de la
funcion raiz cuadrada en x = 9, calculada a partir de:

L(x) = f (xo) + (x — xo)f/ (x0) para xy = 9 (1)
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Figura 79. Gréfica de la linealizacién a una curva.

i

=

-20

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Un célculo similar se tiene para funciones en dos variables z
=f(x, y) en el dominio de f que conduce a:

L(x,y) = f(xo, )’0) +(x - xo)fx(xo, }’0) + - }’O)fy(xo, )’0) (2)

Donde fx y fy son las derivadas parciales continuas de f. En
este caso, L (x, y) representan el plano tangente en (xo, }’0) para la
superficie z = (x, y) (ver la siguiente figura).

Figura 80. (Gréfica del Plano Tangente a una superficie.

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).




Como una consecuencia del teorema de Taylor para una y dos
variables, el error en la aproximacion al aplicar la ecuacién (1) y (2)
para la funcién suave f son del mismo orden de magnitud como
(xo’ yO)Z y, (¥ =¥0)2 En consecuencia, el comportamiento de la
Linealizacién es muy similar al de la funcién original en un vecindario
adecuado del punto en cuestion.

Retornemos a los sistemas de ecuaciones diferenciales autbnomas:

X=1(x,y),y=8(x,y)

Donde f y g son funciones diferenciables, y estudiaremos el
comportamiento de las soluciones cercanas a un punto de equilibrio
(x., y.), donde conocemos que:

f(x,v,)=0,8%x,y)=0

Cuando (xe, ye) no es el origen, podemos trasladar las coorde-
nadas para lograr que (x_, y.) sea el nuevo origen, entonces podemos
reemplazar f y g con su Linealizacion en el nuevo origen. El resultado
es un nuevo sistema de ecuaciones lineales con un Unico punto de
equilibrio en el origen; este es el tipo de problema que se ha estudiado
en detalle al principio de este capitulo. El comportamiento de la esta-
bilidad de los sistemas no lineales puede ser usualmente similar al del
sistema linealizado.

En algunos casos las formas algebraicas de las funciones
componentes Ty g son lo suficientemente simples como para que la
Linealizacién se pueda obtener por solo «inspeccién». En este caso,
inspeccién significa que, para valores pequenos de las variables,
podemos ignorar los términos de grado superior.
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Ejemplo 58. Linealizacion por inspeccion:

Analizar y linealizar por inspeccion el siguiente sistema:

=y (3)

y/ =—y+x—x°

Solucion:
El retrato de fase para el sistema se muestra en la figura 81.

Figura 81. Retrato de fase para el sistema (3).

h-nuclinal J

2

Retrato de fase
para el sistema

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Las soluciones de equilibrio se encuentran resolviendo el sistema
simultaneo de ecuaciones y = 0, y. -x + y = x* = 0; ellos son (0, 0); (1,
0) y (-1, 0). Podemos analizar su estabilidad cuando linealicemos. Para
esto seguimos los siguientes pasos:

Como x3 es mucho més pequeio que x para valores cercanos a
x = 0, la Linealizacién de (3) cercana al punto (0, O) es:

x/ =

y/=x—y0}/=‘ﬁ=[(1) —11]’_‘)(4)



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Figura 82. Linealizacién para el sistema dado cerca del punto (1, 0).

linealizacion cerca a (1,0)

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

A tiene como valores propios —%i ‘/—23 de signos opuestos, ade-
mas el origen es un punto de silla inestable. El origen también es una
solucién inestable para el sistema (3), pero el retrato de fase no lineal
(figura 82, cerca del origen) es una distorsion de la figura para la
Linealizacién (figura 82, centro).

Figura 83. Distorsién del sistema cerca del origen.

Linealizacion cerca de.(0,0)

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).




Para el estudio del comportamiento del sistema (3) cerca de
la solucién de equilibrio (1,0). Considere (1,0) como un «origen»
usando la trasformacion u = x -1y v = y; entonces u/= x/, v/=y/, y
V/=-v + (u+ 1) - (u+1)3. Por lo tanto, tenemos:

u=v

V= -2u-v-3u’- u?

Suprimiendo los términos de orden superior, da el sistema lineal:

[ﬁ]/ = [—02 —11] [1;] ()
que tiene como valores propios —%i l% Como la parte real
de este par de valores propios complejos conjugados es negativo,
el origen trasladado es un punto Atractor espiral asintéticamente
estable para el sistema linealizado (56).

Podemos concluir que (1,0) es una solucién asintéticamente
estable para el sistema no lineal (3) (ver figura 83).

Un andlisis similar muestra que el punto de equilibrio (-1,0)
es también una solucion asintéticamente estable: en efecto, la
Linealizacién en (-1,0), resulta ser el mismo sistema que en (1,0), como
se muestra en la figura 4 a la izquierda. Usted puede ver que esto se
espera de examinar los dos equilibrios exteriores para el sistema no
lineal original en la siguiente figura.



Figura 84. Linealizacion del sistema cerca de (1, 0).

H=x-1

linealizacion cerca (1,0)

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Cuando se linealiza el sistema autdnomo:

X=f(xy),y=gxy) (6)
No es solo una cuestion de abandonar términos de orden superior
a partir de una expresion polinomial, explotamos la Linealizacién (2)
basada en el teorema de Taylor. Comenzamos por trasladar una
solucién de equilibrio al origen con la transformacion:

W, v) = (X=X,
Como x_ Y, y, son constantes, u'= X'y, vV/=y, , y (6) se convierte
en:

u=f(u+xe,v+ye),

(7

vV=g(u+t+xev+tye)

Cuando u=v =0, el lado derecho de la ecuacién (7) se convierte
enf(x,y)yg(x,y,) yestosson cero porque (x,,Yy,) s una solucion




de equilibrio de (6). La expansion de Taylor de f y g alrededor de (x,,
y,) son:

fxy) =f(x,y)rx-x ) fxx,y)+y-v)fyx,v)*R(XY)

g(X,Y)=8X , V)X -X ) gX(X,V)+(Y-V)8Y X, V)t R(XY)

Donde asumimos que los términos de los residuos R,y R, son de
segundo orden pequenos para (x, y) cercanos a (x €, ye) en el sentido
que:

Ry (xy) _ Ry (x,y)

=0
(x, y)—>(xe ye) :/x2 +y2 (x y)—>(xe ye) :/ x2+y2 (8)

Ademas, debido a que (x , y,) es una solucion de equilibrio de
6).T(x,y)=0yg(x,y,)=0.Asi que cuando descartamos R, y R,
de las expansiones de la serie de Taylor tenemos:

w=ufxx,y)rviyx,y),

V=ugxX,y)rviyx,y), (9

En (9) los coeficientes de las variables de la traslaciéon u 'y v for-
man una matriz de derivadas parciales, evaluadas en el punto (x,, y,),
llamada la matriz jacobiana.

Linealizacion de un sistema autonomo
de ecuaciones diferenciales

Para x'=f (x,y), y g (x, y), T y g diferenciables dos veces, la
Linealizacion del sistema a través del punto de equilibrio (x,,
y.), trasladado poru=x-x_ yv=y-y,

/ Sy "
D

Es la matriz jacobiana. Si J es no singular, la Linealizacién del
sistema tiene un Unico punto de equilibrio en (u, v) = (0, 0), y la



técnica dada en la seccion 10.5 puede ser usada sobre J para
clasificar su comportamiento.

Al final, la matriz jacobiana para la Linealizacién (9) se calcula
directamente a partir de los sistemas originales (6). Y no es necesario
hacer una transformacion explicita de (86) en términos de u vy, v.
Podemos decir que el sistema (6) es casi lineal en (x, ¥ ).

Cuando todos los valores propios de la matriz jacobiana son
negativos o tienen la parte real negativa, las soluciones de
equilibrio del sistema original es asintdéticamente estable.

Si alguno de los valores propios de la matriz jacobiana
son positivos o tienen la parte real positiva, la solucién de
equilibrio es inestable.

Silamatriz jacobiana tiene valores propios de signos opuestos,
el punto de equilibrio no lineal puede tener un equilibrio que se
comportard como una silla de montar, aunque las soluciones
que se aproximan al punto de equilibrio no lo haréan en lineas
rectas (como se puede ver en el siguiente ejemplo 59).

En el caso en el que la Linealizacion no puede predecir el
comportamiento no lineal es cuando la matriz jacobiana tiene
valores propios puramenteimaginarios. La Linealizaciéontendra
un equilibrio de centro, pero la perturbacién generalmente
causa una espiral que puede ser estable o inestable.

Observacion: la Linealizacion y el jacobiano solo es concernien-
te al equilibrio; ellos no permiten encontrar ciclos limites, que son
Unicamente un fenémeno no lineal.
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Ejemplo 59. Analisis:

Analizar los equilibrios del sistema no lineal:

x' =y

y’ =x(x—4) (10)

Solucion:
Los puntos de equilibrio son (0, 0) y (4, 0), la matriz jacobiana en
general es:

0 1
103 =30, o]

En el punto de equilibrio (0, 0), la matriz jacobiana para el sistema
linealizado es:

1(0,0) = _04 ;] con vectores propios 4; ,A; = +2i

El punto de equilibrio es entonces un centro, el cual es neutral-
mente estable.

En (4, O), se tiene:
10 1 . _
1(4,0) = L 0] con vectores propios 4; ,4; = +2
Este punto de equilibrio es una silla, el cual es inestable.

La figura 85 muestra el retrato de fase para el sistema no
lineal 10 y el sistema linealizado en (0O, 0) y (4, 0). Como se mues-
tra en los ejemplos 1y 2, el retrato de fase no lineal incorpora el
retrato de las linealizaciones, con distorsiones para mantener la
singularidad de las soluciones.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Figura 85. Retrato de fase del sistema dado y Linealizacién.

A

y

(Linealizacion () Linealizacion
de(1,0)a(0,0) de(1,0)2 (4,0)

(« Retrato de fase para el
sistema

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Ejemplo 60. Péndulo amortiguado:

Analizar la estabilidad y los puntos de equilibrio de la ecuacion del
péndulo con amortiguamiento dada

0/ + 6/ +sen = 0(11)
Solucion:

Primero convertimos la ecuacién dada en un sistema auténomo,
haciendo x = 8, y, y = 6/de donde:

X' =f(xy)=y. (12)
Y =glxy)=-y-senx

Las soluciones de equilibrio de (11) son (nm,0) paran=o0, £1,+2.

Evaluando la matriz jacobiana, tenemos:

e V)=[§; 53;]= [—cgsx —11]
En (O, 0) nos da:

J(0,0)= [_01 _11] con valores propios 41,4, = — % + I‘E/z

357
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El origen es un punto de atraccién espiral para el sistema
linealizado y un equilibrio asintéticamente estable para (12). De este
hecho, podemos deducir que cada trayectoria en la parte superior o
inferior del retrato de fase se dirige hacia el eje horizontal.

Para examinar el punto de equilibrio en (m,0), evaluemos la
matriz jacobiana para obtener:

J(m,0) = [(1} _11] con valores propios 44 ,4; = —% + \/5/2

Debido a que los valores propios son reales y de signos
opuestos, la Linealizacién en (m, O) tiene un punto de sillin. Por lo
tanto, el péndulo tiene una conducta inestable «parecido a una silla de
montar» en (m, 0). El lector persistente sera capaz de mostrar ademas
que las soluciones de equilibrio (km, 0) para k impar son inestables,
mientras que para k son asintdéticamente estables.

Figura 86. Flujo del sistema y sus nuclinales.

-~ \\ % ~

-~ iy,

- gy e N
N o SR

S

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007). Cuando falla la Linealizacién.

Cuando falla la Linealizacion

En la seccién 10.5, resumimos las propiedades de geometria y
estabilidad del equilibrio en el origen de los sistemas lineales 2x2,
de la forma ® = A%, caracterizados por la naturaleza de los valores
propios de A. Mucho de este anélisis se traslada a sistemas no lineales,
cerca del equilibrio. La excepcion es la del equilibrio del centro, que es
estable. Las pequenas perturbaciones pueden inclinar estas soluciones
de cualquier manera, y no es posible una prediccién general.




La siguiente tabla resume las relaciones entre los resultados
de los lineales y los no lineales. Las unicas diferencias se destacan

en negrita.

Tabla 4. Raices reales distintas.

Valores Sistema linealizado Sistema no lineal
propios —
Geometria Estabilidad
A1 <4, <0 Nodo Asintéticamente Nodo Asintéticamente
atractor estable atractor estable
0<d < A4 Nodo Inestable Nodo Inestable
repeledor repeledor
<0< 4, Silla Inestable Silla Inestable
Fuente. Elaborada por el autor.
Tabla 5. Raices reales repetidas.
Ai=4,<0 Atractor Asintéticamente Nodo Asintéticamente
estrella o estable atractoro estable
nodo Espiral
degenerado
0 <A; = A; | Repeledor Inestable Nodo Inestable
estrella o repeledor
nodo Espiral
degenerado o Espira
Fuente. Elaborada por el autor.
Tabla 6. Raices complejas conjugadas.
a>0 Repeledor Inestable Repeledor Inestable
Espiral .
Espiral
a<0 Atractor Asintéticamente Atractor | Asintéticamente
. estable Espiral estable
Espiral
a=0 Centro Inestable Centro o Incierto
Espiral

Fuente. Elaborada por el autor.




En resumen, se tiene el siguiente teorema®.

Estabilidad de sistemas no lineales

Para el sistema no lineal:

! =
X f(xy) Con jacobiano J = fx(xXe,¥e) fy(xe'}’e)

)'/ =g(xy) 9x(xe,¥e) gx(Xe,¥e)

Los valores propios de J en la solucién de equilibrio (x,y,)
sean A, y,A, (caso real) o a + Bi (caso no real). Las
caracteristicas de geometria y estabilidad sobre ese
equilibrio estan relacionadas como se muestra en la tabla
anterior.

Los sistemas lineales y no lineales difieren en un equilibrio solo
cuando el sistema lineal estd en un borde que implica valores propios
no reales (la parabola que separa los nodos de las espirales o el semieje
vertical que separa las espirales que atraen de las espirales repelentes).
La siguiente figura que ya vimos en la unidad 10.5 nos muestra el
comportamiento de estos sistemas sobre los bordes, para los cuales
los sistemas no lineales presentan comportamientos similares.

9 Detalles de la prueba de esta clasificacion puede ser encontrada en J. H. Hubbard y B. H.
(1991). West. Systems of Ordinary Differential Equations. Springer - Verlag.
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Figura 87. Comportamientos de sistemas no lineales sobre los bordes del plano
traza determinantes.

Nz

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Ejemplo 61. Un caso incierto:

Analizar la estabilidad de las soluciones de equilibrios en el origen
para el sistema no lineal:

X' =f(x,y) =y-x/x2 + y2,(13)
V=g y)=-x-y/x2 +y?

Solucion:
Calculando la matriz jacobiana en (0, 0), tenemos:

0 1 .
)= [_1 0] con valores propios A4, A; = +i
La solucién no cero para la Linealizacién es periddica; las orbitas

son circulos alrededor del origen, por lo cual son punto centro, como
se muestra en la figura 88(b).
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Figura 88. Gréfica de las drbitas alrededor del origen.

(a) Sistema linealizado
en (0,0)

(a) Sistema no lineal

Fuente. Farlow, Hall, Mcdill y West. (2007).

Sin embargo, como se puede ver en la figura 88(a), el origen no
es un punto centro para el sistema no lineal (13), y las soluciones para
el sistema no lineal no son periddicas.

Para entender la diferencia entre el retrato de fase para el
sistema no lineal y el sistema linealizado, interpretamos a (13) como la

suma del campo vectorial:
y
kA

Siempre tangente al circulo alrededor del origen, y:

[—x\/x2 +y?
_yﬂ xz + yz
El cual apunta hacia adentro y hacia el origen. La suma de estos

dos campos tiende hacia el interior, y las soluciones es una espiral
hacia adentro. El origen es asintéticamente estable. Ver figura 81 (a).

Es ilustrativo detenerse y ampliar esta discusion para mirar los
sistemas estrechamente relacionados:

X =f(x,y) =y + Xy X2 + y2x,/x2 + y? (14)

Y/:g(X,y)=—x+y\/x2 +y2y\/x2 _|_y2
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El sistema 14 tiene la misma Linealizacién que el sistema 13;
por razonamiento similar que precede, podemos predecir que las
soluciones para el sistema 14 son espirales hacia fuera, haciendo su
punto de equilibrio el origen inestable.

Ejemplo 62:

Considere el sistema no lineal:

d
N P P

dt
dy
dr
Analizar la estabilidad de las soluciones de equilibrios para el sistema.

¥—3x+y+3x2

Solucion:

Los puntos de equilibrio para el sistema son (0,0) y (1,0). Para poder
analizar las soluciones cerca de estos puntos se requiere hallar el
Jacobiano en estos puntos de equilibrio, esto es:

j = AGy) G| 12+ 4x 0]
9x(xy) gy(xy)| L3+6x 1
-2 0
JO0 =[5 ;
2 0
Jao=1[; J
Cerca de (0,0), el plano de fase para el sistema:
d)?_ 2 01—
E‘-sJX

Los valores propios para este sistema lineal son: -2 y 1, por lo
que el origen es un punto de silla.

Se puede ver que (0,1) es el vector propio para 1y que (1, 1) es
un vector propio para -2. Usando esta informacién podemos esbozar
el plano de fase para el sistema lineal:

w
=]
w



Figura 89. Plano de fase para el sistema dado.

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).
En (1,0) el otro punto de equilibrio el sistema linealizado es:
dX 2 01=
dt [3 1] X

Los valores propios aqui son 2y 1, por lo que para este sistema
el origen segun nuestra tabla es un nodo Repeledor o una fuente.
Usando el hecho de que (0, 1) es el vector propio para el valor propio
1y que (1, 3) lo es para el valor propio 2, podemos esbozar el plano
de fase en la figura 90.

Figura 90. Figura del plano de fase para el sistema dado.

/

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).



Cerca de los puntos de equilibrio, el plano de fase para el sistema
no lineal se parece al de los sistemas linealizados. Las curvas solucién
(numéricamente aproximadas por una computadora) se muestran
en la figura 90. Si amplificamos el plano de fase, cerca de (0, O) y
(1, O) vemos que las curvas solucidon efectivamente se parecen a los
sistemas linealizados correspondientes.

Figura 91. Linealizacién numérica de las curvas solucién.

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).

Es importante observar que la clasificaciéon dada en la tabla
anterior de los puntos de equilibrio para los sistemas no lineales no
dice nada acerca del comportamiento de las soluciones con posiciones
iniciales lejanas del punto (xq, Y,).

Separatrices

Las cuatro soluciones especiales que tienden hacia un punto
de silla cuando t —» o0, 0 t - -oc se denominan Separatrices
(una de esas curvas por si sola se llama una separatriz).

Ellas tienen una especial importancia porque separan las
soluciones con diferentes comportamientos. Las Separatrices
estables son aquellas donde soluciones tienden hacia el punto de




silla cuando t — oo, mientras que en las Separatrices inestables las
soluciones tienden hacia el punto de silla cuando t — - co.

Asi por ejemplo, en el ejercicio 60, donde estudiamos el sistema

no lineal:
dx

— = —2x + 2x*

dr X

d : 3
—}r=—3x+}‘+31“
dr

el origen es un punto de silla. La separatriz estable préxima
al origen separa en dos franjas al plano de fase limitada por las
lineas t = 0 y t = 1. En esta region las condiciones iniciales que
estan arriba de la separatriz dan soluciones x (t) - oo cuando t se
incrementa, mientras que las condiciones iniciales que estan abajo
de la separatriz, y dan soluciones en que x t) - - oo cuando t crece
(figura 91).

Figura 92. Gréafica del comportamiento del sistema cerca del origen para el sistema
dado.

Fuente. Blanchard, Devaney y Hall (1999).



En los ejercicios 1 al 12

a. Determine todos los equilibrios y clasifiquelos (nodos, sillas,
espirales, centros, estable o inestable).

b. Si un valor propio es real, encuentre los vectores propios.

c. Grafique el plano de fase usando el plano de fase del sistema

linealizado.

d. Grafique el plano de fase usando el campo de pendientes con la

ayuda de un software.

e. Grafique el plano de fase usando el método de las nuclinares y

la parte c.

1.

dx _ dy _ )
E—x+xy,a—2y4xy

2. %z-x+xy,%=-2y+8xy
3. E=2x ny,Z—Jt/:y-xy

4. %— 2=y +1

5. %—xy,%=-2x+2xy

6. %= 3+1,%=x2+y

7. = =1y%2 =12

8 T=x(1y)Z=x+y

0. %zx-y+x2,%=x+y
10.%:2x-y-xy,(2—3;=x+2y




11

dx___ 27: _ 2
i x2y,dt 2x-y + xy

12

dx _ dy___ 3
,E—2x+y,a— x-2y+y

Equilibrio en el origen. En los problemas 13 al 18, muestre que
cada sistema tiene un punto de equilibrio en el origen. Calcule
el jacobiano y luego discuta el tipo y estabilidad del punto de
equilibrio. Encuentre y describa otro equilibrio si existe.

13. X' =f(x,y)=-2x+3y+xy Yy =gy =-X+y-2xy?
14 X/ =f(x,y)=-y-x° Y=gy =-x-y

15. X' =f(x,y) =x+y+2xy yY=g(Xy =-2x+y+y3
16. X' =T (x,y) =Y. y=g(x,y)=-senx-y
17. x/ =f (X, y) =X +y? Y =g (X y) =xt+y?

18. x'=f(x,y) =seny y=g(Xy)=-senx+y

Equilibrio inusual. Para cada problema del 19 al 21, determine

el tipo y estabilidad de cada punto de equilibrio real por el célculo de
la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio.

19. ¥ =1-xy y/ =x-y3.
20. X/ =x-3y+2xy y/ =4x-06y-XxYy
21. X =4x - x> xy? y/ =4y -x?y-y?3




22. Finalizacién de la Linealizacion. Complete el anélisis
comenzado en el ejemplo 56, mostrando los detalles de la
Linealizacién acerca de los puntos (-1, 0) parax/ =y, y/ =-y +
X = X3,

Incertidumbre. Debido a que el equilibrio del centro es estable,
pero no asintéticamente estable, la perturbacion no lineal puede
tener diferentes resultados, mostrados en el problema 23 y 24.

23. Determine la estabilidad de las soluciones del equilibrio
del resorte fuerte:

dzx dx dx
et tety

24. Determine la estabilidad de las soluciones de equilibrio
del resorte débil:
d’x dx

Iz dt+ﬁxx =0

25. Ecuacion de Liénard'®. Una generalizacion de la ecuacion
masa resorte amortiguada es la ecuaciéon de Liénard:

dZ
-z +p@) +q@)—0

26.Siq (0) = O, — 1>0 y p (0) > O, muestre que el origen es
un punto de equilibrio estable.

27. Ecuacion conservativa.
Una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

d?x
F+ F(X) =0

10

Alfrede Liénard (1869-1958), fue un matemético francés quien trabajo en fisica aplicada.



Es llamada ecuacién diferencial conservativa. Encontrar
los puntos de equilibrio de la ecuacién conservativa:

Y determine el tipo y estabilidad.

Sistema masa resorte amortiguado. La ecuacién diferencial

lineal de segundo orden:

d?x dx
me— 4+ p—

kx =20
dt? dtJr x

Modela las vibraciones de una masa m atada a un resorte, el
cual tiene una constante k y una constante de amortiguacion
b. Para los problemas de vibracion no lineal 26 al 29, use su
. L, s " dx __

intuicion para decidir si la solucidn cero (x = == ) es estable
o0 inestable. Chequee su intuicién transforméandola a un sistema
de ecuaciones lineales de primer orden y linealizéndola.

d2x  dx [dx\3

28. 7= E'(E) tx=0
d?x dx\3

29. =+ (F) +x=0

d?x  dx dx\3
30. S+ +(5) +x=0

d?x dx

— - =4+x=0
dt? dt

31.
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10.24 Problemas de

aplicacion de sistemas lineales
homogeneos y no homogéneos
y sistemas no lineales

Para los siguientes dos problemas podemos usar un sistema de
ecuaciones diferenciales, basados en el hecho de que:

Razoén de cambio = Razdn de entrada — Razon de salida (1)

Ejemplo 63. Problema de calefaccion:

El profesor Pérez vive en una casa de dos pisos, como se muestra
en la figura 93. Una noche de invierno, con la temperatura exterior
a 0 °F, su horno falla.

Supongamos que las constantes de tiempo en la casa del
profesor Pérez, que especifican la tasa de flujo de calor entre las
habitaciones, son 5 horas entre el piso de abajo y el exterior, 10 horas
entre el piso de arriba y el exterior y 2 horas entre los dos pisos. Si
la temperatura cuando el horno falla es de 70 °F abajo y 60 °F arriba,
;cudl es la temperatura futura en cada nivel de la casa?

Figura 93. Gréficas de las curvas solucién para el problema de la temperatura.

arriba

)

7 N
10 horas ¥(0) - 60°F
<
A |2 horas
[v x(0)-70°F
5 horas

—

abajo %

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Solucion:

Si x (1) vy, y (t) denota la temperatura en el piso de arriba y en el
piso de abajo, respectivamente, la ley de Newton de enfriamiento
establece que la tasa de cambio en la temperatura de la habitacién
es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la habitacién
y la temperatura del medio circundante. En el problema, la razén a la
cual la temperatura de abajo cambia depende de la adicién del calor
(ahora cero) del horno, junto con el aumento de calor (o pérdida)
desde arriba y el exterior. Ademas, la tasa de cambio de temperatura
en la planta superior depende de la ganancia de calor (o pérdida)
desde abajo y el exterior. Por lo tanto, las dos incdgnitas x (t) y, y (t)
satisfacen el problema con valor inicial:

_-—[x(t) O]-—[x(t) y(t)]--ﬁx(t) +- }’(t)

¥ = -5 P (O-x()]- = [y(5)-0] = x()- 2y (t)

Donde x (0) = 70y, y (0) = 60. Escribiendo el sistema en forma
matricial, tenemos:

[ ] 10 5 —6 y] [;Eg))]Z[Zg]

Encontrando los valores propios de la matriz de coeficiente,
encontramos que la solucién general es:

[;Eg ~ ¢ e 015t [Oi‘)] + cetst [111]

Sustituyendo las condiciones iniciales x (0) = 70 y, y (0) =
60 tenemos que ¢, =68y, ¢, = - 8. El resultado es graficado en la
figura 94 Después de un par de horas, la temperatura arriba es
levemente mas alta, aunque por 24 horas ambas temperaturas se
acercan a cero grados.
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Figura 94. Graficas de las curvas solucién para el problema de la temperatura.

it «o=Temperatura arriba

At =Temperatura
abajo

S

4 8B 12 16 M 1

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 64. Problema de mezcla de dos tanques:

Consideremos dos tanques, tal como se muestran en la figura 95.
Cada tanque inicialmente contiene 100 galones de agua, en las cuales
10 libras de sal se han disuelto. Agua fresca fluye en el tanque 1 a
una velocidad de 3 gal/min, y la mezcla bien agitada fluye al tanque
2 a una velocidad de 5 gal/min. La mezcla bien agitada en el tanque
2 es simultaneamente recogida en el tanque 1 a una velocidad de 2
gal/min y fuera del tanque 2 de 3 gal/min. Determinar el problema
de valor inicial que describe este sistema.

Solucion:
Figura 95. Gréfica de los tanques interconectados.

nu).

aram=— iy ]

ta nq.u gl

Fuente. Elaborada por el autor.



Sea x, (1) y, x,(t) la cantidad de sal (en libras) en el tanque 1y
tanque 2 respectivamente. Podemos establecer el problema con valor
inicial en Ib/min, utilizando la ecuacién (1), es decir:

o = (0 52) (35) + () (o) g (550

Razdén de entrada, razdn de salida.
xé _ ( x,lib )(Sg_al)[( x,lib )(Zg_al) +( x,lib )(3g_al)]
100gal min 100gal min 100 gal min

Agregando las condiciones iniciales se tiene el problema con
valor inicial:

X, (0)=x, (0) =10

1

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, que
llevandolo al sistema matricial se tiene:

%17/ _ 1-0.05  0.027[*1] 2,y _ [10
Ll =[00s 008 b @ = [1g

La entrada de agua pura hace que estos sistemas sean homo-
géneos. En ambos tanques, «galones entrando» es igual a «galones
saliendo», lo que significa que el volumen permanece constante a 100
galones y la matriz de coeficientes tiene entradas constantes.

Encontrando los valores propios del sistema podemos resolverlo,
la figura 96 nos muestra la gréfica de las soluciones.
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Figura 96. Gréficas comparativas de dos curvas solucién para el problema de mezclas.

xtn= aumento de sal
enel tanque 1

r{fi=aumento de sal
en el tangue 2.

a0 8D 120 160 f

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Problema 3. Problema de una red eléctrica:

Una red multilazo eléctrica, tal como se muestra en la figura 97, puede
ser modelada por un sistema de ecuaciones diferenciales usando las
leyes de Kirchhoff de las corrientes y los voltajes. Encontrar el modelo
general.

Solucion:
Por la primera ley de Kirchhoff (para las corrientes en los cruces), se
tiene que:

Il=12+13

Por la segunda ley de Kirchhoff (voltaje alrededor de un circuito):

dl,
L1 E‘l‘ R211 + R113 = V(t)

dl,
Lz E'R1[3 == O



Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcazar

376

Figura 97. Circuito eléctrico para el problema anterior.

Fuente. Elaborada por el autor.

Sustituyendol,=1,-1,, obtenemos el sistema lineal no homogéneo
de ecuaciones diferenciales:

R, +R R
/ 12 1 V(t)
11] Ly Ly [11]
I, Ry Ry |LL; 1
L, L 0

Podemos sacar las siguientes conclusiones de este modelo:

Si no hay un voltaje de entrada (es decir V (t) = 0, para t= (),
entonces el sistema es homogéneo.

Silos valores propios son reales, la corriente crece o decrece
de forma exponencial.

Silos valores propios son complejos, la corriente es oscilante.

Ejemplo 66. Problema de mezcla de dos tanques,

sistema no homogéneo:

Consideremos dos tanques como se muestran en la figura 98, donde
inicialmente cada tanque contiene 100 galones de agua pura. Una
solucién de sal con concentraciéon de 1 Ib/gal es bombeada dentro
del tanque 1 a la razén de 3 gal/min, y la solucidon del tanque 1 es



bombeada al tanque 2 a la razén de 4 gal/min. La solucién del tanque
2 es bombeada al tanque 1 a razén de 1 gal/min y también para
afuera, a una razén de 3 gal/min. jcudnta sal hay en cada tanque en
cualquier instante de tiempo? jcudl es el estado estacionario de la
solucién?

Figura 98. Problema de mezcla sistema no homogéneo.

1 gal/min

3gal/min| 100gal =— > 100gal |3 gal/min
~_ —= _ aguafresca aguafresca - — _
Tlb/gal | ccoemremmmmmmnee;

4 gal/min
Tanque 1 Tanque 2

Fuente. Elaborada por el autor.

Solucion:

Llamamos x, (t) y x, (t) al aumento de sal (en libras) en el tanque 1y
tanque 2 respectivamente, la razén de cambio (en libras/minuto) de
sal en cada tanque esta dada por:

o = (152) (o) + () (155) - () (4)

Razdén de entrada, menos razén de salida:
/_( x.1lb )( gal) ( x,1b )( gal)
X2 = 100gal 4min “\100gal 4-min

El cual se reduce a:

x! = -0.04x; + 0.01x, + 3

x) = 0.04x,-0.04x,




El problema con el valor inicial puede ser escrito en forma ma-
tricial como un sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales
lineales, asi:

/
v -, 7= _ |* -0.04 0.0171+v, 3] v 0
/= = 1 = =
X' =AX+/® [xél (00 -goal¥* o] X@ =]
Ya que en t = 0 no existe sal en ninguno de los tanques. Los

valores y vectores propios de A se pueden encontrar facilmente para
obtener:

o= |1 3 1
Ay =002 = ||y, 2y = -0.06,7; - 2]
Lo que produce la solucién homogénea:

X; = cje 002 B] + cye006t [_12]

Debido a que el término forzado es un vector constante, la
solucién particular es:

k- {180 S

=2_5[4 1] [3] _ [100-
314 4110 100!
Entonces la solucidon general es:

X = ¢ e002 B] + cye006t [12 + [188]

Sustituyendo las condiciones iniciales x,(0) =x,(0) = O en la
ecuacion anterior, encontramos que ¢, = - 75y ¢, =25 - 25, luego
tenemos la solucion:

x; = -75e7002t.250°0.06t 4 100
X; = -150e%2t 4 50¢°90%¢ + 100

Se tarda alrededor de 2,5 horas antes de que ambos tanques
puedan obtener su estado estacionario que es el 10 % de la constante.
Valor de estado de 100 Ib en cada tanque.
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Retomemos el ejemplo 3 de la unidad 10.1

Ejemplo 67. Otro problema de mezcla:

Consideremos dos tanques como se muestran en la figura 99. Suponga
que el tanque A contiene 50 galones de agua en los que hay disueltas
25 libras de sal. Suponga que el tanque B contiene 50 galones de
agua. A los tanques entra y sale liquido como se indica en la figura: se
supone que tanto la mezcla intercambiada entre los dos tanques como
el liquido bombeado hacia afuera del tanque B estan bien mezclado.
Construir un modelo matematico que describa la cantidad de libras
y,(t) v, y,(t) de sal en los tanques A y B respectivamente en el tiempo t.

Figura 99. Otro problema de mezcla.

BMIE pura mezcla
3 galimin 1 galimin

mezcla mezcla
4 galmin 3 gal'min

Fuente. Elaborada por el autor.

Solucion:
Vimos que el sistema lineal correspondiente es el siguiente:

d 1
%—'E)’H'%h
d 2 2
YZ “ EyZ
0O: d}’1 1
dt‘ [ 50 3’1]
dy; 2 [z
25
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Para hallar los valores propios, tenemos que resolver el

determinante: 2 . 1
257 50 |_g
2 2 1
25 25

Luego tenemos el polinomio caracteristico:

3
625

_ 924 4
p(d) =41 +£A+

El estudiante puede continuar analizando este problema.

Ejemplo 68:

El circuito eléctrico que se muestra en la figura 100, se describe por
el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

n _r1 o-nql
Wl =1z Gyl
En donde | es la corriente que pasa por la inductancia y V es
la caida del voltaje a través de la capacitancia. Supdngase que en el

instante t = 0 la corriente es de dos amperios y la caida del voltaje es
de 2 amperios. Encontrar | (t) y V (t) en cualquier instante.

Figura 100. Problema de un circuito eléctrico.

R =1ohm

L =1hen
R =2 chms y

Fuente. Elaborada por el autor.



Solucion:
Si se supone que en el instante t, la corriente y el voltaje estén dados
por [’(t)], entonces obtenemos las ecuaciones algebraicas:

20
1-r I(t) O
-1 7” V(t) O

Los valores propios se determinan a partir de la condicion:

|-1-r 11T| =724+ 2r+3=0

De donde 1 = -1+ V2i Y, T, = -1-v2i. Entonces los vectores
propios correspondientes se encuentran a partir (2), luego:

Vi = [\/151]@: [\/151]

La solucién compleja correspondiente ar, y V1 es:
vy = [\/151] e(1HVZi)t = [\/121] et (cosV2t + isenV2t)

-e‘t[ cos\2t ]+ie't senv2t ]
- \/z sen\/zt -\/E cosx/it

Las partes reales e imaginarias forman una pareja de soluciones
linealmente independientes de valores reales de nuestra ecuacion
inicial dada, esto es el conjunto fundamental es:

{eht [éfeffzt] et [x/sfezlf\/tft”

De donde la solucién general estd dada por:

HGI .t[ cosV2t ]+c ot seny2t ]
vl T4 V2 senV2t 2" V2 cosVat




Como se tienen las condiciones iniciales:
10)] _ [2]
V(0)] 2

Tenemos que:

alol+el vzl = [

Por lo tanto, ¢, = 2 y ¢, = - V2, entonces la solucién particular a
nuestro problema esta dada por:

I _ ., [ cosv2t | & senv2t
V(t)]_ze [\/Esen\/ft] v2e 2 cosﬁt]

En la figura 101 se muestra la trayectoria de la solucién. La
trayectoria forma una espiral en el sentido contrario de las manecillas
del reloj y tiende a cero rdpidamente debido al factor e

Figura 101. Gréfica de una trayectoria de una solucién.

VA
22
2 A
1+
| | |
-1 1 2 1
-1 =

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Ejemplo 69. Circuito eléctrico:

Encuentre un sistema de primer orden que modele el circuito de la
figura 102.

Figura 102. Un circuito eléctrico.

Fuente. Elaborada por el autor.

El circuito contiene una fuente de voltaje E, una resistencia R, un
capacitor C y una inductancia |. Ademas, la capacitancia y el inductor
estén en paralelo.

Usando la primera ley de Kirchhoff para la ley de la corriente en
la unién actual en el cruce a la derecha del resisto, como se indica en
la figura, se tiene:

[=1+1,

A continuacidn, la ley de voltaje de Kirchhoff aplicada al bucle

que contiene la fuente y el inductor nos dice:
E=RI+LI/

Despejando de esta ecuacion |,/ y usando la ecuacion anterior
se tiene:

/= %(ER L +1))Q)

383



La ley de Kirchhoff para el voltaje aplicada al lazo que contiene
la corriente, resistor y el capacitor es:

1
= 0!
E RI+CQ-

Donde Q es la carga sobre el capacitor. Cuando usamos esta
ecuacion con Q’= Ly nuestra ecuacion inicial | = I+ 1, tenemos:
1
E=R (] + )+ =1
Resolviendo esta ecuacion para 14 y usando la sustitucion

|/ = 2(E-R(Iy + 1)), tenemos:

1,1
I = -11/+E[E/-EIZ]

_ % [E-R(( + L)] + % [E/'%Iz] (3)

Las ecuaciones (2) y (3) forman un sistema lineal no homogéneo
para |y l,. Esto es un poco mas facil de ver si reescribimos el sistema
como:

R R E R R E
11/ - 'le'zlz + _lIl/ - 'le'zlz +_l

=t () (Do

Para escribir el sistema (4) en notacién matricial, introducimos
I
el vector | = (é) Entonces con:

A= (_15 //LL R /f{ﬁRc) vE= (E/ /fe/-l}s/L)

Luego el sistema puede ser escrito como I/ = AI + F . (5)



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Ejemplo 70.

En el ejemplo 69 suponemos que R = 1 ohmios, L =1 Henry,y C =
5/4 Faraday. Asumimos que |, (0) = 5 amperios y 1, () = 1 amperio,
encontrara las corrientes I, y |, como funcion del tiempo t.

Solucion:
Este es el mismo ejemplo 69 salvo que no existe el voltaje. Usando
el mismo andlisis del ejemplo 69, pero con E = 0, encontramos que

I’ = Al, (sistema homogéneo) donde | = [H yA= [11 1-/15 ’
2

Como T =Tr (A) =-4/5y D = det (A) = 4/5, el polinomio
caracteristico es 42 +;—A+§= 0. Usando la férmula cuadratica
vemos que las raices son (-2 +4i)/5. Encontramos un vector propio
asociado con el valor propio A = (-2 + 4i), encontrando el espacio
nulo de la matriz:

-2-4i/5 -1
A-Al = 3
1 §-4i/5

Procediendo como hemos visto para encontrar dicho valor
propio, se tiene que w = [3 f4i] es un vector propio. El resultado para
este valor complejo es z t) = e**w. Para encontrar la parte real y
compleja de z, calculamos:

z (t)=eMw

_ p(2Hait/s [3 :|—54i]

_ o2t/ [COS(%) + isen(%)] [[35 ] +i [2]]
¥ [cos@ [5]-sen (%) [2]]

Hew [cos &) [2] +sen (%t) [35]]




Luego un conjunto fundamental de soluciones es:

, -5 cos(—)
076 3 cos) -asency| 7
ot -5 sen(?)
Y, O=e7%

4 cos(%t) + 3sen(4?t)
La solucion general es | (t) = C,y, (t) + C, y, (t).

Ent=0, se tiene:

[} =10 = [gggg] [3615+C 1462]

Como C,=-1y C,= 1, entonces la solucion particular es:

0 [Il(t) NG 5 cos(—) -5sen (—)
(1) NG cos(?) + 7sen(?)

Figura 103. Grafica de una solucién particular.

20094 4 0052 8.1176 .14 .16 1426 16

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Ejemplo 71. Un sistema no homogéneo:

Para el circuito del ejercicio 7, supongamos que R = 1 ohmios, L
= 1 Henry, y C = 5/4 Faraday, ademads supongamos que la fuerza
electromotriz estd dada por una bateria y E = 5 voltios. Asuma que |,
(0) = 5 amperios y que I, (0) = 1 amperio, encontrar las corrientes |, e
|, como funciones de t.

Solucion:

Este circuito ya fue considerado en el ejemplo 70. Usando el resultado
obtenido para el sistema homogéneo, ahora vamos a considerar el
sistema no homogéneo I/ = AI + F donde:

A= [1 1/5 yF= [55]

Vimos en el el sistema homogéneo, ejemplo 70, que el conjunto
fundamental de soluciones para este sistema homogéneo es:

-5 cos(4—t)
2t

vy, (=es 3cos(—) 45371( )

-5 sen(%t)
4 cos(%t) + 3sen(4?t)

2t

Y, O=es

Luego:
N e'zs_t -5cos (%) -5sen (g) _
3cos(5)-4sen(5) 4cos( )+35 n(s)

es la matriz fundamental.



La solucién general de I’ = AI + F tiene la forma I =Y _+Y
donde Y | es una solucion particular y Y = C,y,+C, y, es la solucion
de la ecuacién homogénea asociada. Como en el lado derecho de la
ecuacion F = [ ] es un vector de constantes, es natural pensar en una
solucion particular de la forma Y = [pz], el cual es también un vector
formado por constantes. Luego Y debe satisfacer 0= y{, =AY, +F.
De donde tenemos que A Yp= -F, o

[0 aysl ] =[]

) . 5
Resolviendo este sistema encontramos que Yp= [0] es una
solucion particular.

Las constantes C, y C, se escogen para que se satisfaga | =Y o
+ Y, con la condicion inicial dada, esto es:

[i] =1(0) =Y _+Y (0= [g]+ Y. 0)
Esto requiere Y, (0) =Y (0). C = [(i)] Entonces resolviendo:
C
H [Cﬂ - [3]

De donde concluimos que C, = 0y C= Y, por lo tanto, Y,
(t) = y,/4. Entonces la solucién es:

2t
5-5¢"s sen(%)/4

IO=Yp+Yh()= o2t/5 [cos( ) + 3sen(—)/4]



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Ejemplo 72. El sistema masa resorte acoplado:

Considere el sistema masa resorte acoplado constituido por dos
masas unidas por tres resortes, como se muestran en la figura 105.
Supongamos que no hay amortiguacion y no hay fuerzas externas.
Primero encuentre un sistema de segundo orden de ecuaciones
diferenciales que gobiernan las posiciones de las masas m,y m,. Luego
encuentre un sistema equivalente de ecuaciones diferenciales lineales.

Figura 104. Sistema masa resorte acoplado.

Fuente. Elaborada por el autor.

Solucion:

Cada una de las masas tiene su propia posicion de equilibrio donde
todo el sistema esta inmavil. Six (1) y, y (t) denotan los desplazamientos
de la masa m, y masa m, respectivamente, desde estas posiciones
de equilibrio.

Primero examinemos las fuerzas sobre la masa m,. Hay dos
resortes conectados a m,y el efecto de ambos puede ser tomado
por separado. El primer resorte ejerce una fuerza de F, = - k,x sobre
la masa m, donde k,es la constante del primer resorte. El segundo
resorte ejerce una fuerza de F,= k, (y-x). Observe el signo. Si 'y es
mayor que X (luego y - x > 0), entonces el segundo resorte es estirado
y la fuerza es ejercida sobre la primera masa hacia la derecha. La
segunda ley de Newton nos dice que:

mx’=F+F =-kx+k (y-x).




Hay también la accién de dos resortes sobre la segunda masa.
El segundo resorte ejerce la fuerza - F= - k, (y - x) (el opuesto de
lo que el segundo resorte ejerce sobre la primera masa). El tercer
resorte ejerce la fuerza F, = - k,y. La ecuacion diferencial resultante
paray es:

m,y’=-F+F=-k,(y-x)-ky.

Podemos reescribir estas dos Ultimas ecuaciones como:
X//: M X + ﬁy
1 my

k k,+k
* o (k2 3)}'
m; m,

y// =

Este es un sistema de segundo orden con dos incégnitas. Para
encontrar un sistema lineal equivalente, procedemos de la siguiente
manera. Hacemos

Ug
U= (Z;) con: uy (£) = x (£),u(t) = x/ (£),u3 () = y(£),y wa () = y/(t)

Uy

Observe entonces que:

(ki +k k (ki +k k
ué:x//:(l 2)x+ Zy: (1 2)u+ 2
my 1 my m

De manera similar, se tiene:

k, (ky+ks3) k, (ky + k3)
_x-—y T e— -

Up-——U3

[ — ) —
u, = =
+=Y m; m, m; m;

Juntamente con las ecuaciones, u{ =x/ =u, VY, ué =y/ =u,,

obtenemos el siguiente sistema:

u; = U



2 = Uy T —Us
1 1
ué = u4_
/ k, (ky + ks3)
Uy = —Uyp- 3
ms m;

Este es un sistema lineal auténomo de dimensién 4. El lado
derecho lo podemos expresar como el producto de dos matrices, y
entonces tenemos:

S~ 0 1 0 0
u} -(ky + k3) 0 L2 0 Uy
Uzl _ my my Uz
o 0 0 0 1||us
? ka (ky + k3) Us
y 2 o 2=
4 m, m, i

Las condiciones iniciales para este sistema involucran la posicién
inicial y velocidad de ambas masas:

X (0)=a,x(0)=b,yy(0)=a,y(0)=b,

La condicién inicial para el sistema de primer orden puede ser
dado como la ecuacién de un vector:
a;

by
u©)=|a,

b,

Una de las aplicaciones més interesantes de los sistemas
tiene que ver con el modelo de desenvolvimiento de especies
que interactian. Las especies pueden ser quimicas, econdémicas,
biolégicas u otras. Vamos a considerar dos especies y hablaremos
de ellas como especies biolégicas. Vamos a dar dos ejemplos bien
importantes de este tipo de comportamientos. Problemas de especies
en competencias y problema depredador-presa.
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I

Do

Problema 73. Problema especies en competencias, un

sistema no lineal:

Consideremos dos especies que estan en competencia por el mismo
alimento y refugio, los cuales son limitados. En esta situacion, la
suposicidon mas simple sobre las tasas de crecimiento es:

u(x,y)=a-by-cx
V(X Y)=q-rx-sy

Donde a, b, ¢, g,r, s, son constantes positivas, y ay q representan
la razén del crecimiento, si no hay competencia. Aqui asumimos que
las tasas de crecimiento de ambas especies disminuyen a medida que
se hacen mas grandes debido a recursos finitos para ambos.

Estas suposiciones conducen al sistema no lineal:

% = x(a-by-cx) = ax-bxy-cx?

d
= = y(g-rx-sy) = qy-rxy-sy* (6)

Analizar el sistema anterior.

Solucion:
Observemos que, si la poblacién de una de las especies es cero,
digamos y (t) = 0, entonces la especie x satisface la ecuacion logistica

ya analizada:

dx _ 5
i x(a-cx) = ax-cx

De forma similar si x (t) = O, entonces la especie y, satisface la
ecuacion diferencial logistica:

dy )
i y(q-sy) = qy-sy



Entonces el x - eje y el y - eje contienen trayectorias. Las
ecuaciones anteriores son ecuaciones diferenciales de primer orden no
lineales a las cuales se le analizaron sus lineas de fase. Asi la ecuacién
logistica en x, tiene la propiedad de presentar una capacidad de carga
para el medio ambiente x = a/c. Las poblaciones menores que a/c
aumentan y acercan a/c, poblaciones mayores que a/c decreceny se
aproximan a a/c. Cuando hacemos el analisis del plano de fase para el
sistema bidimensional, podemos obtener resultados similares.

Equilibrio. Los equilibrios para nuestras ecuaciones son dadas por:

x=0,0a-by-cx =0
y=0,0q-sy-rx =0

Resolviendo este sistema obtenemos los cuatro puntos de
equilibrio que son:

(0,0, (0,9/s), (a/c, 0), (a, B)(a, B)
Donde (a, B)(a, B) son las soluciones del sistema:

cx+by=a
rx+sy=gq
Si asumimos que cs-br # 0 cs-br # 0, tenemos que el punto
(a, B) existe y es Unico. Entonces:

_as-bq cq-ar

a = =
cs-br’ cs-br

Observemos que el punto (0, 0) corresponde a la poblacién
cero de ambas especies y (0, g/s), (a/c, 0) son la capacidad de carga
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del medio ambiente para cada especie. Los otros cuatro puntos
corresponden a poblaciones no negativas si ambos @ = 0,y = 0.

Veamos una aplicacién particular de este ejemplo 11.

Ejemplo 74:

Supongaqueb=qg=r=s=1,c=3,ya=2Yy, lleve a cabo el analisis.

Solucion:
Entonces reemplazando en nuestro sistema (6), obtenemos el sistema
no lineal para la competencia de especies:

% = f(x,y) = x(2-y-3x) = 2x-xy-3x?

dy )
= = 9 y) = y(1-x-y) = y-xy-y
Primero determinamos el equilibrio, para esto tenemos que:
x(2-y—-3x)=0
y(1-x-y) =0

De la primera ecuacion se tiene una posibilidad que es x = 0,
en este caso se tiene en la segunda ecuacion quey =0,y y =1, esto
corresponde a los puntos de equilibrio (0, 0) y (0, 1). Si 2 -y -3x =0,
entonces por nuestra segunda ecuacion se tiene que el equilibrio es
(2/3, 0), ademas para un cuarto punto de equilibrio se tiene que:

(2-y—3x)=0
(1-x-y) =C

y resolviéndolo nos da el punto de equilibrio ((1/2, '2). En
resumen, los cuatro puntos de equilibrio son:

(0,0), (0, 1), (2/3,0), (1/2, ¥2)



Linealizacién: recordamos que cerca de cada equilibrio, la
solucion (y las trayectorias en el plano de la fase) puede ser aproximada
por el sistema linealizado correspondiente con la siguiente matriz:

dZ—A
E— Z

Calculamos la matriz general para este ejemplo:

of  of

ox ady| _ 2-y-6x -X
A=lay =7 1] @

dx  Oy.

Recordamos que z = [;Z] representa el desplazamiento
desde el equilibrio. La matriz por (7) se debe evaluar en cada punto
de equilibrio. Cada uno de los cuatro puntos debe ser analizado se
paralelamente.

Equilibrio en (0, 0). La matriz evaluada en (0, 0) es:
2 0]

Az[o 1

En este caso, el equilibrio es el origen (0,0), de modo que la
serie de Taylor o Linealizacién corresponde simplemente a ignorar
los términos no lineales % = 2x,i—f = y. Como la matriz es una matriz
diagonal, los valores propios son justamente 4 = 2, 1, entonces el origen
es un nodo inestable. Para A = 1, el vector propio correspondiente es
[(1)] para A =2es [(1)] Observe que las trayectorias son tangentes al
gje y cuando t - oc y las trayectorias se alejan del origen a medida
que aumenta el tiempo. En las especies en competencia la figura 105,
nos muestra el diagrama del plano de fase en el primer cuadrante y
cerca del origen.




Figura 105. Diagrama de fase en el primer cuadrante.

¥ Y
0 0.5 "

Fuente. Campbell y Haberman (2008).

Equilibrio en (0, 1). La matriz (7) evaluada en (0, 1) es:
[1 0
A= [-1 -1]
Los valores propios A y vectores propios (u,v) satisfacen la
ecuacion matricial:

T L=l

Los valores caracteristicos son 4 = 1,—1 determinados a partir
de la condicién del determinante (4 + 1)(4-1) = 0, entonces el punto
de equilibrio es un punto de silla inestable de la ecuacién (8). Para
A = -1, el vector propio es [(1)] para A = 1el vector propio es cualquier
multiplo de [21] ya que - u-2v = 0, el cual esta localizado en la figura
106.

Equilibrio en (2/3, 0). La matriz evaluada en (2/3, 0) es:

2 -2/3
A‘[o 1/3



Los valores propios Ay los vectores propios (u, v) satisfacen la
ecuacion matricial:

2-1 -2/371[ [0
0 1/3-A [l = [01(9)
Los valores propios son A =-2,1/3 determinados a partir de la
condicién del determinante (4-1/3)(4+ 2) = 0. Entonces el punto
(2/3, 0) es también un punto de silla inestable. Para A = -2 el vector
propio es [(1)] para 1 = 1/3, el vector propio es cualquier vector

multiplo de [72] ya que -7/3 u - 2/3 v = 0, este punto también se
puede ver en la figura 106.

Equilibrio en (1/1, 1/2). La matriz evaluada en (1/2, 1/2) es:

13/2 172
A‘[-1/2 12

Los valores propios Ay los vectores propios (u, v) satisfacen la
ecuacion matricial:

-1/2-1 -1/2 7y [0
[ 1/2 1/2-/1] [v] = [o](w)
Los valores propios pueden ser calculados a partir del
determinante /12+2/1+%-1—=/12+2/1+§=0 obtener los valores

A=-1+ V—f entonces el equilibrio (1/2, 1/2) es un nodo estable. De (10)

Para 1=-1 +V—f como (-1- V2)u-v = 0,el vector propio es cualquier
vector multiplo de [1 ;1\/5], para A = -1-v2, el vector propio es cualquier
vector multiplo de [1:\15] ya que (-1+v2).u - v = 0. Cuando t — +ox,
esto es lo més importante, las trayectorias se aproximan al equilibrio,
tangentes al vector [1 fﬁ] asociado con el valor propio -1 + g tal como

se muestra en la figura 104.

Plano de fase. En la figura 106 se muestra el plano de fase como
la combinacién de los comportamientos en los puntos de equilibrio.




Para entender mejor el plano de fase, especialmente el
comportamiento cerca de los puntos de equilibrio, aplicamos el
método de la nuclinares para este ejemplo. Entonces también
podemos considerar la Linealizacion. El método de nuclinares debe dar
un gréafico muy rapidamente. Hay una gran cantidad de informacién
en el método de nuclinares. Una imagen vale mas que mil palabras.
Consideramos el sistema especifico de ecuaciones diferenciales,
correspondiente al modelo especial de competencia de especies.

% = f(x,y) = x(2-y-3x) = 2x-xy-3x?2

dy )
i g(x,y) =y(1-x-y) = y-xy-y

Como este es un modelo poblacional, solo consideramos
el primer cuadrante y se incluye el eje x y el gje y. Muchos de los
resultados que nos dan estas ecuaciones, se pueden ayudar teniendo

en cuenta que:
’ dy _ y(1-xy)

dx  x(2-y-3x)

Figura 106. Grafica de las nuclinales.

Fuente. Campbell y Haberman (2008).



. d d
Las nuclinares son curvas a lo largo de las cuales d—z =0 o,d—i: =

Primero trazamos las nuclinares, las cuales en este caso incluyen los gjes.
En el eje x y = 0 es una nuclinar y una solucién de linea horizontal en el
plano de fase a lo largo de la cual la pendiente es cero; y el gje y, x =0,
es una nuclinar y una solucion vertical en la cual la pendiente es infinita.
Ahora determinamos y graficamos. A lo largo de x + y = 1, la pendiente
es cero, y reemplazamos por horizontales cortas a lo largo de la nuclinar.
A lo largo de 3x + y = 2, la pendiente es infinita, y reemplazamos por
lineas verticales cortas a lo largo de toda la nuclinar, ver figura 105.

También determinamos los equilibrios intersectando las dife-
rentes familias de nuclinares. En este ejemplo, observe cuidadosa-
mente que hay cuatro equilibrios. Marcados en la figura con un punto
((0,0),(0,1),(2/3,0), (1/2, 1/2).

En este ejemplo, estas nuclinares dividen el primer cuadrante
en cuatro regiones. Debemos estar preparados para calcular si x e y
estan aumentando o disminuyendo en funcién del tiempo t en cada
region. Primero analizamos a x. De nuestra primera ecuacién en el
sistema inicial, vemos que siy > 2 - 3x, entonces dx/dy < 0, y entonces
x decrece como funcién del tiempo t, y podemos poner una flecha
hacia la izquierda («) en las dos regiones. Ademas, ponemos flechas
a la izquierda («) a lo largo de la parte apropiada dey = 0 (y > 2/3)
y, X +y = 1. Ponemos flechas derechas (-) en las otras regiones, y
también a lo largo de las otras porciones de las nuclinares con % =0.

Para la dependencia temporal de y, usamos la segunda ecuacién
de nuestro sistema. En este caso, si y > 1 - x, entonces % <0y
decrece como una funcién del tiempo ty podemos introducir flechas
hacia abajo (l) en las regiones apropiadas. Ademas, las flechas
descendentes (l) se colocan alolargode x =0 paray< 1,y alo largo
de la parte apropiada de la nuclinar 2 =y + 3x. Las flechas hacia arriba
(1) estan en cualquier parte.




El siguiente paso es mejorar las soluciones obtenidas usando
el comportamiento del plano de fase cerca de cada equilibrio, usando
lo que conocemos de la teoria de los sistemas lineales (nodos, sillas
y espirales) y usando los vectores propios, l0s cuales tienen que ser
calculados. Brevemente, por ejemplo, el equilibrio (2/3, 0) es un punto
de silla, la direccion estable es bastante claro que es eje - x. Pero la
direccién inestable debe ser consistente con el flujo del noreste en la
regién cercana al equilibrio, determinado por el método de nuclinares,
lo cual es confirmado por el vector propio especifico previamente
calculado [72] Para el otro punto de silla (0, 1), la direccion del vector
propio inestable fue [21] y también incluimos esa informacion. El
equilibrio (1/2, ¥2) es un nodo estable, y las direcciones de los dos
vectores propios son cosnistentes con la direccién de las soluciones
en cada cuadrante, cerca del equilibrio determinado por el método de
las nuclinares. Uno debe notar que incluso con algunas calculadoras
de mano pueden encontrarse los valores propios y los vectores
propios de matrices 2x2.

Las soluciones de los vectores propios que parecen ser rectas
cerca del equilibrio se curvan (como se muestra en la figura 105)
para ser coherente con la informacién aprendida sobre el campo de
direccion a partir del método de las nuclinares. Incluimos trayectorias
que son la continuacién de los vectores propios en cada equilibrio.

Finalmente, dibujamos algunas soluciones representativas en el
plano de fase, asegurandose de que son consistentes con el plano de
fase lineal y con el campo de direccién determinado por el método de
las nuclinares. El resultado se muestra en la figura 107.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Figura 107. Plano de fase con las nuclinales.

Fuente. Camphell y Haberman (2008).

El plano de fase. Podemos obtener trayectorias (utilizando sof-
tware) para el modelo de especies competidoras, que representamos
en la figura 107. En dicha figura hemos combinado los planos de fase
en el vecindario de cada uno de los cuatro equilibrios y bosquejado
el diagrama de plano de fase en el primer cuadrante para el sistema
dado.

Figura 108. Algunas trayectorias en el plano de fase.

Fuente. Camphell y Haberman (2008).
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Este modelo especifico de competencias de especies tiene la
propiedad de que la poblacion cero, asi como las dos capacidades
de carga de una sola especie (0, 1) y (2/3, 0) son estables. Solo la
poblacién de equilibrio en competencia (1/2, 1/2) es estable. Ademas,
desde el plano de fase vemos que casi todas las condiciones iniciales
se aproximan a esta poblacion de equilibrio competitiva estable (1/2,
1/2). Este modelo va en contra de la teoria del nicho, que dice que,
dadas dos especies esencialmente similares, una eventualmente
sustituird a la otra. Otros modelos de especies competidoras se
consideran en los ejercicios.

Supongamos que tenemos unas especies denominadas presas
X (por ejemplo, conejos) y que existe otra especie denominada
depredador y (zorros). Si no existen depredadores, asumimos que
las presas tienen suficiente fuente de alimentos. Por otro lado, si
no hay presa, suponemos que los depredadores moririan. En esta
situacién, la hipétesis mas facil para la tasa de crecimiento de las
especies estaria dada por:

u(x,y) = a-by-cx

v(x,y) =-q +rx-sy

Donde a, b, c, g, 1, s son constantes positivas y, a y q representan
la razén de crecimiento si no existiera competiciéon. Aqui asumimos
que las tasas de crecimiento de ambas especies disminuyen a medida
que las dos especies se hacen mas grandes debido a recursos finitos
para ambos.



Estos supuestos conducen al sistema no lineal:
== x(a-by-cx) = ax-bxy-cx?
2 = y(g-rx-sy) = qy-rxy-sy?
d (11)

Observe que si la poblaciéon de una especie es cero, digamos y
(t) = O, entonces la especie x (t) satisface:

dx_ ( _ 2 (10)
E—xacx)—axcx =ax(l-—x

gue no es otra cosa que la ecuacion logistica.

De forma similar si x (t)

= 0 entonces la especie y (t) satisface
la ecuacién logistica:

y S
I = y(-q-sy) = -qy-sy* = -qy (1 +ay)

Estas lineas de fase unidimensionales corresponderan a
trayectorias en el plano de fase a lo largo de los ejes x y, .

Equilibrio: el equilibrio de nuestro sistema esta dado por:
x=0,0a-by-cx=0
Y:
y=0,0-g+rx-sy=0
De modo que hay cuatro equilibrios:

(0, 0), (O, -qa/s), (a/c, 0), (a, B).
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Donde (e, B) es la solucién de:

cx+by=a
rxX-sy =q

Luego:

__as+bq ﬁ __-cq+ar
“es+br’t T cs+br

Observamos que el valor - g/s es no fisicamente posible debido
a que es negativo y el valor de y no puede ser negativo. Los valores
que son ciertamente significativas son (0,0), la poblacién cero de
ambas especies, y (a/c, 0) la capacidad de carga de la presa. El otro
equilibrio corresponde a poblaciones no negativas si =0 =0, ya
que se garantizaquea > 0a = (.

Ejemplo 75. Modelo depredador-presa:

Supongaqueb=qg=r=s=1,c=2ya=3, en el sistema dado por
(1T) que es un sistema no lineal depredador-presa, es decir:

L _ £(x,y) = x(3-y-2x) = 3x-xy-2x2
dt 1)

d
2 =9@y) =y(1+xy) =y +xy-y?

Analizar el sistema (12).

Solucion:
Primero calculamos los puntos de equilibrio del sistema:

x(3-y-2x)=0
y(-1+x-y)=0

De la primera ecuacion, se tiene una posibilidad x = 0, y en este
caso en la segunda ecuaciébn nosday=0y,y=-1.Si3-y-2x =0,
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entonces con la segunda ecuacidon nos da el punto de equilibrio (3/2,
0), asi como un cuarto equilibrio que satisface:

(3-y-2x)=0
(-1+xy)=0
El cual al ser resuelto nos da el punto (4/3, 1/3). En resumen, los
puntos de equilibrio son:
0,0),(0,-1),(3/2,0), (4/3,1/3)
El punto (0, -1) no es fisicamente posible y no lo usaremos.

Linealizacion: la solucién y el plano de fase, cerca de cada
punto de equilibrio pueden ser aproximados por el sistema linealizado
de ecuaciones diferenciales:

dZ_AZ
==

Para nuestro ejemplo, la matriz es:

af of

ax oy| _[3-y4x  x
A=lag 6_9‘[ y  1x2y

dx ady

Recordemos que Z= [;C,Z] es el desplazamiento de los equilibrios.
La matriz puede ser evaluada en cada punto de equilibrio. Cada punto
de equilibrio puede ser analizado separadamente.

Equilibrio: en (0, 0). La matriz evaluada en (0, O) es:

A<l 4

Como la matriz es diagonal, los valores propios son justamente
A = 3,-1 Entonces, el origen es un punto de silla inestable. Un punto de




silla tiene direcciones de estabilidad e inestabilidad, de acuerdo con los
vectores propios. De los problemas en una dimension, se sabe qué y
decrece en el tiempo (1), y x crece (1) cerca del origen, ver figura 109.

Figura 109. Plano de fase en los puntos de equilibrio.

05

Y

. A

- 1

0

Fuente. Campbell y Haberman (2008).

Equilibrio: en (3/2, 0). La matriz evaluada en (3/2, 0) es:

a-[o 202)

Los valores propios Ay los vectores propios (u, v) satisfacen el

sistema lineal:
[ Il =1

Los valores propios son A = -3,1/2, del valor del determinante
(/1- %) (A +3) = 0. Como los valores propios tienen diferente signo, el
equilibrio ((2/3, 0) es también un punto de silla inestable. A partir de la
linea de fase en una dimension, la direccién estable parad = -3es x. El
vector que da la direccién para la direccidn inestable correspondiente
ad=Ves [73] que surge de la ecuacion -7u-3v = 0.



Equilibrio: en (4/3, 1/3). La matriz evaluada en (4/3, 1/3) es:

-8/3 -4/3
“l1/3 -1/3

Los valores propios Ay vectores propios (u, v) satisfacen el
sistema lineal:

e -0

De la condicién del determinante, los valores propios satisfacen

2 +31+ §+:-= A2 +31 +§ = 0. Los valores propios son A=->> |=
, luego 4, =~ 0.54,1, =~ -2.45. Luego el punto de equilibrio (4/3, 1/3)

es un nodo estable. Para A4; = 0.54, el correspondiente vector propio
-0.62 . . -6.35

es [ 1 ] de forma similar para A, = -2.45 el vector propio es [ 1 ]
Cuando t = +oo, las soluciones tienden al nodo estable en la direccién

['6'135]. Esto también se puede ver en la gréafica 103.

El plano de fase. En la figura 110, se tiene graficado el plano de
fase con base en la Linealizacién y el campo de direcciones. Notemos
que el equilibrio (2/3, 0) es un punto de silla, y hemos incluido la tra-
yectoria que comienza en la direccidn de la direccién inestable (vector
propio) de ese punto de silla. Vemos desde el plano de fases que la
mayoria de las condiciones iniciales se aproximan al equilibrio, que es
un nodo estable. Nuestra comprension del plano de fase y el campo
de direccién se puede mejorar usando el método de nuclinares (como
hicimos con el ejemplo de las especies en competencias). En la figura
109 se muestra un plano de fase para este modelo dibujado, utilizan-
do una computadora.
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Figura 110. Plano de fase para el modelo dado.

st

L.

0 X 1 . 2

Fuente. Campbell y Haberman (2008).
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1. Cadena de desintegracion radioctivo. El isétopo ra-
dioactivo del yodo, I-135, se desintegra en el isétopo ra-
diactivo Xe-135 del xendn; esto a su vez se descompone en
otro producto (estable). Las semividas de yodo y xenén son
de 6,7 horas y 9,2 horas, respectivamente.

a. Escriba un sistema de ecuaciones diferenciales que
describa el aumento de | - 135 y Xe - 135 presen-
te en un tiempo t.

b. Obtener la solucién general del sistema lineal encon-
trado en la parte a.

2. Mezcla de comportamiento multiple I. Considere dos
tanques grandes, como se muestran en la figura 111. El
tanque A esté inicialmente lleno con 100 galones de agua
los cuales tienen disueltos 25 libras de sal. El tanque B
esté inicialmente lleno con 100 galones de agua pura.
Agua pura esta entrando al tanque A, a una razén cons-
tantes de 4 gal/min. La solucién bien mezclada del tanque
A pasa al tanque B a una razén de 6 gal/min, y la solucién
del tanque B bien mezclada pasa al tanque A, a una razén
de 2 gal/min. La solucién en el tanque también sale del
tanque a una razon de 4 gal/min.




Figura 111. Problemas de mezcla mdltiple.

4 galfmin == —=-
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Fuente. Elaborada por el autor.

a. Encuentre el aumento de la sal en cada tanque en el tiempo t.
Trace las graficas para mostrar cémo el nivel de sal en cada
tanque estd cambiando en el tiempo t.

c. ¢la cantidad de sal en el tanque B siempre excede a la del
tanque A?

d. ;Cdémo es el comportamiento a largo tiempo en cada
tanque?

3. Mezcla de comportamiento multiple Il. Repita el pro-
blema 1, pero cambie el volumen inicial en el tanque A
a 150 galones.

4., Modelo del compartimiento acuatico: Un modelo
simple de tres compartimientos que contienen alimen-
tos en una cadena alimenticia es estudiada por M. R,
Cullen. Por ejemplo, la constante az; = 0.04 junto con
el compartimento de conexién de flechas 1 (fitoplanc-
ton) al compartimiento 3 (zooplancton), significa que
en cualquier momento los nutrientes pasan del com-
partimiento del fitoplancton al compartimento del zoo-
plancton a 0,04 x1 por hora. Hallar el sistema lineal
X/ = AX que describe la cantidad de nutrientes en
cada compartimiento (figura 112).




Figura 112. Modelo de compartimiento acuético.

T
Fitoplacton |
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respiraci Pasto
0. 10/kr
T 00l . E—
Agua o Zooplacton
0.05/hr ' ‘
excrecion

Fuente. Elaborada por el autor.

Circuitos eléctricos. Use las leyes de Kirchhoff para determinar
un sistema lineal homogéneo 2X2 que modele el circuito en los
problemas 5y 6 (figura 113).

Determine la solucion general para las corrientes I, Ly I,si R,=
R,= R,= 4 ohmios y L,= L,= L= 2 henrios.

Figura 113. Circuito eléctrico.

Lazo D H R Lazo :D i F
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Fuente. Elaborada por el autor.

5. Encuentre la solucion general para las corrientes |, Ly |,
si R,= 4 ohms, R, = 6 ohms, L,=1 Henry, L,= 2 Henrys.



Figura 114. Gréfica del Circuito eléctrico

4 ohms
1 4
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Fuente. Elaborada por el autor.

6. (Sistema masa resorte acoplado). Suponga que dos masas
iguales m,= m,= m estan unidas a tres resortes, cada uno tiene
la misma constante k,= k,= k, en donde los dos resortes de
afuera estan atados a la pared. Las masas se deslizan en linea
recta sobre la superficie del piso sin friccion. El sistema se pone
en movimiento sujetando la masa de la izquierda en su posicién
de equilibrio mientras al mismo tiempo se tira de la derecha de
su equilibrio a una distancia d (tal como se muestra en la figura
115).

Notamos por x (t) y, y (t) las posiciones respectivamente de las
masas m,y m, de sus respectivos puntos de equilibrio. Entonces
(y = x) es el estiramiento o comprension del resorte de la mitad.
Dado que las Unicas fuerzas que actian sobre las masas son
las fuerzas debidas a los resortes de conexion, la ley de Hooke
dice que:

La fuerza sobre m, debido al resorte izquierdo es = - k; x.
La fuerza sobre m, debido al resorte de la mitad es = - k,

(y = x).



La fuerza sobre m, debida al resorte de la mitad es = - k
(y = x).
La fuerza sobre m, debido al resorte de la derecha es = - k
y.

Por lo tanto, tenemos el problema de valor inicial:

2

3

m x’=-k x-k, (y-x),x(0)=0,x(0)=0;
m, y’=-k,(y-x) - ky,y(0) =2,y (0) = 0.

Si hacemos x; = x, X, = X/, X, =y, y X, = Y/, entonces podemos
escribir las dos ecuaciones anteriores como un sistema 4X4 de
ecuaciones:

0 1 0 0
X1 _kl + kz 'k_z 0 Xy
xé |l m my )
/| 0 0 0 1]]%3
xi k, ~(kz + k3) X4
! m, m,

Sea k; = m; = 1, muestre como estas ecuaciones se pueden
resolver usando valores y vectores propios para encontrar:

X (t) =cos t- cos V3t
y (t) = cost+cos V3t

como se ilustra en la siguiente figura.

Figura 115. Gréfica del sistema masa resorte.




Fuente. Elaborada por el autor.

Para los problemas 8 y 9 use un computador para graficar el
retrato de fase para el problema de valor inicial. Luego grafique los
componentes x(t) y x, (t) para cada problema con valor inicial como
funciones de t. ;Como se relacionan estos gréficos con la trayectoria
correspondiente en el plano de fase?

4 5lvw

0.X/ =AX=[;

10. Las graficas en la figura 116 son curvas solucién de tres
diferentes sistemas lineales de ecuaciones diferenciales.

X/ =pX

Donde: "

¢Qué se puede deducir de los valores propios (y vectores
propios) que se aplicaran a las tres ecuaciones diferenciales?
;qué se puede deducir de las diferencias en z/ entre los tres
casos?



Figura 116. Gréficas para el problema 10.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

10. Considere el modelo del ejemplo 12, de dos especies en
competenciascona=2,b=c=1,g=r=6,s=0.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos,
sillas, centro espiral, estable o instable).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando el método de las
nuclinares.

d. Mejore el retrato de fase usando los valores y vectores
propios.

e. Cheque el plano de fase usando un software.

11. Considere el modelo del ejemplo 12, de dos especies en
competenciascona=3,b=2,c=1,9g=2,r=s=1.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos,
sillas, centro espiral, estable e inestable).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando el método de las
nuclinares.



d. Mejore el retrato de fase usando los valores y vectores
propios.
e. Revise el plano de fase usando un software.

12. En el ejemplo 12, reduzca la tasa de crecimiento inherente
de x cambiando el valor de a, a 3/2. Aumente el efecto de la
competencia en x cambiando b a 2, e incremente las limitaciones
de recursos sobre x cambiando ¢ a 4, de modo que b =2,c =4,

g=r=s=1,a=3/2.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal. (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares. Explique
en términos bioldgicos qué representa el método de las
nuclinares.

d. Mejore el plano de fase los vectores propios si los
valores propios son reales.

e. Revise el plano de fase usando un software.

13. En el ejemplo 12, si hay alimento y refugio suficientes,
entonces se puede establecer c =0, S = 0. Por ejemplo, considere
B=a2yQ=r=1.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares. Explique
en términos biolégicos qué representa el método de las
nuclinares.



d. Mejore el plano de fase los vectores propios si los
valores propios son reales.
e. Revise el plano de fase usando un software.

14. Considere el modelo depredador-presa (ejemplo 13) con a =
3,b=c=1,g=r=1,5s=0.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares. Explique
en términos biolégicos qué representa el método de las
nuclinares.

d. Mejore el plano de fase, los vectores propios si los
valores propios son reales.

e. Revise el plano de fase usando un software.

15. Considere el modelo depredador-presa (ejemplo 13) con a =
3,b=1,c=6,g=r=S=a.a.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos,
sillas, centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal. (No
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

d. Mejore el plano de fase, los vectores propios si los
valores propios son reales.

e. Revise el plano de fase usando un software.

17. En el ejemplo 13, remueva la limitacién para la poblaciéon de
presas, cambiando c a 0, tambiéna=3,c=0,g=r=s=b=1.



a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

d. Mejore el plano de fase, los vectores propios si los
valores propios son reales.

e. Revise el plano de fase usando un software.

17. En el ejemplo 13, remueva la limitacién para la poblacion de
presas y depredadores por ¢ =s =0, tambiéna=3,yq=r=
b=1.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

c. Muestre que las soluciones periddicas existen.

d. Revise el plano de fase usando un software.

18. En el ejemplo 13, aumente el efecto del depredador sobre
las presas, aumentando b a 6 también hacer a=3,b =6, c = 2,
g=r=s=1.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase usando el sistema lineal
(incluyendo los vectores propios si los valores propios son
reales).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

d. Revise el plano de fase usando un software.




En los ejercicios 19 al 21, considere el modelo depredador-
presa en el cual asumimos que existe alimentacion ilimitada y
refugio disponible, de modo que dejada a si misma, la presa
crecera exponencialmente. Suponga que sin la presa el depredador
se extinguird lentamente (tal vez hay un suministro de alimentos
alternativo, pero carece de los nutrientes adecuados). En lugar de un
multiplo constante de x y, utilice la siguiente funcién de captacién mas
realista:

ﬂ=x(a-bL) = ax-b ad y

dt 1+x 1+x
dy x X
%=y (atr ) =

Obsérvese que de nuevo el eje x, y el eje y contienen trayectorias,
y solo necesitamos considerar x 2 0,y = 0x =0,y = 0.

19.Seaa=b=1,g=2,r=1enlas férmulas dadas.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos,
sillas, centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase utilizando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

d. Mejore el plano de fase usando los vectores y valores
propios si son reales.

e. Trace el plano de fase usando un programa de
computador.

20.Seaa=b=1,q=05r=1,en nuestras ecuaciones.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase utilizando el sistema lineal (no
calcule los vectores propios).



c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

d. Mejore el plano de fase usando los vectores y valores
propios si son reales.

e. Trace el plano de fase usando un programa de
computador.

21.Seaa=b=1,q=1,r=2en nuestras ecuaciones.

a. Determine y clasifique todos los equilibrios (nodos, sillas,
centros espirales, estables o inestables).

b. Trace el retrato de fase utilizando el sistema lineal (ho
calcule los vectores propios).

c. Trace el retrato de fase usando las nuclinares.

d. Mejore el plano de fase usando los vectores y valores
propios si son reales.

e. Trace el plano de fase usando un programa de
computador.




Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

10.26 Cantidades que se
conservan

En la figura 117 vemos una porcion de una curva solucion, para el
sistema planar:

X =f(xy)
y=g(xy) (13)

En el plano observe que entre los puntos A y B, la curva es
la gréfica de y como funcién de x. ;Podemos descubrir cuél es esa
funcién de la ecuacién diferencial?

En el punto (x,, y,) en la figura 116, tenemos dibujados el campo
vectorial, mostrando sus componentes f (x,, y,) y g (X, Y,). Como el
vector es tangente a la curva solucion en (x,, y,), la pendiente de la
curva es igual a la pendiente de su vector tangente. Asumiendo que la
pendiente es finita, tenemos:

Figura 117. Porcion de una curva solucion.

dy _ gxy)

(14)

dx ~ f(xy)

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Do

Podemos también encontrar este resultado usando la regla de
la cadena y la igualdad anterior:

ay
dy _dvde ) _ gty
dx dt dx ax fxy) (15)
dt
Entonces el sistema (13) lleva a una ecuacion diferencial lineal

de primer orden (14) para y como funcién de x. Algunas veces esta
ecuacion puede ser resuelta, quizds solo con una relacién implicita
entre x vy, y. Incluso esto puede proporcionar informacién muy (Util.
Miremos un ejemplo elemental.

Ejemplo 76. La energia cinética:

Usando la velocidad v = y/, la ecuacion m y” + k y = 0 para el sistema
masa - resorte sin amortiguar, lo podemos escribir como el sistema:

y' =v
k

.2

v my

Encontrar la relacion entre las componentes y, y v de la solucion.

Solucion:

De (14) tenemos que:
dv _ -ky

dt mv

Mediante separacion de variables y resolviendo, se tiene la
relaciéon implicita:

%mv2 + %ky2 = C (16)

11 En la derivacion siguiente, usamos el hecho de que :—; =1 /ax UNa consecuencia del teorema
de la funcién inversa. a



Donde C es una constante arbitraria. Esta ecuacion, mejor la
podemos escribir de la siguiente forma:

1 1
Sm(D)* + k() =C
Para enfatizar, que esta igualdad es verdadera para todo t.

La ecuacién (16) tiene un significado fisico. El término:

2
1 1 (d

K=-mv?=-m (—y)
2 2 \at

es la energia cinética del sistema masa resorte. Mientras que:

es la energia potencial. Entonces la igualdad:

1 1
E=K+U=3mv* +-ky?

Es la energia total del sistema. La ecuaciéon (16) dice que la
energia total del sistema masa resorte es conservado durante su
movimiento.

Entonces, hemos mostrado que el desplazamiento y (t) de un
oscilador arménico sin amortiguamiento satisface la relacion (16). El
conjunto de pares (y, v) que satisface (16) forman una elipse centrada
en el origen. Ejemplos para diferentes valores de la constante C son
mostrados en la figura 118, en donde se usan los parédmetrosm =1y
k = 3. Las curvas son correspondientes a C =2, 2, 9/2,y 25/2.




Figura 118. Gréficas soluciéon para diferentes valores de C.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

En la figura 119 mostramos la gréafica de la energia total E (y,
V) = %mv2 + %kyz, como una funcion de vy, y, v. Esta es una superficie
en tres dimensiones. Sobre el plano (y, v) y debajo de la superficie,
algunas elipses definidas por %mv2 +§ky2 = C, son mostradas para
algunos valores de la constante C. Estas curvas incluyen estos pares
de puntos (y, v) donde la superficie esta a la misma altura E (y, v) = C,
por encima del plano (y, v). Por esta razén tales curvas son llamadas
curvas de nivel de la funcién E. Entonces, las curvas solucién para
las vibraciones del resorte amortiguado, son las curvas de nivel de la
energia. Esto se puede probar directamente, solamente es necesario
mostrar que:

d /1 2 1 2
E(gm(v(t)) "‘51‘(3’(0) ) =0
Esto se puede ver, usando (16) como sigue:
d /1 1
— (= 24 _kv?) = / /
dt(va +2ky) mvv/ + kyy

k
= - — k :0
mv( my)+ yv
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Figura 119. Gréficas de las curvas de nivel.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Una cantidad, como la energfa E = %mv2 + %ky2 para el muelle
vibrador amortiguado, que es constante a lo largo de la curva solucion
es llamada cantidad de conservacion para el sistema. La cantidad
de conservacion puede ser encontrada algunas veces resolviendo la
ecuacion (14), como hicimos para la vibracién de un resorte.

El efecto del amortiguamiento

En la vibracion de un resorte amortiguado, el amortiguamiento
disminuye lentamente la energia total en el sistema.

Ejemplo 17:

Considere el sistema para la vibracién de un resorte amorti-
guado:

425



. 1 1
Muestre que la energia total E = Emv2 + Ekyz, decrece lo largo
de una curva solucion.

Solucion:

Este hecho lo podemos mostrar, como hicimos anteriormente.
A lo largo de una curva solucién t = (y(t),v(t)), se convierte en la
funcién de t:

E () =2m(v(D) +2k(y(®)"

Vamos a demostrar que es decreciente mediante la derivada.

o2 L a2
dtdtmv+ky

dE d(l 1 )
2 2

=mvVv +kyy
:mv(-%y-%v)+kyv

=-uv? <0

Si la constante de amortiguamiento es constante u > 0, la deri-
vada es negativa, excepto en donde v = 0. Sin embargo, cuando esto
es cierto vemos de (17) que v/ # 0 a menos que y = O también. Esto
significa que la curva de solucidn pasa por los puntos donde E/ =0y
entonces E contindia disminuyendo, a menos que tengamos v =y =0
en este punto donde E = O tiene su valor minimo.

Es interesante ver lo que esto significa en términos de la
superficie E que se muestra en la figura 120. Para ver claramente la
relacién, ilumina ver sobre la superficie una curva. Si (y (t), v (t)) es una
solucién, nosotros consideramos la curva t = (y(t), v(t), E(t)). Esta
curva esta en la gréfica de E, como se muestra en las figuras 120 y
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121. Las curvas resaltadas en la superficie son las levantadas de las
correspondientes curvas de solucion resaltadas en el plano (y, v) por
debajo de la superficie.

Figura 120. Superficie de nivel con una curva solucion.
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== 1 L
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| B
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(”_'_':"'“ it 7
i = e

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Si no hay amortiguamiento, entonces U4 = 0, luego de acuerdo
con (17) E (t) no estd cambiando. Por lo tanto, la curva levantada se
mantiene al mismo nivel en la superficie. Este caso se muestra en
la figura 116. Por otro lado, si u> 0, hay amortiguacién, y entonces
E (t) estd disminuyendo. Consecuentemente, la curva levantada se
mueve siempre mas abajo en la superficie, la gréafica de E (y, v) =
%mv2 + %kyz. Este hecho esté ilustrado en la siguiente figura.
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Figura 121. Gréfica de la superficie E(t).

) i by

el i .
. v

R

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Bajo estas circunstancias, las curvas deben aproximar-
se al punto méas bajo de las superficies, el minimo de E (y, v) =
1 1 .

Emv2 + Ekyz, que ocurre en el origen.



Use latécnicadel gjercicio 14, utilizando la ecuacion (14) paraencontrar
la cantidad que se conserva para cada uno de los sistemas 1 al 10.
Compruebe que su solucidon se conserva realmente en trayectorias de
solucién del sistema dado.

1 2. 7

v/ =-2y v/ =3-y
3. V77 4.7 ,

v/ =-y+y? v/ =-2y-y
5 y/:]] 6 y/:‘[]
v/ = y-y? v/ =-2y-y°
7 x/ =e¥ 3 x/ = x(1-y)
Cyl=e” Cy/ = y(-1+2x)

=

9. szy 0.0 7

y/ = -senx y/=ex

Para cada uno de los ejercicios del 11 al 20 realizar cada una de
las siguientes tareas:

l. Use la técnica del ejemplo 14 para encontrar la cantidad
de conservacion.

Il.  Utilice su solucionario numérico para dibujar
el campo vectorial asociado con cada sistema,
luego superponga curvas de nivel de la cantidad de
conservacion en el campo vectorial.

11. El sistema del ejercicio 1.




12. El sistema del ejercicio 2.

13. El sistema del ejercicio 3.

14. El sistema del ejercicio 4.

15. El sistema del ejercicio 5.

16. El sistema del ejercicio 6.

17. El sistema del ejercicio 7.

18. El sistema del ejercicio 8.

19. El sistema del ejercicio 9.

20. El sistema del gjercicio 10.

Para los ejercicios 21 al 24 use la técnica del gjercicio 15.

21.SeaE (y, v) la cantidad de conservacioén para el sistema
en el ejercicio 1, calcule E/ a lo largo de las curvas solucion
para el sistema:

y/ =y

v/ = -v-2y

22.Sea E (y, v) la cantidad de conservacion para el sistema
en el ejercicio 2, calcule E/ a lo largo de las curvas solucion
para el sistema:

y/ =v

v/ = 3-v-y




23.SeaE (y, v) la cantidad de conservacion para el sistema
en el ejercicio 6, calcule E/ a lo largo de las curvas solucién

para el sistema:
y/ =v

v/ =-v-2y +y°

24. Sea E (y, v) la cantidad de conservacioén para el sistema
en el gjercicio 9, calcule E/ a lo largo de las curvas solucion
para el sistema:

x/ =y

y! = -v-senx

25. Considere el sistema:

dx_
a0

d
d—}tlz-x+x3

2

. 1.4 2
a. Muestre que la cantidad H(x, y) = X¥"-3% +Y° es
conservativa sobre las trayectorias de solucién del sistema.

b. La curva de nivel H(x, y) = 2 es la unién de seis
distintas soluciones del sistema dado. Grafique La curva
de nivel H (x, y) = ¥2. Entonces use algdn método numérico
de solucién para superponer las graficas de las seis
soluciones contenidas en la curva de nivel.




Podemos generalizar facilmente el andlisis del problema del resorte
de la seccidon previa para el ejemplo no lineal de mecanico que es
modelado por la ecuacion:

y/=1(y,y)(18)

Si'y es el desplazamiento de una particula de masa m, entonces
por la segunda ley de Newton:

my/=F

Donde F es la fuerza. Asumimos que la fuerza depende solo de
YV, y/, tenemos:

y/=F(y.y)m

Por lo que tenemos una ecuacién del tipo (18) con f =F / m. Al
escribir nuestra ecuacién en la forma de (18), estamos permitiendo
situaciones mas generales. Por ejemplo, y podria ser el desplazamiento
angular de un péndulo.

Ahora estamos familiarizados con el hecho si introducimos la
velocidad v = y/ como una incégnita, entonces la ecuacién de segundo
orden en (18) es equivalente al sistema de ecuaciones lineales de
primer orden:

y/ =v

19
d=fory O



En el caso en que la fuerza no depende de la velocidad, el sistema en
(19) se simplifica a:

y/ =v

v/ =f )

Podemos encontrar la cantidad conservativa para este sistema
usando el método de la seccidon anterior. De (20) y (14), tenemos la
ecuacion:

(20)

dv _f(y)

dy v

Separando variable y resolviendo esta ecuacion, tenemos:
1
svi=[f)dy +C @)

Los términos de esta ecuacién (21) tienen un significado fisico.
Ponemos aK (v) = %vz, como la energfa cinéticay a U (y) =- [ f(y)dy
como la energia potencial. Por lo tanto, (21) nos dice que la energia
total del sistema:

E(y,v)=KW)+ Uy =37 [ fO)dy

es conservada durante el movimiento del sistema. Sistemas
como el (20), donde la fuerza depende solo del desplazamiento,
son llamados sistemas conservativos, porque la energia total es
conservada.

Como vimos en la seccién anterior, la vibracion de un resorte
no amortiguado es un sistema conservativo, cuando esta presente el
amortiguamiento, la energia se disipa y el sistema no es conservativo.
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El hecho de que la energia es conservada, significa que toda
curva solucion esta contenida en una curva de nivel de la energia. Esto
significa que las curvas solucién en el plano de fase estan definidas
implicitamente por la ecuacién (21), que podemos escribir en la forma
ligeramente modificada:

%vz + U (y) = E(22)
Donde E es una constante.

Las curvas en el plano de fase para un
sistema conservativo

Figura 122. Henry Poincaré (1854-1912.

Fuente. Enciclopedia Britdnica.(Biblioteca virtual de la Universidad EAN).

Poincaré nacié en la ciudad de Nancy, Francia, el 29 de abril de
1854, y murid en Paris el 17 de julio de 1912.

Poincaré hizo el primer ataque sistematico y general a la teoria
combinatoria de las figuras geométricas, suele ser considerado
como el fundador de la topologia. Fue profesor de matematicas




en la universidad de Paris, y se le conoce como el matematico méas
importante del ultimo cuarto del siglo XIX y primeros del siglo XX,
asi como el ultimo hombre que tuvo un conocimiento universal de
la matematica y de sus aplicaciones. Escribié un gran numero de
articulos de divulgacion, cubriendo casi todas las areas bdsicas
de la matematica y las mas importantes de la fisica tedrica, del
electromagnetismo, dindamica, mecanica de fluidos y astronomia.

En una dimension, los sistemas fisicos conservativos como (19)
pueden ser cantidades entendidas mediante el andlisis del potencial U
(y). Hay varias consideraciones importantes que nos permiten hacer
esto. Durante este proceso, nos referiremos frecuentemente a la
figura 123. La grafica superior en dicha figura es de un potencial de
energia U; el gréfico inferior es la informacién del plano de fase que
estd implicita por la forma de la gréfica de U.

Figura 123. Gréfica en el plano de fase.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Las siguientes consideraciones nos permiten analizar la fisica:

El punto de equilibrio de (19) estd donde v=0y f (y) = - U/
(y) = 0. Es decir, ellos estan completamente determinados por los
puntos criticos de U. (Recordemos que los puntos criticos son don-
de U/ (y) = 0).




Las curvas solucion en el plano de fase estan definidas implici-
tamente por la ecuacion (22). Cada curva soluciéon tiene dos ramas
definidas por:

v = i\/Z(E-U(y)) 23)

Como las dos ramas son una opuesta de la otra, las curvas
solucion en el plano de fase son simétricas respecto al gje y.

El teorema de la funcién implicita del célculo multivariado nos
dice que las curvas de soluciéon seran lisas excepto posiblemente
donde % =v=0y gi =-f(y) = 0. Note que estos son los puntos de
equilibrio de (19).

Notemos que la velocidad v es positiva en la mitad superior de la
curva de solucién porque y = v, el desplazamiento y estd aumentando.
Por lo tanto, el campo vectorial apunta a la izquierda donde v <0, y a
la derecha donde v > 0.

1 . .
Como Evz = 0, esto se sigue de (22) que en cualquier curva de
solucién tenemos:

U(y) < E(24)

Esto restringe el rango del desplazamiento y sobre la curva de
solucion. Un ejemplo se muestra en la figura 122. Este es un ejemplo
de lo que se conoce como pozo potencial. Mas ejemplos se muestran
en la figura 123. Encontrara util imaginar que una pelota alcance un
punto final donde U (y) = E, la velocidad de la pelota es 0. En este
punto, la bola gira y sigue el camino del orden. Por lo tanto, la bola
esta restringida a permanecer en el pozo potencial.

Veamos primero un minimo local de U, tal como el punto y en el
grafico superior de la figura 124. Para un nivel de energia E ligeramente



mayor que U (Yo), como el que se muestra en la figura 116, el conjunto
de y definido (24). Por lo tanto, el conjunto en el plano de fase definido
por (22) es la curva cerrada indicada en la mitad inferior de la figura
116. Como se ilustra, la curva de solucién correspondiente a cualquier
nivel de energia ligeramente mayor que el minimo local es una curva
cerrada. Esto significa que el punto de equilibrio definido por un
minimo local de la energia potencial es un centro.

Una energia potencial mas complicada se analiza en la figura 124.
Esta energia potencial tiene dos minimos locales, y, y y,. Se examinan
varios niveles de energia y se han dibujado las correspondientes
curvas de soluciones.

Figura 124. Gréfica de curvas potenciales.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Veamos a continuacion un maximo local de U, tal como vy,
en la figura 125. Sabemos que (y,, 0) es un punto de equilibrio. En
consecuencia, las soluciones que se aproximan a este punto deben
tardar una eternidad en hacerlo. Estas son soluciones estables para el
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punto de equilibrio. Del mismo modo, las soluciones que corresponden
a la bola que se aleja de este punto deben ser soluciones inestables,
y vemos que el punto de equilibrio definido por un méximo local de la
energia potencial es un punto de silla.

Ejemplo 78:

Considere el sistema conservativo:

d?y

= f(x) = x(6-x) = 6x-x>
Encuentre el equilibrio y grafique el plano de fase usando la

gréfica del potencial.

Solucion:
Hay dos puntos de equilibrio x = 0, 2. La funcién potencial debe
satisfacer:

U®=-[ f(x)dx = -3x? + x3

El potencial cubico es graficado en la figura 118. Esta funcién
cubica tiene dos puntos criticos, x = 0, en donde hay un méximo local
y X = 2 un minimo local, que es un centro. Por lo dicho en esta seccion
x = 0 es un punto de silla (estable) y x = 2 es un centro. Podemos
graficar el plano de fase x, y = % directamente debajo del potencial
con la misma variable x, no es necesario escribir la ecuacién de la
energia, pero se esta utilizando en todo y es:

E =%yz-3x2 +x3

El procedimiento es mas sencillo, con cierta practica, que nuestra
descripcion escrita. Introducimos unos pocos valores constantes
permisibles de E en el gréfico del potencial; ver la figura 125. Un




importante valor de E corresponde al maximo local del potencial
en x =0, E=v (0) =0. A este valor de E, existe un valor maximo
permisible de x, que podemos calcular (pero no es necesario) para
representar graficamente las caracteristicas cualitativas del plano de
fase. Dibujamos lineas verticales hacia el plano de la fase en x = 0
y el valor méximo de x. Ahora descendemos al plano de la fase y
dibujamos el diagrama del plano de fases para ese valor de E. En x =
0y en el maximo valor de x, E es igual a la energia potencial V (x), de
modo que la velocidad y = % = Cen estos dos puntos. Aquix=0,y =0
es el equilibrio que sabemos es un punto de silla, mientras que el valor
mayor de x (que también tiene y = 0) no es un equilibrio. Dibujamos la
porcién E = O del plano de fase cerca del punto de silla, que que son
dos lineas rectas que llevan a él.

Figura 125. Gréfica del potencial.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Tenemos ahora todas las herramientas que necesitamos para analizar
el movimiento de un péndulo. El péndulo consiste en un brazo, con




masa m conectada por una varilla maciza de longitud L, a un pivote
fijo A (véase la figura 126). Se considera que la varilla no tiene masa.
Si el brazo se mueve desde su posicién de equilibrio directamente
debajo del pivote, se movera sobre un circulo de radio L con centro
en el pivote (asumimos que es libre de rotacion.) Sea 6 el angulo entre
la varilla y la linea vertical. El desplazamiento del brazo del equilibrio es
medido a lo largo de la circunferencia, por lo tanto, es igual a L 8. Su
velocidad es la derivada de esto, es decir L 6.

Figura 126. Gréfica de un péndulo de longitud L y masa m.

— g in @

Fuente. Elaborada por el autor.

El brazo esta afectado por la fuerza de la gravedad que apunta
directamente hacia abajo y tiene magnitud mg. Sin embargo, la parte
de la fuerza que es paralela a la varilla es equilibrada por la propia
varilla. La parte desequilibrada de la fuerza es tangencial al circulo
perpendicular a la varilla. Por lo tanto, esta fuerza tangencial es -mg
sen@. El signo menos indica que la fuerza esta siempre actuando para
disminuir la magnitud del desplazamiento angular. Si hay una fuerza
de amortiguacién que es proporcional a la velocidad, tiene la forma -
uL8/ donde pes una constante. Puesto que la aceleracién del péndulo
es Lg//, entonces por la segunda ley de Newton se tiene:

mLO// = —mgsend — uL6/



Si dividimos por m L, tenemos:
9 U
0/ = —Zsend — -0/
L sen L

Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacién (18), pero el
desplazamiento es ahora 6, el desplazamiento angular.

Podemos encontrar el sistema de primer orden equivalente
introduciendo la velocidad angular @ =8/, En la forma usual,
encontramos que la dinamica del péndulo esta gobernada por el

sistema no lineal:
0/ =w

o/ = —gsenH —ﬁw
L m

Hacemos el cambio de variable a = g/L,y b = % Nos referimos
a b como la constante de amortiguamiento. Entonces el sistema para
el péndulo es:
6/ = w

(23)
w/ = —a senf — bw

Observe que el sistema (23) tiene la misma forma que el
sistema (19), con y reemplazado por 8 y v por w. El termino forzado
f (8, w) = -a senf - bw es, en general, una funcién de tanto 8 y w
. El procedimiento de anélisis muestra que el sistema del péndulo es
conservativo si no existe amortiguamiento (es decir b = 0). Vamos
a asumir que esto es verdadero por el momento. El sistema para el
péndulo sin amortiguamiento se reduce a:

0/ =w

(24)
w/ = —senh

Para este caso la energia potencial es:

u@) = —ff(@)d@ = fasen@d@ = —acos6




La gréfica de U se muestra en la siguiente figura.

Figura 127. Gréfica de la funcién de energia potencial U.

u
A
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Fuente . Elaborada por el autor con el programa Derive.

Observe que U es periddica de periodo 2, reflejando el hecho
de que mide el &ngulo 6 en el que el péndulo se desplaza. La gréfica
de la energia potencial en la figura 126 conduce al gréafico de plano de
fase en la figura 127 que también es periddica con el periodo 27. La
situacion fisica del mismo péndulo es periddica. Seria una buena idea
imaginar las gréaficas en la figura 120 y 121 enrolladas de modo que
las lineas 8 = —m vy, 8 = m fueran identificadas. Entonces la energia
potencial seria trazada en un cilindro, y en lugar de un plano de fase,
tendriamos un cilindro de fase.

Figura 128. Grafica de la energia potencial para varios valores de 6.
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Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Para el péndulo la energia potencial tiene un minimo valor de -
a cuando 6 = 2kn para todo entero k. Entonces todos los puntos de
equilibrio (2km, 0) son centros.

Por supuesto, todos ellos corresponden al equilibrio fisico
donde el brazo se cuelga inmdvil directamente debajo del pivote. Si la
energia total

1
E = sz — acosb

se encuentra entre -a y a, y las curvas solucion estan cerradas.
Estos corresponden a lo que podria llamarse la pequena amplitud
normal de oscilacién del péndulo no amortiguado.

La energia potencial logra sus maximos valores de a en
8 = (2k + 1)n para todo entero k. Asi, todos los puntos de equilibrio
((2k + 1) m, 0) son puntos de silla. Ellos corresponden a los puntos
fisicos de equilibrio inestables donde el brazo del péndulo estd
equilibrado sin moverse directamente sobre el pivote. Las curvas de
soluciones estables e inestables para el péndulo no amortiguado en
este caso se muestran en gris oscuro en la figura 127. Observe que
el conjunto gris consiste en una serie de curvas solucion, cada una
comenzando en un punto de equilibrio inestable y terminando en una
posicién adyacente. Ellas son todas las Separatrices para los puntos
de silla.

Si la energia total es mayor que a, entonces el péndulo tiene
suficiente energia para pasar sobre la parte superior del pivote.
El' movimiento continla en una direcciéon alrededor del pivote,
disminuyendo la velocidad a medida que el brazo alcanza la posicién
directamente sobre el pivote y luego se acelera a medida que se
mueve hacia abajo.




Nosotros encontramos que para el péndulo no amortiguado sus
puntos de equilibrio se tienen cuando @ = krr para algun entero k
y cuando w = 0. Si examinamos ahora el lado derecho (23) vemos
que el péndulo amortiguado tiene los mismos puntos de equilibrio.
Analicemos esto. El Jacobiano es:

0 1 ]
—acosd —b

10,0 = |

Si 8 = 2kn, entonces cos 6 = 1, luego:

J= [—Oa —1b]

Entonces D =det J) =a>0y T =Tr (J) =- b < 0. Entonces
vemos que el punto de equilibrio es un sumidero, pero el tipo actual
depende de la constante de amortiguamiento b.

Para ser mas precisos en nuestra evaluacion calculamos el
discriminante T2 — 4D = b? —4a. Si b? < 4a, el discriminante es
negativo y el punto de equilibrio es un sumidero de espiral. Este es el
caso no amortiguado. Un ejemplo del movimiento de un péndulo no
amortiguado se muestra en la figura 129.

Figura 129. Gréfica del movimiento de un péndulo.

I=d

)

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.



Si b? > 4q el discriminante es positivo y el punto de equilibrio
es un nodo sumidero. Esto es el caso sobre-amortiguado. Una gréfica
tipica de este desplazamiento se muestra en la figura 130.

Figura 130. Gréfica del movimiento sobre — amortiguado.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Si b? = 4q, el amortiguamiento es critico, y no podemos decir
nada mas que el punto de equilibrio es un sumidero.

Si @ es un mdltiplo impar de 7, entonces cosf = —1 vy el
Jacobiano es:

]=[2 —1b]

Ahora D = det (J) = - a < 0, luego sabemos que es un punto de
silla. Matematicamente, estos puntos de silla son inestables, reflejan
la inestabilidad fisica del brazo del péndulo balanceado alrededor del
pivot. Esto es interesante ya que muestra el comportamiento de las
Separatrices. Una separatriz se puede considerar como una solucién
estable (después de un tiempo infinito) que termina equilibrada sobre
el pivote. Si intentdramos lograr esto con un péndulo es altamente
improbable que lo lograramos. En algin momento de tiempo el brazo
se detiene en cortos instantes y el resto del tiempo pasaria sobre
el pivote y continuaria por el otro lado. Tedricamente, debe haber
una posibilidad entre estas dos donde el brazo acaba de llegar a una
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parada por encima del pivote. Esta solucién es una separatriz estable.
Por otra parte, una separatriz inestable comienza en el punto de
equilibrio y luego precede lejos de él.

El plano de fase para el péndulo sobre-amortiguado se muestra
en la figura 131. Observe que las curvas de solucién estable se apoyan
en las sillas de montar, pero las soluciones inestables curvas en espiral
entran a los sumideros. Cada uno de los sumideros tiene una cuenca
de atraccion, que se ve claramente que esta limitada por las curvas de
solucién estables de las sillas vecinas.

Figura 131. Plano de fase para el péndulo sobre-amortiguado.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Energia y el péndulo amortiguado

Veamos lo que le sucede a la energia a lo largo de las curvas
solucién (H(t),w(t)) para el sistema (23) del péndulo. A lo largo de la
curva la energia es:

E(t) = E(8(t), w(t)) = 50%(t) — acos(t)



Derivando y usando el sistema (23), vemos que:

E/ = ww! + asend 8/ = w(—asenf — bw) + awsend = —bw?

Si no existe amortiguamiento, b = 0, luego E/ = 0, y la energia
es conservada a lo largo de la curva solucion, confirmando lo que ya
sabemos. Sin embargo, si existe amortiguamiento entonces b > 0 y
E/ = —bw? < 0. Entonces, la energia es decreciente excepto donde
la velocidad angular w = 0. En tal punto la segunda ecuacién del
sistema (24) queda: w/ = —asen®,la cual no es cero salvo 8 = km.
Asi, si nuestra solucidon no es una solucién de equilibrio, en cada punto
donde E/ = —bw? # 0, la velocidad angular estd cambiando. Por lo
tanto, estos puntos son aislados, y en general la energia continua va
disminuyendo a lo largo de la curva solucion.

;Doénde puede terminar este proceso? Nos referiremos a la
figura 118. Las curvas de solucion estable para las sillas de montar,
terminan en las sillas de montar por supuesto. Con estas excepciones,
todas las curvas de solucion terminan en los puntos de equilibrio
estables, que son los minimos de la funcién de energia.

Existe un tipo especial de sistemas que estan definidos por conservar
una cantidad. Es bueno tener en cuenta que los sistemas no
lineales de ecuaciones diferenciales son casi imposibles de resolver
explicitamente. También hemos visto que las curvas solucion de
los sistemas puedan comportarse de muchas maneras diferentes y
que no hay procedimientos cualitativos que funcionen en todos los
casos. Afortunadamente, hay ciertos tipos de sistemas no lineales
que aparecen a menudo en la préactica, y para los cuales existen
procedimientos especiales que nos permiten entender de alguna
manera el plano de fase. Veremos en esta Ultima parte un tipo especial
de sistema no lineal.
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Ejemplo 79. Cantidades que se conservan:

Consideremos la siguiente situacién: desde hace 10 anos Pedro y
German estan escribiendo un texto de ecuaciones diferenciales.
Quieren que su libro esté lleno de nuevas ideas, ingeniosas y brillantes
sobre sobre las ecuaciones diferenciales, pero han encontrado que
resulta muy dificil aportar nuevas ideas.

La situacion mas problematica es la siguiente: siempre que
Pedro llega a la oficina en la manana con una idea ingeniosa y ambos
empiezan a trabajar asiduamente en ella, por lo general no llegan a
nada, es decir, es una reuniéon que no resulta fructifera. Entonces
el entusiasmo de Pedro decrece y con ello su creatividad. Por otra
parte, siempre que German llega en la manana con una nueva idea,
sin importar qué tan trivial sea esta, sucede algo diferente. Ambos
trabajan en la idea arduamente. Algunas veces el entusiasmo de
Pedro decrece, pero el de German siempre esta animado. Hay un
buen intercambio y nunca cesan de trabajar. Algo resulta de la idea 'y
el texto progresa. Este hecho es lo que molesta a Pedro y a German,
¢por qué debe depender tan criticamente su energia creativa de
quien tuvo la primera idea?

Solucion:

Para modelar esta situacion, ellos llaman a x (t), y y (t) los niveles de
entusiasmo de Germdan y Pedro en el tiempo t respectivamente. Es
bueno observar que x (1) y y (t) son dificiles de medir debido a una
falta de unidades estandarizadas de entusiasmo; pero es claro que y
(t) > O indica que Pedro es entusiasta, mientras que y (t) < O significa
que Pablo es apético. Cuando y (t) = O, Pablo permanece sentado, ni
feliz ni triste, y lo mismo ocurre con German.




Ambos observan que el animo de German cambia a una razén
directamente proporcional al nivel de entusiasmo de Pedro. Cuando
Pedro estd emocionado, German se vuelve mas entusiasta, pero
cuando Pedro esta apatico, German pierde su energia. Una simple
ecuacion que modela esta situacion es:

dx
o=
La situacion de Pedro es un poco mas dificil de categorizar.

Cuando German estd medianamente entusiasta, Pedro se pone
contento. Pero cuando Germén esta sumamente emocionado, Pedro
empieza a perder entusiasmo. Aparentemente, cuando el torrente
de ideas que emanan de Germéan se vuelve muy grande, a Pedro le
da dolor de cabeza y se aisla de su amigo. Por otra parte, cuando
German esta deprimido, Pedro se pone realmente apatico. Entonces
por la razén de cambio del entusiasmo de Pedro usamos:

dy )
E =X— X
La gréfica de dy/dy = x - x> como funcién de x refleja de manera
exacta el nivel de entusiasmo de Pedro (figura 132). Se puede ver que

dy/dt>0si0<x< 1, pero se tiene que dy/dt < O en los otros casos.

Figura 132. Gréfica del nivel de entusiasmo de Pedro.

#

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.




El sistema de ecuaciones diferenciales que modela esta situacion es:

dx_

ac Y

d
d—izx—x2

El campo de direcciones para este sistema se muestra en la
figura 133. Hay dos puntos de equilibrio, uno en el origen (O, O) y
otroenx=1,y=0, 0 (1, 0). El procedimiento de Linealizacién, puede
usarse para estudiar las soluciones cerca del equilibrio. En el origen,
la matriz jacobiana es:

0 1
10,0

Que tiene los valores propios x1. Por lo tanto, el origen es un

punto de silla.

Figura 133. Campo de direcciones del sistema dado

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Geogebra.

El punto de equilibrio en (1, 0) tiene como matriz jacobiana a:

0%



Que tiene como valores propios *i. El sistema linealizado es
un centro. Como se vio anteriormente, este es uno de los casos en
que el comportamiento a largo plazo de las soluciones del sistema no
lineal cerca del punto de equilibrio no queda totalmente determinado
por la Linealizacién. El comportamiento del sistema no lineal cerca del
punto de equilibrio (1,0) podria ser el de un sumidero espiral, el de
una fuente espiral o el de un centro.

Las aproximaciones numéricas de las soluciones dan el plano
de fase mostrado en la figura 134, donde se puede observar un
comportamiento muy regular. Las soluciones con condiciones iniciales
cerca de (1,0) parecen formar lazos cerrados correspondientes a
soluciones periédicas. También las Separatrices inestables y estables
que emergen del punto de silla en el origeny se dirigen a los cuadrantes
primero y cuarto que parecen formar un solo lazo.

Figura 134. Grafica del plano de fase.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Los procedimientos cualitativos que hemos estudiados hasta
ahora no nos permiten predecir que este sistema tendra tales curvas
soluciones regulares. Ademas, ya que las aproximaciones numéricas
de las soluciones sdélo son eso, debemos ser cautos. Distinguir las
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curvas que forman lazos cerrados de aquellas que se mueven en
espiral muy lentamente puede ser muy dificil. Nos gustaria tener
procedimientos que pudieran usarse para verificar el comportamiento
especial de este sistema.

Cantidades que se conservan

Existe un tipo especial de sistemas que estan definidos por una
cantidad que se conserva.

Sea H (x (1), y( 1)) una funcién de dos variables, con segun-
das derivadas parciales continuas. El sistema hamiltoniano
H definido por:

J =2
0
,_on (29
Y T

La funcién H es llamada la hamiltoniana:
Esto quiere decir, que si (x (t), y (t)) es una solucién del siste-
ma H (x (t), y (t)) es constante. En otras palabras:

d
ﬁﬂ(x(t),y(t)) =0

Ejemplo 80:

Muestre que H (x, y) = %yz —%xz +§x3 es una cantidad constante
para el problema de Pedro y German (ejemplo 17).

Solucion:
dH
Calculemos — entonces:

d OH dx OH d
ZHEO,Y(0) = 5 b o

FRr T T
=(—x+x3).y +y(x — x?)
=0




Donde la primera igualdad proviene de la regla de la cadena, y la
segunda parte del hecho en el que

‘s dx dy
(x (®,y(1) es una solucién para reemplazar — por y, y = por
2

X - x4,

Esto significa que las curvas solucidon siempre se encuentran a
lo largo de las curvas de nivel de H, las cuales se muestran en la figura
135. Ahi se puede observar que alrededor del punto de equilibrio
(1,0) las curvas de nivel de H forman circulos cerrados y que las
ramas de la curva de nivel que salen del origen hacia la derecha se
conectan con un lazo. Esto concuerda con el andlisis del plano de fase
del sistema.

Figura 135. Gréfica del plano de fase del sistema.

H=-1/10

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Es muy especial el hecho de que las ramas derechas de las
Separatrices estables e inestables del origen formen un solo lazo. Este
tipo de curvas solucién es una conexién de punto silla. Dentro de la
conexion del punto silla, todas las curvas solucién son periddicas; pero
fuera de ella, todas las soluciones tienen la propiedad de que tanto
X (t) como y (t) tienden a —oo cuando t— oo. Esto explica, para gran
alivio de Pedro y German, por qué su productividad diaria depende
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tan crucialmente de quien tiene la primeraidea. Siy (0) >0,y (0) =0
(con x (0) no muy grande), entonces x (t) y v, (t) son periédicas, con x
(t) > O para toda t. En la figura 136 estan esbozadas las graficas de x
(1) y, y(t) para condiciones iniciales cercanas a (O, 0).

Figura 136. Gréficas de las funciones x(t), y y(t).

14 x(r) 4 o

t+ — 1 B 4
3 10 10

1t o 14 Yo

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 81:

Cualquier sistema fisico conservativo:

y'=v
v/ =f ()

Es hamiltoniano.

Solucion:
SiU (y) = — [ f(¥)dy es una funcién potencial, tomamos la energia
total H (y, v) = %vz + U(y) como nuestro hamiltoniano. Entonces:

0H

=%
0H
v =f0)=-U/0)= -5

y/ =v

Luego el sistema es hamiltoniano.

Como la energia para un sistema conservativo, el hamiltoniano
es siempre una cantidad conservativa para el correspondiente



sistema hamiltoniano. Para ver esto, supongamos que (x (), y (1)) es
una solucién de (25), para ver esto usamos la regla de la cadena para

varias variables:
dH (x(t),y(t)) _0H oH

on ;o9
dt ax X Yoy
_aHaH aH(_aH)
T oxoy oy \ ox

-0

Entonces H(x(t),y(t)) es constante a lo largo de cualquier
curva solucion, es decir H es una cantidad conservativa. La curva de
nivel H (x, y) = C consta de una o0 mas curvas solucion.

Supongamos que se nos da un sistema:

x! = f(x,y)
y/ = g(x,y)

¢Hay alguna manera de saber si el sistema es hamiltoniano? Si
es hamiltoniano, existe una funcion H tal que:

0H

=%
7 (26)

ox

En consecuencia, estamos realmente preguntando cuando
podemos resolver el sistema de las ecuaciones parciales diferenciales
en (26). La respuesta en detalle es dada por el siguiente teorema.

Teorema
Considere el sistema:  x/ = f(x,y)
; (27)
v =9(xy)
Donde f vy, g tienen derivadas continuas.
1. Si el sistema es hamiltoniano, entonces:

of _
ax

a9
—3, (28)




2. Si la ecuacion (28) es verdadera en un rectangulo R,
entonces el sistema es hamiltoniano en R. Un hamiltoniano
esta dado por:

Hix, y) = [ f (x,»)dy + ¢(x) (29)

Donde la funcién ¢ satisface:

¢/(x) = == [ f(x,y)dy — g(x,) (30)

Prueba:

Supongamos primero que el sistema es hamiltoniano, con H como su
hamiltoniano. Entonces f y g estéan dadas por (26). De esto tenemos
que:

of _ o (BH)_ 0’H ag 3} ( aH) _ 0%H
ax  ox ay ax) Jdyox

ay/) 6x0yya - dy

Como H tiene segundas derivadas continuas, entonces las
segundas derivadas mixtas son iguales, luego (28) se cumple.

Ahora supongamos que (28) es verdadera en un rectangulo R.
Necesitamos encontrar una funcién H que satisface (26). Empezamos
integrando la primera ecuacién en (26) con respecto a y. Por el
teorema fundamental del calculo, tenemos:

H(x,y) = f foy)dy + ¢

Esta ecuaciéon es (29). Como integramos respecto a v, la
constante de integracién ¢(x) tiene que depender de x.

Para encontrar la funcion ¢, derivamos H en la ecuacion (30)
con respecto a x:
o)

H 6 )
=5 | Fendy el



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

De acuerdo con la segunda ecuacién de (26), tenemos que:
oH

dx

y también:
)
#0) =—5= [ Fu9)dy - gy
Esta es la ecuacidn (30). Se puede resolver integrando el lado
derecho como una funcién solo de la variable x. La hipdtesis de la parte

(2) del teorema garantiza que es el caso. Para ver esto, mostremos
que la derivada del lado derecho con respecto a y es cero. Tenemos:

%(%ff(x,y)dy+g(x,y))) =5£y(%ff(x'ﬂdy)+g—i

_S(SI d)+6g
=5 \5y f(x,y)dy 3y
o o)
éx Oy

Por (28).

Ejemplo 82:

Considere el sistema:
x/ = y
y/ =x(x—-1)
Muestre que este sistema es hamiltoniano y encuentre una
funcién hamiltoniana.

(31)

Solucion:

Como F (x,y) =y, y g(x,y) = x(x - 1), tenemos:
5f ~ bg
Y

Entonces el sistema es hamiltoniano.

457



Para encontrar la funcién hamiltoniana, seguimos los pasos de
la prueba.

Primero:
= [f,y)dy + ¢(x) = [ydy + p(x) == + ¢ (x)

Segundo: para encontrar ¢ (x), usamos:

SH
—9(6y) = (%) = ¢/(x)

¢/(x) = —x(x - 1)

A partir de esto tenemos que:

1 1
— _y2 __,3
p(r)=5xt —zx
Tercero: finalmente,
_ Yl 1 _lo2 2y 103
H(x, y) +2 ;= 5;(x"+y%) —2x

Vimos anteriormente que los sistemas mecanicos conservadores
pueden tener puntos de equilibrio que son el punto de silla o el
centro. De hecho, estos son los unicos tipos de puntos de equilibrio
que pueden ocurrir. Mostraremos que esto es cierto para cualquier
sistema hamiltoniano. Para ver esto, supongamos que tenemos un
sistema hamiltoniano:



Calculando su jacobiano, tenemos:

5%H 86%H
_ | oxby 6_)/2
I=\| s2n  s2m
~3x2  8ydx

Si det (J) < 0, los puntos de equilibrio son sillas. Si det (J) > O
debemos ser un poco més cuidadosos. La traza del jacobiano es:

0°H  0°H
dxdy 0dyox

Ya que las segundas derivadas parciales mixtas de H son iguales.
En particular, la traza del jacobiano es igual a cero en todo punto de
equilibrio. Por lo tanto, si det (J) > O, la Linealizacién tiene un centro en
el origen, pero este no necesariamente implica que el sistema no lineal
hamiltoniano tenga un centro.

Note que todo punto de equilibrio para un sistema hamiltoniano
es un punto critico para este. Apliguemos la prueba de la segunda
derivativa del célculo multivariado para determinar si el punto critico
es un punto extremo o no. Esto requiere que miremos el determinante
de la matriz de las segundas derivadas parciales de H.

Sin embargo:
6%H 8%H
5x2  Syox| _ 82H 6%H (62H )2
det| oy s2n | = 3 oy7 ~ \way) =det(N>0
ox6y  6y?

Por el teorema de la segunda derivada para funciones de dos
variables, si det (J) > O, el punto critico de H debe ser un maximo local
o un minimo local. En cualquier caso, los conjuntos de niveles de H
(que son las curvas de solucién del sistema hamiltoniano) cerca del
valor critico son curvas cerradas. Por lo tanto, se sigue que el punto
de equilibrio es un centro.
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Veamos dos ejemplos de sistemas hamiltonianos:

Ejemplo 83. El oscilador armonico:

El sistema para un oscilador arménico no amortiguado es:

dy_
ac '
dv_

Donde g es una constante positiva. Ver que dicho sistema es
hamiltoniano.

Solucion:
Si hacemos:
_1 2,44 2
H (Xsy) _Ev +Ey
Entonces:
dy ~ 0H
a VT
Y dv  9H
‘. qy = E)_y

Por lo tanto, el sistema del oscilador arménico no amortiguado
es un sistema hamiltoniano. Los conjuntos de nivel de la funcién H
son elipses en el plano y - v que corresponden al retrato del plano de
fase de las soluciones del oscilador armdénico no amortiguado. Esta
funcién hamiltoniana, también se llama la funcién de energia para
el oscilador.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Ejemplo 84. El péndulo ideal:

Las ecuaciones de péndulo ideal con brazo de longitud 1, estén
dadas por:
do
dt
dv

P —gsenod

Verificar que este sistema es hamiltoniano.

v

Solucion:
Podemos ver que la funcion:

1
H(6,v)) = Evz — gcos6

es una funcién hamiltoniana para el sistema, esto se puede ver
del célculo de derivadas parciales de H:

OH_ . _dvoH_ _do
%—gsen = E,%—U—E

Podemos recordar como es la grafica de H como sigue: para
cada @ fija, el término %2 implica que la grafica de H es una parabola
en la direcciéon de v. Los puntos criticos ocurren en v = 0, g sen 6
=0,0 6 =0,%m, +2m,etc. Los puntos v =0, 8 = 0,+m, +2x, etc., son
minimos locales, y v=0, 8 = 0 + m, +3m, etc., son puntos de silla de la
gréfica (ver la siguiente figura).

Figura 137. Gréficas de puntos de silla.

Fuente . Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Las curvas de nivel de H estan graficadas en la figura 136.
Sabemos que el campo vectorial siempre es tangente a esas curvas.
El componente @ es igual a v, por lo que el campo vectorial senala
hacia la derecha cuando v > O, y hacia la izquierda cuando v < O.
Si aplicamos esto, podemos asignar direcciones a lo largo de esas
curvas y con ello, determinar el retrato de fase. Este se muestra en la
siguiente figura.

Figura 138. Graficas de curvas de nivel de H.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Hay tres tipos diferentes de curvas solucién presentes en
el retrato del plano de fase. Se muestran esquematicamente en
la figura 129 y estédn marcados como A, B, y C. Alrededor de los
puntos de equilibrio en v = 0, 8 = 0,+2m, +4m, etc., encontramos
soluciones periddicas que se mueven en el mismo sentido que las
manecillas del reloj. Esas son las soluciones de tipo A en la figura
138. Como el valor 6 a lo largo de esas curvas solucién nunca alcanza
los valores m,3m, etc, se infiere que el péndulo nunca pasa por la
posicién vertical. En consecuencia, lo Unico que hace es oscilar de
ida y vuelta periédicamente con los valores maximos y minimos de 6
, determinados por el punto donde la curva solucién cruza el eje 6.
Este es el movimiento usual que asociamos a un péndulo. La gréafica
de 8(t) para tal solucién como esta se muestra en la figura 139.



Figura 139. Gréfica de la curva 8(t).

‘“ﬁ-.._,--/@\.""'"“‘--..__«-r"

A C

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Por otra parte, una curva solucién como la B en la figura 137
corresponde al péndulo girando para siempre en sentido contrario
a las manecillas del reloj. Note que v ( a lo largo de dicha curva
solucion, por lo que el péndulo nunca alcanza un punto donde la
velocidad sea 0. La gréfica de 6(t) para la solucion se incrementa
para toda t si v > 0, y decrece para todo t si v < O (figura 140).

Figura 140. Gréficas de curvas para @ (t)siv <0 o, si v >0.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Los tipos intermedio de soluciones (vea el punto C en la figura
139) son separatrices de puntos de sillas que forman conexiones
de punto de silla. Esas soluciones provienen de y se aproximan a
la posicion vertical de equilibrio cuando el tiempo tiende a t® |a
grafica 0(t) de este tipo de solucion se muestra en la figura 140.
Para encontrarla, debemos escoger con cuidado el angulo y velocidad
iniciales. Con una velocidad inicial levemente alta, el péndulo oscila mas
alla de la posicién vertical; cuando es ligeramente baja, el péndulo cae
de regreso. Las separatrices de los puntos de equilibrio de punto silla




separan las soluciones «oscilantes», de ida y vuelta, de las soluciones
«rotatorias» que giran unay otra vez.

El valor de la funcién hamiltoniana para el péndulo ideal en
un punto particular (y, v) se llama energia. El principio fisico de la
conservacion de la energia es aplicable al péndulo ideal, como lo es
para el oscilador armdnico sin amortiguamiento. Esta es una manera
de predecir que el oscilador arménico sin amortiguamiento y el
péndulo ideal son sistemas hamiltonianos.

Para terminar, veamos qué pasa con los sistemas lineales
hamiltonianos.

Consideremos el sistema lineal plano:

ab]

X/ = A.Xdonde A = [C q

, - —_ x .
En términos de las coordenadas de X = [x;] el sistema es:

x{ = f(xq,%x3) = axq + bx,

xé = g(xq1,x3) = cxq +dxy (32)

Por el teorema, se tiene que es hamiltoniano si y solo si:

of 09
a—xl— a—xzo,a—

Entonces, el sistema lineal (32) es hamiltoniano si y solo si:
a b
A=|
c —a
Diciendo esto en otra forma, vemos que un sistema planar,
lineal es hamiltoniano si y solo si su traza es cero.




Vamos a encontrar una funcién hamiltoniana. Se debe tener:

1
H(xq,x5) = f(axl + bxy)dx, = axix, +be12 + ¢ (x1)

Donde ¢(x1) esta bien determinada. La funcién ¢ se puede
encontrar derivando y observando que:
0H
6_xl = —9g(x1,x3) = —(cx1 — axz)

Esto se convierte:

ax, + ¢/ (x1) = —(cx; — axy)

¢(x1) = —cx?/2. Entonces, un hamiltoniano para nuestro
sistema lineal es el polinomio cuadratico:

1 1
H(xy,x;) = 5bxg — ~cxf + axyx; (33)

Sabemos que el punto de equilibrio en el origen es 0 un punto
de silla o un centro. El tipo exacto del punto de equilibrio se puede
decidir por el determinante det (A) = —a? — bc. La naturaleza de la
curva de nivel del polinomio H esta determinado por su discriminante,
el cual es:

a’—4 (—%) (g) = a? + bc = —det (4)

Podemos considerar dos casos:

Sidet (A) <0, o equivalentemente, si —bc < a? entonces el punto
de equilibrio es un punto de silla. Esta misma condicién significa que
el discriminante de H es positivo, lo cual implica que los conjuntos de
nivel del hamiltoniano cuadrético (33) son hipérbolas.




Si det (A) > 0, o equivalentemente, si - b ¢ > a?, entonces el
punto de equilibrio es un centro. Esta misma condicion, significa que
el discriminante de H es negativa lo cual implica que los conjuntos de
nivel del hamiltoniano cuadraticos (33) son elipses centradas en el
origen. Como centros lineales estén caracterizados por T =tr (A) =0
y D > 0, vemos que todo el centro lineal esta rodeado por curvas de
solucién que son elipses centradas en el origen.



10.29 Ejercicios

Para los ejercicios 1 al 6, los potenciales son dados. Encontrar y
clasificar los equilibrios (nodos, sillas, espirales, centros, estables o
inestables), y trazar la gréafica del plano de fase correspondiente.

. ///_\ .
e
/ \ \/
\
/\/ \x .«-"”f
5. 6.

Considere el sistema: /
y =,

v/ =f®)



En los ejercicios 7 al 12, la funcion potencial
UW)=-[f(¥)dyes trazada. Haga una copia del
potencial; alinee el plano de fase y-v por debajo de los
gjes de potencial, como se muestra en la figura 7. Utilice
la funcién de potencial U para crear el retrato de fase
correspondiente en el plano de fase y - v.

uly) |

+

uly)




Uiy}

10.




uty)

11.
U(y)
12.
Considere el sistema:
y/ =v,

v/ =f®)



En los ejercicios 13 al 18, se da una ecuacion para la
fuerza f (y). En cada ejercicio, realice la siguiente tarea:

| Encuentre los puntos de equilibrio.

Il. Encuentre la funcién de potencial U (y).

lll. Como se hizo en el ejercicio 7, alinee los ejes
de potencial con el del plano de fase y -v. Trace la
funcién potencial y los puntos de equilibrio, luego
construya un retrato en fase en el plano de fase y
- v con esta informacion:

13. fy=1-2y 14.f(y)=y
15. f (y) = 4y - y2 16.f (y) = y? -9y
17. f(y) =seny. 18.f(y)=-cosy
Considere el sistema:
y/ =,
v/ =f ()

En los ejercicios 19 al 22, use la funcién f (y) dada para
ayudar a completar cada una de las siguientes tareas:

. Use su solucién numérica para trazar el retrato
de fase del sistema. Rotule y clasifique cada punto
de equilibrio como: centro, silla y asi sucesivamente.
Il. Use la relacion:

1 2

7 +UW) =E

para encontrar la ecuacién de las separatrices, tracelas
sobre el retrato de fase desarrollado en la parte i.

19.f(y) =y*-y. 20.T(y) =y (y?-1)




21.f(y)=-seny 22. T (y) = cosy.

En los ejercicios 23 al 28, encuentre los equilibrios,
encuentre el potencial, clasifique los equilibrios (nodos,
sillas, espiral, centro, estable o inestable), y grafique el
plano de fase usando el potencial.

23. 2% = x(1+ %) 24, 5% = —x(1+x?)
25. 2% = x(1- %) 26. 2% = —x(1—x?)

d?x
dat?

27 %X _x(6-3x) = —6x +3x? 28,

dat

=1 -x)(4-x?)

29. Si la fuerza de un resorte de un muelle es una funcion
lineal del desplazamiento, como en f (y) = - kx, entonces el
modelo my “ + k y = 0, produce un movimiento arménico
simple. Pero, s qué pasa si la fuerza restauradora del resorte
es no lineal? Por ejemplo, se define la fuerza restauradora
por f (y) = —(ay + By?), donde a > 0. Defina la rigidez del
resorte como f ‘(y). Un resorte suave es aquel cuya rigidez
disminuye a medida que aumenta el desplazamiento,
pero un resorte duro es aquel cuya rigidez aumenta con
el aumento del desplazamiento. Utilice la gréafica de f °
para encontrar condiciones sobre f tales que el resorte
definido por f sea un resorte duro (suave).

30. Considere la ecuacién: y// +ay+py*=0, la cual
es un modelo de un sistema masa resorte (m =
1), con una fuerza de restauraciéon no lineal.

|. Si el resorte es duro (ver gjercicio 29), muestre que to-
das las trayectorias en el plano de fasey-v (v=y”) son
orbitas cerradas circulando alrededor del origen que
es el punto de equilibrio aislado.



Il. Si el resorte es suave (ver ejercicio 29), identifique los
puntos de equilibrio. Luego encuentre y use una funcion
potencial U (y) para ayudar a trazar el retrato de fase en el
plano y - v. Encuentre las ecuaciones de las Separatrices
e incluyalas en su gréfica.

31. Suponga que el sistema planar:

x/ = ax + by

y/ =cx +dy
tiene el polinomio cuadratico H (x, y) = A x> + B xy +
C y? como una cantidad conservativa. Muestre que:
(a+d) (ad —bc) = 0. Entonces, la matriz del sistema
tiene determinante o traza igual cero.

En los ejercicios 32 al 39 determine si el sistema dado
es hamiltoniano. Si el sistema es hamiltoniano, encuentre
dicha funcién.

/ =
A=
32. y/ = —x + x°
/= —2x — 3y?
X X
33. 5,
y/ = -3x°+2y
/ = 5x — 3y?
34. x/ xz J
y/ =3x“—4y
/ = 2.2
x' =3
3.,
y/ = —-3x
/ =x —
x'=x—4
36. Y
y' =4x + 2y
/ =—
x'=—-x+2
37, ¢

y/ =-2x+y




x/ = —2ysen(x? + y?)

38.
y/ = 2xsen(x? + y?)

x/ = COSX

39. y/ = —ysenx + 2x

40. Una particula se mueve a lo largo de una recta, de
acuerdo a la ecuacién de movimiento:

x/=-2x +X*

Donde x marca la posiciéon de la particula sobre la recta
en el tiempo t.

. Cambie la ecuaciéon a un sistema de primer
orden para mostrar que el sistema es hamiltoniano,
y encuentre la funcién hamiltoniana H (x, y) para el
sistema.

Il. Encuentre la curva de nivel de H (x, y) que
contienen las Separatrices para el sistema. Grafique
esta curva de nivel; luego sombree en rojo las
regiones del plano donde el sistema oscila.

ll. ;Cuédntas curvas solucion distintas estén
contenidas en el conjunto de nivel de la parte b)?

41. Los métodos de esta secciéon se aplican a sistemas
fisicos con mas de un grado de libertad. Suponga que hay
dos desplazamientos y,, y y, con velocidades asociadas
2] :yl/, y v, =y2/ y supongamos que el sistema esta
modelado por y// =f (y) donde y = [ﬁ] También tenemos
que el vector velocidad esta dado por: v = [z;] Entonces
podemos reescribir la ecuacion de segundo orden como
el sistema de primer orden:



y =v

v/ = f(y)
Podemos decir que este sistema es conservativo si existe
- a ou
una funcién U (y) tal que % =-f1,y Fr —f>. Muestre

que si el sistema es conservativo, entonces la energia total:

1 2 1 2 2
Ev) =5 Iv + UG) =5 (v +v]) +UE)

es una cantidad conservativa para el sistema de primer orden.



Figura 141. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918).

Fuente. Farlow, Hall, McDill y West (2007).

Lyapunov naci6é en Rusia en 1857 y murié de forma violenta
en 1918, en Odessa. Su trabajo se concentrd en la estabilidad y el
equilibrio de un sistema mecénico y la estabilidad de un fluido que
gira uniformemente. Ideé métodos importantes de aproximaciones.
Los métodos de Lyapunov, los cuales fueron introducidos en 1899,
aportaron formas de determinar la estabilidad de un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias.



Uno de los mas utiles métodos globales para el estudio de la estabilidad
fue dado por Aleksandr Lyapunov. La idea clave es la que se ha venido
usando ocasionalmente pero que ahora explicaremos en detalle.

Consideremos el sistema autdénomo en el plano:

x/ = f(x)
y! = g(x,y) Y
Supongamos que tenemos una funcién continuamente

diferenciable V(x, y), y nos preguntamos cémo V varia a lo largo de
una curva solucién. Esto significa que tenemos una curva solucién (x
(1), y (t)) para (34) y queremos saber cémo la funcién V(x (1)), y (t))
varia cuando t varfa. En particular, ;si ella es creciente o decreciente?
Es claro que la forma de encontrar la respuesta es derivando. La regla
de la cadena para funciones en distintas variables y el sistema de
ecuaciones (34) nos da la respuesta:

L oy = %, VD
77 Vx®.y M) = 5= 5y dt

5V sV
=5 ) +59(67)(35)

Observe que el lado derecho de (35) se puede calcular sin saber
realmente la solucién. Vamos a definir:

V(X (1), y (1) = ‘;—Z ) f(xy) + i—‘; (6, ¥)9(xy) (36)




Entonces de (35) tenemos:

= V(x(®),y() =V ®,y 1)

Podemos decir que V es creciente a lo largo de la curva solucion
que pasa por el punto (x, y) si V (x,y) >0, y es decreciente si V (x, y) <
0. jPodemos hacer esto sin conocer la curva solucién!

Vale la pena mirar mas de cerca a V en la definicién (36).
Recordemos que el gradiente de V es el vector:
(&2
Grad V= %’ 3y
Si ponemos el sistema (35) en forma vectorial, el lado derecho
toma la forma del campo vectorial F = (f, g)T. Observemos que (36)

define V como el producto punto del vector Grad V y el campo
vectorial F, es decir:

V=Grad V.F

Recordemos que para todo vector v, el producto punto Grad
\.v es la derivada de V en la direccién de v. Entonces, V es la derivada
de V en la direccién del campo vectorial F = (f, g)T definido por el
sistema (35).

Vamos a cambiar nuestro punto de vista un momento. Podemos
usar la informacién acerca de cémo V varia a lo largo de una curva
solucién para obtener nueva informacién acerca de la curva solucién
misma. Para esto es Util concebir el plano x-y como un mapa de algun
terreno donde las elevaciones estan dadas por la funcion V. Entonces
la vision tridimensional del terreno es justamente la grafica de V. Ver
la siguiente figura para un ejemplo.



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

Figura 142. La gréfica de V con las curvas de nivel en V =-5, 0, 5y 10.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Podemos tener una idea de cémo se ve el terreno trazando, las
curvas de nivel de V en el plano x-y. Estas son las curvas definidas
por V (x,y) = C, para varias constantes C. Ya que estamos imaginando
que V es la elevacion, las curvas de nivel son donde el terreno tiene la
misma elevacion. Las cuatro curvas de nivel se muestran mas oscuras
sobre la superficie en la figura 142. Si proyectamos las curvas de nivel
sobre el plano x-y, tenemos la figura 141. Esta es llamada un mapa
topografico del terreno. Las curvas de nivel de V son las lineas de
igual elevacién y son usualmente llamadas lineas de contorno.

Recordemos que Grad V, sefala en la direcciéon en que V
estd aumentando mas rapidamente. En particular, esta direccién es
ortogonal a las curvas de nivel de V. Si V (x, y) > 0, entonces sabemos
que es creciente en la direccién del campo vectorial. Entonces, la
elevacion a lo largo de la curva solucién que pasa por el punto (x, y) es
creciente. Mirando de manera ligeramente diferente, esto significa que
la curva solucién que pasa por (x, y) se estd moviendo en la porcién
del terreno donde la elevacidn del terreno es mayor que la que hay en
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(x, y). En otras palabras, la curva va cuesta arriba. Similarmente, si V(x,
y) < 0, la curva solucién en (x, y) esta cayendo.

Figura 143. Las curvas de nivel de la funcién V, graficada en la figura 136.

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Lo dicho anteriormente puede ser transportado para sistemas
en dimensiones superiores, aunque la metafora de la elevaciéon se
vuelve complicada. Supongamos que tenemos un sistema auténomo:

x/ = f(x) (37)

Donde X = (x,, X, X ) y f(x) = (f,(x), f,(x), -, T (x)). De nuevo
suponemos que tenemos una funcién V(x), y nos preguntamos cémo
V varia a lo largo de una curva solucién. Esto significa que tenemos
una solucion x (t) para (37), y queremos conocer cémo la funcién
V(x(t)) se comporta en funcién de t en particular si ella es creciente o
decreciente. Por supuesto que la manera de encontrar la respuesta es
derivando. La regla de la cadena nos da la respuesta:

dx,
ZV(xm) = Z - ((0) 7 ()



Relacion entre sistemas de primer orden y ecuaciones de segundo orden -

ov

= Yic15,- X)) fi(x(1)) (38)

. = oV
V(x) = Grad V(x).f(x) = Za(x)fi(x)
i=1 "

Entonces de (38) tenemos:

= V(x(D) =V (x (0).

Teorema de Lyapunov
Supongamos que la funcién V esté definida en un conjunto S
que incluye el punto x, y satisface

V(x,) = 0y V(x) >0 para todo x € S con X # X, (39)
Tal funcion se dice que estd definida positivamente en
el conjunto S con un minimo en X,. Si V es una funcién en
dos variables, la gréfica se puede ver con una cuenca en el
punto X,, al menos cerca del minimo x,. Podemos debilitar
esta definicién diciendo que V es semidefinida positiva en
S si la desigualdad en (39) es cambiada por V(x) > 0 para
todo x € S. Si la desigualdad se invierte, decimos que V es
definida negativa o semidefinida negativa.

Ejemplo 85:

De acuerdo a la definicion anterior clasifique la funcién F(x, y)= x? +
y?en el plano.

Solucion:

Es claro que para todo (x, y) € R?, f(x, y) = X2 + y2 es positiva, con un
minimo en (0, 0). M&s general V(x) = x? + x2 + ---+ x2, es definida
positiva para todo (x, y) € R® con un minimo en O.
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Ejemplo 86:

Supongamos que se tiene un sistema mecanico conservativo con
energia potencial U (y) y energia total E (y, v) = 1/2v2 + U (y). Siy, es un
minimo local aislado de U entonces (y,, 0) es un minimo local aislado de
E. ;Qué podemos decir de la funcion V (y, v) = E (y, v) - U (y,)?

Solucion:
Podemos decir que la funcion V (y, v) = E (y, v) = U (y,) es definida
positivamente en un conjunto S que contiene (y,, 0).

Consideremos un sistema (como (34) o (37)) que tienen un
punto de equilibrio en x,. Supongamos que podemos encontrar una
funcion V que es definida positivamente sobre un conjunto S en el
cual hay un minimo X,y que tiene la propiedad adicional que V(x]
definida negativamente sobre S. Entonces cada curva solucién se
movera cuesta abajo y aparentemente continuaria haciéndolo hasta
que termine en el punto x,. Esto quiere decir que X, es un punto de
equilibrio asintéticamente estable. Esta intuicion es correcta y sirve
como la idea principal en la prueba del siguiente teorema, el cual es
debido a Lyapunov.

Teorema

Supongamos que el sistema x/ = f(x) tiene un punto de equi-
librio en x,. Suponemos que existe también una funcion conti-
nuamente diferenciable V definida sobre una vecindad U de x
que esta definida positivamente con un minimo en x,.

Si V es semi-definida negativamente en U, entonces X, es un
punto de equilibrio estable.

Si'V es definida negativamente en U, entonces X, es un punto
de equilibrio asintéticamente estable.

0
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Veamos algunos ejemplos en donde el teorema de Lyapunov se aplica.

Ejemplo 87:

Consideremos el sistema:
x/ =y + ax(x? +y?),
y/ = —x + ay(x? + y?)

Aplicar el teorema de Lyapunov en el punto de equilibrio.

Solucion:
La funcién V(x, y) = (x? + y?) es definida positivamente en R? con un
punto minimo aislado en el origen. Si calculamos:

V) = %4 N %4
(x)_a(xiy)f(xﬂy) Ty(x'y)g(x'Y)
=2x(y + ax(x? + y?2)) + 2y(—x + ay(x? + y?))
=2a(x? + y?)?
Si @ <0, V es definida negativa en R2 Luego por el teorema
de Lyapunov se tiene que el origen es un punto de equilibrio
asintéticamente estable. Esto es cierto incluso si el jacobiano del

sistema en (0, O) tiene valores propios imaginarios, lo que significa
que el sistema lineal tiene un centro.

Ejemplo 88:

Consideremos el sistema de vibracion de un resorte:

y' =v
LS
my m

donde el total de energia del sistema es:
E (y,v) = 5mv? + ~ky?
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Analizar el sistema, utilizando el teorema de Lyapunov.

Solucion:
Del dato dado tenemos que la energia es positiva sobre R2, la cual
tiene un punto aislado minimo que es el origen. Haciendo los calculos:

E= a—Ey/ +a—Ev/ = kyv +mv<—£y — ﬂv) = —uv?
dy dv m m
Asumiendo que la constante de amortiguamiento es positiva, E
es semi-definida negativa, luego por el teorema de Lyapunov, el origen
es un punto de equilibrio estable. Es necesario conocer mas para

poder concluir que el origen es asintéticamente estable.

El argumento usado en el ejemplo 26 puede ser aplicado al
péndulo y a otros sistemas fisicos no lineales.

Se debe notar que si la funcién V en el teorema de Lyapunov es
definida negativa y V es definida positiva (0 semi), la conclusién atin
permanece. Solamente necesitamos reemplazar V por - V para tener
una funcidn que satisface la hipdtesis. Toda funcién que satisfaga
la hipdtesis (2) del teorema anterior es llamada una funcién de
Lyapunov, para el sistema dado, esta es una funcién de Lyapunov
fuerte que si satisface la condicion (1).

Ademas, el teorema anterior es util por dos razones. La primera,
es que puede serlo algunas veces, cuando el criterio de linealidad
mediante el jacobiano no aplica, como en el ejemplo (25). La segunda
razén es que la funcion de Lyapunov esté definida sobre su dominio,
el cual es usualmente un conjunto bien definido. Es decir, en los dos
ejemplos (25) y (26) el dominio es todo R2 El dominio, entonces
nos da una idea de la regién sobre la cual la estabilidad del punto
de equilibrio se extiende. Entonces el teorema de Lyapunov da una
estabilidad de tipo global.
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La idea clave del método de Lyapunov se resume en el siguiente
teorema. A menudo es muy util por si mismo.

Teorema
Suponga que el sistema x/ = f(x) est4 definido en un con-
junto U. Supongamos que x (t) es una solucién que tiene mas
adelante un conjunto limite w. Ademas, supongamos que la
funcion V es continuamente diferenciable en U y satisface:

V(x(t)) < Oparatodot >0
Entonces w esta contenido en el conjunto.

{x e UV(x) = 0]

Ejemplo 89:

Aplique el teorema anterior al ejercicio (26).

Solucion:

Vimos en el ejemplo que E= —uv? <0 en todo RZ De acuerdo
con nuestro teorema, el conjunto limite de toda curva solucién esta
contenida en el conjunto E=0, el cual es el eje vy, definido por v = 0.
Sin embargo, un conjunto limite puede ser la unién de curvas solucion,
y la Unica curva solucién contenida en el eje y es el punto de equilibrio
en el origen. Entonces toda curva solucién para el sistema de vibracion
de un resorte amortiguado es atraida hacia el origen.



En los ejercicios 1 al 10 determine: jes la funcion definida positiva
en una vecindad abierta que contiene a (0, 0)? jes semi-definida
positivamente? ;es definida negativamente? ;ninguno de estos
casos? Justifique su respuesta en cada caso.

1.V(x,y) = x? + 2y? 2.V(x,y) = —x% - 2y?

3. V(xy) = x + 2 4.V(xy) = (x+y)>?
5.V(x,y)= —2y? 6.V(x,y) = x?

7. V(xy)= x*+y 8. V(x,y) = 2xy — x* — y?

9.V(x,y)= x?=2xy+3y? 10.V(x,y) = x? — 6xy + 9y?

11. Pruebe que el polinomio cuadratico V(x, y) =
ax? + 2bxy + cy? es definido positivamente con minimo
en (x,y) =(0,0) siysolosia>0ya.c-b?>0.

12. Supongamos que V(x, y) es definida negativamente
con un méaximo en (O, 0).

a. Muestre que V (x, y) = - S (x, y) es una funcién de
Lyapunov para el sistema:

/_65
4 =
,_ s (40)
y =%

b. Encuentre la funciéon de Lyapunov para el sistema
x/ =2y —2x
y/ = 2x — 2y — 4y?

(41)




Un sistema de la forma (40) es llamado un sistema
gradiente. Considere el sistema:
x/ =y
y/=-x~y
Use la regla de la cadena para calcular dV/dt para cada
funcién V (x, y) en los ejercicios 13 al 16 sobre las curvas
solucién del sistema (41):

3

13. V(x,y) = x% +y? 14. V(x,y)=x3+y3

15. Vi, y) =x%+xy—y%  16.V(x,y) = 2x? + 3xy — y?

17. Considere el sistema:
dx
3
a7
W R
dt y

a. Calculando el jacobiano muestre que la linealizacion predice
que el punto de equilibrio es un centro.

b. Muestre que la funcién V(x, y) = x? + y? es definida positiva
sobre una vecindad del origen. Muestre que V es definida
negativamente sobre las trayectorias solucion del sistema en
esta misma vecindad y establezca que el punto de equilibrio
en el origen es asintéticamente estable.

c. Trace el retrato de fase del sistema que refleja el compor-
tamiento asintéticamente estable del sistema en el origen.




Use la funciéon definida positiva V (x, y) = x> + y? para
argumentar que los sistemas 18 y 19 tienen al origen
como un punto de equilibrio asintéticamente estable.

x/ = —x — 2y?
18. y/ = 2xy — y3

x/=—-x+y
19. /= _y—

y Y

En los ejercicios 20 y 21, use la funcién definida
positivamente V (x, y) = x? + y? para argumentar que
el punto de equilibrio en el origen es asintéticamente
estable. En cada ejercicio, trace el retrato de fase para
ver el comportamiento asintéticamente estable del
origen. (Ayuda: en cada caso V puede no ser definida
negativamente (o semidefinida negativamente) para todo
XY, y). Sin embargo, se puede restringir el dominio de V,
tal que V quede definida semi negativamente sobre una
vecindad del origen. De aqui se puede argumentar que el
punto de equilibrio es asintéticamente estable.

/:— 2
2O.x x+y2
y/ = —xy—x
/ = _
x''=—=x+x
21.%, Y
yi=-y+txy

22. Considere el sistema:

x/ =y
y/=-y? -

Muestre que:

V(xy) = 2x* + 2



Esté definida positivamente en una vecindad del punto de equi-
librio el origen. Ademas, muestre que V esta definida seminega-
tiva en la misma vecindad, y que el origen es es estable. Final-
mente, use el teorema Ultimo de esta seccién para mostrar que
el origen es asintdticamente estable. Trace el retrato de fase del
sistema para visualizar la estabilidad en el origen.

23. Considere la ecuacion de segundo orden:
x!! + x/ —%(x/)z +x =0 (42)

Use la sustitucion estandar x, = x, y x, = x/ para escribir la
ecuacion (42) como un sistema de ecuaciones lineales de
primer orden, que tiene un punto de equilibrio en el origen.

a. Usando la definicion de la funcion positiva V(x,, x,) =
x? + x2 muestre que:

V(xpxz) = —§x§ B- x12)

sobre las trayectorias solucién del sistema. Asuma que V
es semidefinida negativa sobre:

{(1,22)| 2] < V3}. Y muestre que el punto de equilibrio
en el origen es estable.

b. Dado que V es semidefinida negativa sobre
{1, x2) | |%2] < V3}, use el tltimo teorema de esta seccién
para argumentar que el punto de equilibrio en el origen
es asintdticamente estable. Trace un retrato de fase del
sistema para visualizar la estabilidad asintética del punto
de equilibrio en el origen.




Muestre que las ecuaciones diferenciales de segundo
orden en los gjercicios 24 y 25 tienen solucién en x (t) =
0 punto de equilibrio asintéticamente estable. (Ayuda: ver
los ejercicios 22 y 23).

24. x + x/ +x3 =0 25 x// + (x/)' +x3 =0

26. Sean m, g, y L constantes positivas.

a. Muestre que:

V(8,0) = smL2w? + mgL(1 — cose) (43)

Es definida positiva en una vecindad abierta que contiene
(8,w) =(0,0).

b. Muestre que V (8, ®) es semidefinida negativamente sobre la
trayectoria solucién de:

6/ = w

w =L o _Zsens

Sobre una vecindad abierta que contiene a (8, w) = (0, 0).

27. Considere la ecuacion de segundo orden:

x!! + f(x)x! + g(x) = 0 (44)

Donde f(x) y g(x) son funciones continuas diferenciales
que satisfacen:

l. f(x) > 0 para todo x, y.
Il. g(x) > O para todo |x| < k, donde k es un nimero real
positivo.



a. Muestre que g(x) = 0 y trace algunas posibles graficas
paraa funcion g. Defina:

6x) = J; 9Wdu

Muestre que G tiene un minimo absoluto en x = 0.

b. Muestre que la ecuacion (44) tiene un sistema de
ecuaciones de primer orden equivalente representado
por:

x/ =y

¥ = —fx)y — g(x)*)
Entonces muestre que la funcion:
Vi, y) =32 +6(®)
Es definida positiva en una vecindad que contiene al origen.

C. Muestre que la funcién V es semi-definida negativa
sobre la trayectoria solucion del sistema (45). Entonces
use el teorema ultimo de Lyapunov visto en esta seccion,
para argumentar que el origen es asintéticamente estable.
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1. Interpretar y analizar la transformada
de Laplace.

2. Reconocer y aplicar las propiedades
de la transformada de Laplace.

3. Aplicar la transformada de Laplace en
la solucién de PVI.




Figura 144. Pierre-Simén de Laplace (1749-1827).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN):

El fisico matematico francés Pierre-Simén de Laplace realizé la
mayor parte de su trabajo matematico, al aplicar la teoria newtoniana
de la gravitacién al sistema solar en conjunto. Su obra Mecénica
celeste, un texto de dos mil paginas publicadas en partes entre
1799 y 1825, demostré la estabilidad del sistema solar segun sus
hipétesis simplificadoras. Laplace no solo fue un gran matematico,
sino también un politico destacado, habiendo examinado y aprobado
al joven Napoledn Bonaparte de 16 anos para que ingresara en el
Colegio Militar Francés en 1785. Laplace sobrevivié la revolucion
francesa y los muchos cambios en la estructura politica dada en los
anos posteriores. Uno se pregunta qué habria pasado con la historia
europea si Laplace hubiera reprobado a Napoledn.



Transformada de LAPLACE -

Introduccion

En este capitulo, estudiaremos la transformada de Laplace, como una
transformada entre espacios de funciones, como una estrategia de
desviacidon para cambiar una ecuacion diferencial lineal con condicién
inicial en un problema algebraico facil de resolver.

11.1 La transformada de Laplace y su
inversa

La estrategia de transformar un problema dificil en un problema
equivalente pero mas tratable es un proceso muy comun en mate-
maticas (y en otras éreas)'. En este capitulo, discutiremos la estra-
tegia de solucién de la transformada de Laplace L:V = W, una
transformacion lineal entre espacios vectoriales de funciones Vy W.

Figura 145. Puente de la transformada de Laplace entre espacios de funciones.

Encuentre la y(s) La ED transformada
desconocida que Aplique la transformada N convierte en una
satisface laED y las inversa de Laplace £ ecuacion algebraica

condiciones iniciales en Y(s)

Obstaculo
Solucion y(t) Aplique la transformada Resuelva la ecuacion
del PVl original ¢ inversa de Laplace £ transforyrr(la)da Bdid
s

Fuente. Elaborado por el autor.

1 Para més problemas que se analizan de esta forma ver Z. A. Melzak. Bypasses. John Wiley
(1953).




En esta seccion nos concentraremos en el célculo de la transformada
de Laplace para funciones elementales. Luego, en la seccion siguiente
veremos como se aplica para reformular algebraicamente una ecua-
cién diferencial. Después de resolver la ecuacion algebraica resultan-
te, podemos transformarla mediante la transformada inversa £~1
de WenV.

La transformada de Laplace L{f(t)} de una funcién adecuada f (t)
definida sobre [0,) es la funcién F (s) dada por:

LF@} =F (s) = [} e™*f (dt = lim [T e™*f (dt (1)
Donde s puede ser un nimero complejo.

Sieste limite fallaparala existencia, entoncesf (t) es «inadecuada»
para la transformada de Laplace. Funciones f (t) son del dominio si
para ellas la integral impropia existe.

Se sigue de inmediato por las propiedades de la integral que la
transformada de Laplace es lineal.

Linealidad de la transformada de Laplace
SiF(s)=L{f ()} yG (s) = L{g(t)}, entonces:

Liaf(t) +b g ()} = aL{f ()} + b L{g ()} (2)
Paratodoayb € R,o0 (C).
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Ejemplo 1:

Para la funcién constante f(t) =1, para t> 0, calcular L{f (t)}

Solucion:

oo b e—St b
LIF(D) = L{1) = f e=st.1dt = lim | e~stdt = lim [— ]

0 b—oo 0 b—o s 0
. e St 1
= lim |— + -
h-o Ly s

. _ 1
Sis>0, entonces e~$? = —5 — 0cuando b > o. Luego:

L}=F(s)=z,5s>0 O

Entonces tenemos nuestro primer par de la transformacion:
f(t)=1,F(s)= % para s > O (figura 146):

Figura 146. Gréfica de la transformada de Laplace de (f(t) = 1.

i) T

fin=1 Il Fis) = s

1 2 t 1 2 5

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 2. Transformada de una exponencial:

Dada f (t) = e®t, a cualquier constante real, calcular £{f(£)} = L{e%}.

Solucion:

e—(s—a)t] .

) _
[P est ettdt = lim [ e~¢~9tdt = lim [—
0 b0 b= s—a

Luego:

L{e¥}=F(s)= —,5s>a (4)

Entonces tenemos nuestro segundo par de transformada:
f(t) = e, F(s)=—, s>a (figura 147):

s—a’

Figura 147. Gréfica de la transformada de Laplace de (f(t) = e

3

fias

fiy=e L

L

| __

Y

3

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 3. Explorando la linealidad:

Usando el ejemplo 1 y 2, hallar la transformada de la funcién f (t) =
5-3e2,

498
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Solucion:
L{f(t)} = L{5—3e %} = 5L{1} — 3L{e~?"},

Luego:

F(s)= 5(%) -3 [s-(l—z)] B :5:2{;

Ejemplo 4. Transformada de Laplace de potencias de t:

Calcular la transformada de Laplace de f (t) = t*, para n entero positivo.

Solucion:

Debemos calcular £{t"} = fow e~*'t"dt, esta integral se puede
calcular por partes para n entero positivo. Pero la podemos calcular
haciendo el cambio de variable en la integral:

x=st, dx=sdt

Recordemos que la variable de integracién es t, y s se trata
como una constante. Luego, nuestra integral se transforma en:

w ™ . (x
L{t"y = [ e Sx"dt = [ e x(;)
O:

gy

s

(5)

1 o
L{t"} = s““f e *t"dx
0

Esta igualdad es vélida mientras s sea positivo (esta suposicion de s es
necesaria para que el limite superior de integracion permanezca como
o), La féormula dada anteriormente muestra que la transformada de
Laplace de t" es un multiplo constante de 5%"'1 con dicha constante
igual a la integral impropia Iome‘xx"dx.
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Esta integral impropia converge para todo n > - 1, y diverge
para todo n < —1. Luego L{t™]} existe si y solo si n > - 1, incluyendo
valores fraccionarios e irracionales de n, asi como enteros. Sin
embargo, se vera que la misma integral resulta mas facil de evaluar
cuando n es entero.

Especificamente, probaremos si n es un entero positivo:
(o]
f e *t"dt = n!
0

Luego si esto es asi, tendriamos que:

n!
L{t"} = cweT paran = 1,2,3,... (5
En particular:
1
L{t} = .
2
L{tz} = S_3
3 6
L{t’} = s
24

Para completar la deduccién de nuestra férmula, se debe esta-

blecer la veracidad de: f e~ttndt = n!
0
para todo entero n positivo. Esto se puede ver mediante inte-

gracién por partes con:

u=t" dv=e~tdt

Luego:

du=nt™1dt, y=—et



Por lo tanto:
[Cettndt = —e‘tt"|oo +nf e txt~ldt
0 0 0

Pero:

_—anO:_- —tiny _
e t|0 tlLrglo(e t") =0

Esto se puede ver, usando la regla de L'hopital, n veces a:

tTl
t—o0 e

Luego nuestra integral se vuelve:
® —tyn gy _ ® —tin-1
Jo eTfttdt =n [ e tt"ldt  (6)
para cualquier entero positivo n.

Haciendo n = 1, se tiene;

tlo

0 —t _ [ee] —t __—tm_ —_
J, eftdt = [ e"tdt = —e |0—e o

=1(7)
Luego sin =1, se cumple nuestro resultado.

Cuando n = 2, se tiene de (6) que:

J e‘ttzdt=2f e ttdt
0 0

de acuerdo con (7), es igual a 2. Enseguida para n = 3, tenemos:

f e tt3dt = 3f e tt?dt=32=6
0 0



Y en general:
f e tthdt = nf e tt"ldt
0 0
n(n—1) fooo et t"2dt

=n(n—1)(n—.2) [ e tt"3dt

=n!

De esta manera se ha probado nuestro resultado. Otra forma de
ver el resultado del teorema anterior seria la siguiente:

Se tiene por definicién de la transformada de Laplace que:

F©)=f, eStf(Ddt (g

Derivando esta ecuacion (8) con respecto a s, obtenemos:
F/(s) == Jy e~ f @)t = [;" = (e f(t)dt) = [} (~te™ f(t)dt)

Por lo tanto, tenemos:

L{tf(t)} = —F/(S) (9)

Es decir que para la transformada de Laplace, multiplicar a f (t)
por t corresponde a tomar menos la derivada de la transformada de
(1).

En un diagrama se tiene:

ity — Fls)
Lo ]
(1) ——

~ 3SF(S)
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Usando este hecho de la derivada de una transformada, pode-
mos calcular la transformada de una potencia de t, es decir L{t"}, de
la siguiente forma:

Sabemos que si f (t) = 1, entonces F (s) = =

Luego:
F(l)=3
/1 1
2 = 261 = gt =~ 55(5) =
L{t?} = L{tt} = ——L{t} =-2(35) ==

)
L{t*) = L{t.t?} = - L{tz} = _ai(é) B _i

que es el mismo resultado obtenido anteriormente.

Ejemplo 5. Usando la propiedad (9):

Encuentre L{te%} usando (9).

Solucion:
Usando (9) con f (t)=e®, sabemos que F(S) = ﬁ luego:

o1 1
SS—a (S—a)?

L{te®} = — —

a1
S
w
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Ejemplo 6. Transformada de un polinomio:

Calcular la transformada del polinomio t8 — 7t3 + 2¢t2.

Solucion:
s S -
L{t8—7t3+32}=L{t8}—7£{t}+2£{t}=s—9+7§+2?
8! 42 4
T s

Ejemplo 7. Transformada de Laplace de seno y coseno:

Calcular la transformada de Laplace de las funciones f (t) = cos (k t)
y (1) =sen (kt).

Solucion:

La definicion de la transformada de Laplace puede ser usada para
determinar directamente la definicién L{f(coskt)} y L{f (senkt)}, sin
embargo, la integral requiere una doble integraciéon por partes. Es
mas sencillo utilizar la linealidad de la transformada para simpilificar el
proceso, si se extiende la propiedad (2) tomando las constantes en los
numeros complejos y recordando la férmula de Euler, es decir:

L‘{e”‘"t)} = L{coskt + i sen kt} = L{coskt} + iL{sen kt] (10)

Por el ejemplo (2), y ecuacion (4), tenemos que para s > Re (i k) = O:

L{e“‘t}— 11 s+ik_ s+ik
T s—ik s—ik's+ik s2—(i)2%(k)?
i s .k
ey =omtioms (D)

Por la igualdad de numeros imaginarios y de (10) y (11) obtenemos:

L{cos (kt)} = _° y, L{sen(kt)} =

§2 + k2 >0

52 +k2's



No cualquier funcién tiene una transformada de Laplace. Ya se
ha mencionado, por ejemplo, que L{t"] existe solamente cuando n > -1.
Asi, por ejemplo la funcién f (t) = t~1 no tiene transformada de Lapla-
ce. Para ver que esto es cierto, calculemos su transformada:

L{it™1 = f e tt7ldt

0
Veamos que esta integral diverge. Por la ecuacion (5), se tiene:

o 1 1
f e tt71ldt Zf e~ tt7ldt > e‘lf t~dt = e‘llntl1 = —e~ ! lim (Int) = o
0 0 0 0 t—0*

La transformada de Laplace siempre existe para una importante

clase de funciones f (t):

Funcién discontinua a trozos en [0, o) y de orden exponencial a.

Exponencial de orden a, significa que f (t) no crece mas rapido
que una funcién exponencial con exponente lineal. La funcion f (t) = 1,
usada en el ejemplo 1,y los f (t) dados en los ejemplos siguientes son
de orden exponencial. La funcién f (t) = et“no es de orden exponencial
porque t2crece mucho mas rdpido que k t para cualquier constante k.

En resumen f (t) es de orden exponencial @ para todo ndmero
real a si existen constantes T y M tal que:

If(O)] < Me®, parat>T

Esta propiedad se ilustra en la figura 148.
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Figura 148. Significado de lo que significa una funcién de orden exponencial.

yA
Meat
T(5)
"X
T g
-M —
_Meat

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

Estas ideas nos dan el siguiente teorema, que dice que si
f es «amortiguable» por alguna funcién exponencial entonces la
transformada de Laplace existe.

Teorema de existencia de la transformada de Laplace?

Sif () es una funcién continua a trozos en [0,oc) y es de orden
exponencial a, entonces la transformada de Laplace F (s) =
L{f (t)}existe para s > a.

Ejemplo 8. Transformada de una funcion continua a

trozos:

Calcular £Uf (1)} para Ia funcién:

0 si0<t<3
f(t)z{ 2 sit >3

2 Para una prueba del teorema de la existencia, se puede ver el libro de M. Braum (1983).
Differential Equations and Their applications. Tercera edicién. Springer - Verlag.



Solucion:

La funcién que se muestra en la figura 6 es continua a trozos y de
orden exponencial para t > 0. Como f estd definida en dos partes,
entonces L{f(t)] se puede expresar como la suma de dos.

Figura 149. Gréfica de la funcién f(t) dada.

Fuente. Elaborada por el autor.

Integrales:
3

o)

e‘“.Odt+f e~ St 2dt
3

() = jo Tt f(tydt = ]0

0 2e3t

3 =T,S>O.

2 e—St

—S

=0+

Es bueno observar que no toda funcién en s es una transformada
de Laplace de una funcién continua a trozos; el siguiente teorema nos
da una condicién que debe cumplir la transformada de Laplace.

Teorema: (Comportamiento de F (s) cuando s— )
Si f es continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial y
F (s)= L{f (t)}, entonces:

lim F (s) =0

S—00
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La transformada inversa
Una funciéon f (t) cuya transformada es F (s) es llamada la
transformada inversa de Laplace de F, y escribimos f (t) =

L7HF(s)}

Ejemplo 9. Trabajando hacia atras:

De qué funcién f (t) es:

_ 2s-14
E(s)= (s+1)(s-3)

la transformada de Laplace.

Solucion:
Por la teoria de fracciones parciales, se tiene®:

Entonces por la linealidad y (4), tenemos:

F(s)=4. L{e 7t} — 2. L{e3t} = L{det — 2e31)
Por lo tanto:
f(t)=4e™t — 2e5

Podemos preguntarnos, ;como sabemos que hay una funcion
f (t) que tiene tal transformacion F (s), si solo existe uno de tales
objetos? Con ciertas excepciones que implican cémo se definen las
funciones continuas a trozos en sus puntos de salto, es cierto que £
es una transformacion inyectiva o uno a uno.

Como la transformada de Laplace involucra integrales, los
puntos de discontinuidad no pueden afectar sus valores. Para las
transformaciones inversas de Laplace simplemente elegimos la
version continua de la funcién (figura 150).

25-14

3 Este ejemplo usa la descomposicion en fracciones parciales de e
S+ S=
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Figura 150. Interpretacién gréfica para las transformadas inversas.

A

~y

JFO=1

@
a

g = {

1
0

~VY

if t#a,
ift=a

2{f)=2Llg)=—, s>0

s

Fuente. Elaborada por el autor.

Manejando las tablas

Tabla 1. Tabla corta de transformada de Laplace.

fit) F(s) = L{f (t)}
(i) 1 1 550
s
(i) t" n! S >0, nentero
s positivo
{iiii) et 1 S»a
il ¥ 4
(iv) fhgat n! S>a, nentero positivo
(s —a)yti
v) Sen (bt) b S=0
52+ h?
{vi) Cos (bt) 5 S0
5% + b?
(vii) e™sen (bt) b S»a
(s —a) +b?
{vili) e®cos (bt) s—a 5-a
(s —a)® +b?
(ix) Senh (bt) b 5> |b|
2 _pt?
(x) Cosh (bt) s s> |b|
52 — bz
Fuente. Elaborada por el autor.
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La aplicacion practica de la transformada de Laplace depende
de tener un almacén sustancial de «pares de transformacién» (como
los que se calcularon en los ejemplos 3, 5, y 6), para transformar
y luego transformar de nuevo hacia atrés. La tabla anterior puede
ser adecuada de acuerdo con nuestras necesidades; una version mas
larga esta dentro de la contraportada, y las colecciones mas extensas
estan disponibles en varios libros de referencia. Los problemas 21,
22, 24 y 31 proporcionan verificacion de entradas en la tabla que no
estéan cubiertas por los ejemplos anteriores.

Por supuesto, una tabla de pares de transformaciones es
también una tabla de pares de transformaciones inversas. En el uso de
la tabla para implementar el viaje de regreso L™}, se requiere un poco
de ingenio algebraico, como ilustra el siguiente ejemplo, incluyendo
completar el cuadrado, fracciones parciales, y agregar o restar la
misma cantidad, o multiplicar y dividir por la misma cantidad.

Ejemplo 10. Transformada inversa cuando el

denominador es s2 + b2:

Dado F (s) = 5=, encontrar f (t) = L7X{F(S)}

Solucion: S 5 3
L YF(S)}=L1 {2 + }
S2+9 38249

=20 e 455 )

=2 cos3t + g sen3t por casillas (v) y (vi) de la tabla.
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Ejemplo 11. Usando el resultado de la derivada:

Encuentre L{t sen bt}

Solucion:

0 b 2bs
Liesen bt} =~ 55 (52 T bz) NGEYRL

De manera similar se puede ver que:

S5%—p?
(52+b?)2

Ejemplo 12. Utilizando fracciones parciales:

Utilizar la descomposicion en fracciones parciales, y la tabla dada
anteriormente para encontrar la inversa de Laplace de la expresion:

L{t cos bt} =

() = 25?2 —s+11
)= G=DEzF5

Solucion:
Recordando la descomposicién en fracciones parciales, se tiene que
F (s) se puede escribir como:

1
s2+5

Fs)=o —

Podemos adaptar el primer término de esta expresion con la
casilla (iii) de nuestra tabla y el segundo término con la casilla (v)
tomando b = V5., Luego reescribiendo F (s) como:

ro-265)- 3

L(et L(senV5t)

De donde obtenemos:
_ 1
F(t)= L7HF(s)} = 2e* — ﬁsen(\/gt)
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Transforma por definicion. Use la definicién por integral para
calcular la transformada de Laplace de la funcién de cada uno de los
problemas 1 al 13:

1.f(t)=5 2.f ()=t

3.1 (1) = e 4.f(M)=et

5. f (1) = sen (21) 6. (1) = cos (31)
7.5 (1) = t2 8.F (t) =3 - et
9.f (1) = 2 10. F (1) = £(2 — 1)?

1 si0<st<4, t—1 si0<t<?2
1.1 =1 0si t>4 ]Z'f(ﬂ:{ 1 si t>2

]B_f('t)z{l_tz si0<t<1
0 si t =1

En los ejercicios 14 al 23, utilice el resultado (9) para calcular la
transformada de Laplace.

14. tedt 15.te™5¢ 16. t cos (5t)
17. 1t sen (5t) 18. t2 Cos (3t) 19. t2 Cos (3t)
20. te>tsen 3t 21.te5tcos 2t 22.te *tcos 5t

23. te *sen 6t




Transformando con herramientas. Use la propiedad de linealidad y la
tabla de transformadas para determinar la transformada de Laplace
en los problemas del 24 al 31.

24. f(t)=a+bt+ct?

25. fT)=1+e

27. f(t)=e?+e

28. f () =3+1t+etsen (2t

29. f (1) = (t +3tHet

30. f (t) = t3e73" + 4e~t cos(3t).

31. f(t) = 2e% — e

32. f(t) =te 3t + 2 sent

33. Linealidad de la transformada de Laplace. Pruebe que
la transformada de Laplace £ es una transformacion lineal,
mostrando que para todas f y g cuyas transformaciones
existen, se cumple que:

Lif + g} = Lif} + L{g)

Licf} = cL{f}

Donde ¢ € C, una constante arbitraria.

34. ¢Existe una regla del producto? Vimos que la
transformada de Laplace de una suma es la suma de las
transformadas. Existe una regla para el producto, es decir 4



L{f. g} es igual a L{f}. £{g}? Muestre que la respuesta es no.
Ayuda: Prueba con algunos ejemplos particulares.

35. Transformada de Laplace de las funciones seno y
coseno amortiguadas. Para verificar las entradas en las
filas (vii) y (viii) en la tabla, considere la identidad:

e(a+ik)t — patplkt — ot (coskt + jsenkt).

a. Muestre que:

. 1 s—a k
(a+ik)t] — — 3
L{e } s — (a + ik) (s—o‘z)2+k2-I_l(s—a)2+k2

b. Use el resultado obtenido en a. y el hecho de que la
transformada de Laplace es lineal para mostrar que:

L{eat cos kt} = L
T (s—a)®+k?
Y,
at _
L{e*" senkt} = CEDEEYE

(Ver el ejemplo 7 para hacer una prueba similar.)

36.Transformadade Laplace parafunciones hiperbdlicas.
Use la propiedad de la linealidad de la Transformada de
Laplace y el hecho de que £{e%} = (Sia) para s > 0, para
verificar las entradas (ix) y (x) de la tabla. Ayuda: Use la

definicién de las funciones hiperbdlicas trigonométricas:

et—et el4et
senht = — v cosht =




37. Usando las funciones hiperbdlicas, utilice la propiedad
de linealidad y la tabla dada para determinar:

a. L{cosh®bt — senh ?bt} para s > |b|

b. L{t?>cosh®bt} para s > |b|

38. Regla de la potencia. Verifique la entrada (ii) de la tabla,
de la siguiente manera:

a. Muestre que:
L{t"} = Eﬁ{tn_l} Paran> 2
usando integracion por partes.
b. Usando la parte a, dé la prueba por induccion que:

Lt =2 n=1,2-

sn+?1

39. Regla multiplicadora. Asuma que f es una funcién tal
que:

~ et (0dt = [ = (e f (Dt

Use este supuesto para mostrar que si L{tf(t)} = F (s),

entonces:

dF
£ifoy= - =

Aplicaciones de la regla multiplicadora. Use la regla multiplicadora del
problema 25 para calcular la transformada de Laplace de las funciones
dadas en los problemas 29 al 33.

40. tet 41. tsen 3t 42 tcosh bt.




43. 3tcos at 44, —2t senh 2t

45. Cambio exponencial. Muestre que si L{f(t)} = F (s)
para s > 0, entonces:

L{e¥f(t)}=F(s—a),s>a

Usando el cambio exponencial. Use la propiedad del cambio expo-
nencial del ejemplo 31 para calcular la transformada de Laplace de las
funciones dadas en los problemas 35 al 40.

46. t"e™ 47 etsen 2t
48. et cos 3t 49. e*tcosh3t
50. e 3tsenht 51. te®tsen 3t

52. Linealidad de la inversa. Muestre que la transformada
inversa de Laplace es lineal: es decir que, para funciones F (s)
y G (s) en el rango de Ly constantes reales ay b.

L7 YaF(s) + bG(s)} = aL™Y{F(s)} + bL™HG(s)}

Transformada inversa. Determine la transformada inversa de
Laplace f (t) de las funciones F (s) en los problemas 42 al 56.

1 2 3 7
53.2 54243 47
S s s-1 s3
5 3 4
: . — +—
55. 543 0.5t
1 s+1
57. s2+3s 58. s2+2s5+10
1 35+5
59. s2+4s+4 60. $2-65+25
s+1 5
e1. s2+5-2 02. s24+s5—6




2s+4 7

63. 7 64.

S2+4s+7
2s+16 4
65. 7rast13 66. Z2ra;
3
67. (s2+1)(s%+4)
68. Sea:
2 Sit=1
f (1) _{t Sit+1

Muestre que L{f(t)} = L{t}.

. _ 2
69. Muestre que tlLrE‘oe e = oo para todo @. Use este hecho

para mostrar que et°no es una funcién de orden exponencial.

70. Determine si e¥tes de orden exponencial.

71. Muestre que et’es de orden exponencial si0 < f <1ynoes
de orden exponencial si f > 1.
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11.3 Solucion de ecuaciones
diferenciales lineales con
valores iniciales, mediante la
transformada de Laplace

Introduccion

Hemos resuelto ecuaciones diferenciales utilizando una variedad de
técnicas: el método del factor de integracion, el método de Euler, el
cambio de variables, los métodos de ensayo y error, la variaciéon de los
parametros, etc. Vamos a ver cémo la transformada de Laplace puede
ser usada para transformar un problema de valor inicial, como:

ay’+by+cy=f(t), y(0)=y0, y(0)=y,

Este método siempre implicara las condiciones iniciales, como
explicaremos mas adelante.

Transformada de la derivada

La base para aplicar la transformada de Laplace para problemas en
ecuaciones diferenciales, es la forma como la transformada se rela-
ciona con la derivada. Asumimos que ambas: f (t) y / (t), tienen trans-
formada y que f (t) es de orden exponencial &, por lo que a derivar la
férmula de la transformada de Laplace de las derivadas, como sigue.
Por la definicién de la transformada de Laplace, tenemos:

o b
clf/@) = [ el = fim [Cesri@a



Integrando esta ultima integral por partes, nos da:
b b
[ e pwde=[e f@]) - [ f@y=se
0 —— —,—,—— S—— N —. 0 0 N — ————
u dv u v v du

—e™PF(b) — £(0) + s [ e S (t)dt ®)

Tomando el limite cuando b — oo, de la expresidn anterior, tenemos:
L{f (D)} = Jim e™f(b) = £(0) + sLf(£)}

Como f es de orden exponencial C, entonces se tiene que
[f(b)] < Me®, de esto se puede mostrar que Jim e Sbf(b) =0y por
lo tanto, de (8) se tiene que:

Lf (0O} = sLFOI=F(0) ()

Podemos ahora calcular féacilmente L{f//(t)} usando (9) y
tratando a f/ (t) como la funcién y a f//(t) como su derivada. Tenemos:

L{f1 ()} = sL{f/®O}-f/(0) (10
Sustituyendo (9) en (10) nos da:
L{f(®)} = s [sLF®)} - £(0)] = £/(0)
= s2L{f// (1)} = —=sf (0) — /(0)

Estos calculos se pueden repetir, de tal forma que iteradamente
se tiene el siguiente teorema:

Teorema de la transformada de Laplace de la derivada

Si f, f/---, ) son continuas sobre [0, ) y f™ es continua a
trozos sobre [0, ) y si f, f/, -, f" son de orden exponencial
@ entonces paras>a,n=1,2

L{f(n)(t)} = s"L{f}— Sn—lf(o) _ Sn—Zf/(O) g fn—l(o) (11)




En particular se tiene:
L{f (O} = sL{f ()} - f(0) Paran =1 (12)
L{f/ )} = s*L{f (O}~ sf(0) - f/(0) Paran=2  (13)
L{f O} = SPLFO) - s*F O —sf/(O) - f// () Paran=3  (14)

Asi, la transformada de Laplace convierte derivadas en férmulas
algebraicas. De hecho, la propiedad de linealidad y el teorema de la
transformada de Laplace de la derivada nos permiten cambiar las
ecuaciones diferenciales lineales con condicién inicial (en el t - dominio)
en ecuaciones algebraicas (en el s - dominio), como se prometié en la
figura 2. Ademas, se deben tener las condiciones iniciales.

En la seccidn anterior, generamos la estrategia para aplicar la trans-
formada de Laplace en términos de la derivacién. Especificamente,
basta seguir los siguientes tres pasos listados a continuacion:

Paso 1. Usando la transformada de Laplace £, transforma-
mos el problema con valor inicial con funcién desconocida
f (1), en un problema algebraico con funcién desconocida
F (s).
Paso 2. Resolvemos la ecuacién algebraica para F (s).

- Paso 3. Manipulando F (s) algebraicamente si se requiere,
use la transformada inversa de Laplace £~ para transformar
F (s) en la solucién de problema con valor inicial f (t).



Transformada de LAPLACE -

Ejemplo 13. Problema con valor inicial:

Resolver el siguiente problema con valor inicial:
y+y=e®, y(0)=0

Solucion:

Tomamos la transformada de Laplace a cada miembro de la igualdad,
para obtener:

Lly’ +y} = L{e™)

Por la linealidad de L, se tiene:
Ly} + £iy} = L{e™)

Usando (12) sustituimos L{y /} para obtener:

SEY} = F(O) + £y} = —

Aplicando la condicién inicial, tenemos que:

sL{y}+ L{y} =

s—a

Factorizando, tenemos:
Liy}(s+1) = —1
{ }( ) s—a

1

Ly} = (s—a)(s+1)

Sia # —1, se puede volver a escribir como:
1 1 1
L{y}=a+1<s—a_s+1)
Tomando la transformada inversa, y tanto por la linealidad como
por la tabla se tiene:
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(e ) - ) e
Es decir que la solucién de PVI es:

_ 1 at _ -t
y_a+1(e € )

Ejemplo 14. Problema con valor inicial:

Resolver el siguiente problema con valor inicial:
y/-2y'-3y=0, y(0)=2,y(0)=-10

Solucion:
Tomando transformada a ambos lados de la igualdad y aplicando el
principio de linealidad (y que £{0} = 0), se tiene:

Ly} - Ly} - 3L{y} =0 (15)
Pero por (12) y (13), se tiene:

Ly} = s2L{F (0} - sf(0) - £/(0)

L{f/ (O} = sL{f (D)} - f(0)

Reemplazando en (15), se tiene:

s2L{f (1)} — sf(0) — f/(0) = sL{f ()} — f(0) = 3L{y} = 0
O:

S2L{f()} — 25 +10 = sL{f ()} —2-3L{y} =0
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Esta dltima es una ecuacion algebraica en L{y] o, Y (s).
Resolviendo para L{y] por elementales manipulaciones tenemos:

(s?=25s—=3)L{y}=2s—14
pop o 2514 2514
{y}_sz—Zs—B_(s+3)(s—3)

Por el ejemplo 6 de la seccién 11-1, se tiene que la transformada
inversa de Laplace es:

L{y} = 4L{et} — 2L{e3'} = L{4et — 23!}

Luego:

f(t)=4et — 2e3t

Ejemplo 15. Movimiento forzado:

Resolver el problema con valor inicial:

y/+3y' + 2y =e-3t, y(0)=0,y(0) =1

Solucion:

Aplicando la transformada de Laplace a ambos miembros de la
igualdad, de la ecuacion diferencial dada, tenemos:

Lly!! +3y/ + 2y} = £{e 3}
Por el teorema de la transformada de una derivada, tenemos:
s2L{y} — sy(0) — ¥/(0) + 3[sL{y} — y(0)] + 2L{y} = L{e3}

Luego:
1
s+3

S2L{y} — 1+ 3sL{y} + 2L{y} =

Resolviendo para L{y}, tenemos:

o))
Do
w



Ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos | Jorge Augusto Pérez Alcazar

Z+3s+2)L{y} =1+ L i
(s s 0} = s+3 s+3
(s+4) (s+4)

M = 3 7206+9 GIDGT6 D)

Usando fracciones parciales para el lado derecha, se tiene:

1/2_ 2 +3/2
s+3 s4+2 s+1

Ly} =

Por la entrada (iii) de la tabla se tiene que:
1l 3t _9,-2t 43 -t
f(t)= Se 2e 4+ ~e

es la solucion del problema con valor inicial.

Ejemplo 16. Forzamiento sinusoidal:

Resolver el problema con valor inicial:

y/+4y=sent, y(0)=0,y/(0) =1

Solucion:

De nuevo, tomamos la transformada a ambos lados de la igualdad,
tenemos:

L{y/! + 4y} = L{sent]

Luego:
s2L{y} — sy(0) — y/(0) + 4£L{y} = L{sen t}

1
2Ly} -1+ 4Ly} ==

sZ2+1

1 s?2+2
S2+1 7 s2+41

(s’ +4)L{y)=1+
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Entonces:
s+ 2

=D

aplicando fracciones parciales, se tiene:

s %
Ly} = sz_-fl T +34
Por lo tanto:

f(t) =§sen t+ ; sen (2t)

que es la solucién del problema con valor inicial.

Ejemplo 17. Una aplicacion de orden tres:

No se necesita una teoria adicional para resolver un problema
con valor inicial de orden tres.

y/+y=e,y(0)=0,y(0)=0,y" (0)=0

Solucion:
Tomando la transformada de Laplace y usando el teorema de la
transformada de una derivada, tenemos:

s3L{y} —s%.0 —s.0 + sL{y}- 0= L{e"
(7 + )Ly} = —
s—1
Entonces:
1 '/ +1/25‘1/2
s—1)(s3+5s) s s-—1 s2+1

1 M O Yy
s s-1 sZ+1 s3+1

L{y} = C




Por lo tanto:

1 4,1 1
f(t)=_1+Ee +ECOSt_E sent

e™f(t)

Usar la definicién de la transformada de Laplace para encontrar dicha
transformada de ciertas funciones es tan poco practico como usar
la definicion de la derivada para encontrar las derivadas de muchas
funciones. El célculo utiliza reglas de operacién, como la regla del
producto, la regla de la cadena, y asi sucesivamente, para encontrar
derivadas sin recurrir a la definicion. Introducimos dos reglas Utiles
para la transformada de Laplace. La primera es usualmente la
propiedad de translacion (llamada también primera propiedad de la
translacion), que dice que la multiplicacion por eat en el t - dominio es
igual a una translacién en el s - dominio.

Propiedad de translacion por la multiplicacion de e? (primer
teorema de la translacion)
Si la transformada de Laplace F (s) = L{f(t)} existe para s >
0, entonces:

L{e®f(t)}=F(s—a),paras>a+a.  (16)
O, de otra forma:

L{e ()} = LD} so5-a

Demostracion:

La propiedad de la translacién se sigue de la definicién de la
transformada de Laplace asi:

[ee]

L{eatf(t)} _ J;)Oo e—steatf(t)dt — J{; e‘(s'a)tdt — F(S _ a)

que es lo que queriamos demostrar.
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Ejemplo 18. Propiedad de translacion:

Encontrar £{e* cos(bt.)}

Solucion:
Nosotros sabemos que:

£(ecos(bt)} = L{cosht}]s-a = F (sos-a = |

S%+b }
S§—>s—a

L{eatCOS(bt))} = F(S _ a) — s—a

(s—a)2+b?

Ejemplo 19. Jugando al cuadrado perfecto:

) S+
SiF(s) = s2+4s+13

determinar f (t).

es la transformada de Laplace de una funcién f (1),

Solucion:
Para determinar f (), necesitamos hacer algunos reordenamientos
preliminares para F (s):

F(s)=

s+1 s+1 o (s+2)-1 _ (s+2) 1[ 3 ]
S2+4s5+13  S24+45+4+49  (s+2)2+3%2  (s+2)2+3%2 3 l(s+2)?+32

= L{e"'cos3t} — % L{e *'sen3t)
Por lo tanto, de las entradas (vii) y (viii) de la tabla se tiene que:
f(t) = *'cos3t — é e 2'sen3t (12)

La funcion forzado f (t) de tipo (12) es tediosa para manejar con
coeficientes indeterminados o variaciéon de parametros.

527
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Ejemplo 20. Propiedad de translacion:

Encontrar:
L{t?et)

Solucion:
Tenemos que:

[{tzet} = ‘C{tz}ls—w—l ={F (8)}s05-1 = {;3}

Luego tenemos:

s-s-1

L{tzet} = F(S - a) = m

El inverso de la propiedad de la translacion, la cual establece que:

LYF(s—a))=etf@) (17)

Esta expresidon es muy util porque muchas soluciones de
ecuaciones de segundo orden son de esta forma, por ejemplo, una
vibracién amortiguada de la forma e~tsen (2t). El siguiente ejemplo
ilustra esta idea.

Ejemplo 21. Inversa de la propiedad de translacion:

Usando (17), calcular:

-1 1 }
a. L {sz+65+10

b. £ { ]

s2+2s+5

o £ )

Solucion:
a. Como s2 + 6s + 10 no se puede factorizar en factores lineales
en los reales, entonces completamos de cuadrados perfectos,

de la siguiente forma:
s2+65+10=(s+3)*+1



Por lo tanto, tenemos:

L‘l[ ! ] :L‘l{ ! } = e 3%ent,
52+65+10 (s+3)2+1

b. De forma similar, para calcular:
L_l{ 3s5-1 }

sZ2+2s5+5 ,

Completamos un cuadrado perfecto en el denominador, de donde
s?+2s+5=(s+1)?+ 4 También podemos partir la fraccién en dos
fracciones:
3s—1 3(s+1) 4
s2+25+5 (G+1)2+4 (s+D2+4

utilizando la propiedad de translacion, se tiene:
L‘l[;]=3£ 1 ﬂ — 1{—}
s?+6s+ 10 (s+1)>+4 (s+1)%+4
= 3e tcos2t — 4e~tsen 2t = e t(3cos2t — 4sen 2t)

¢. Podriamos también completar un cuadrado perfecto, pero
en este caso podemos factorizar el denominador y obtener
fracciones parciales de la siguiente forma:

o 1 A B
Tr5—2 G-+ G-D G¥D)

Donde Ay B son constantes que se deben determinar. Realizan-
do el proceso de fracciones parciales, obtenemos: A=1/3yB=-1/3,

luego:
1 1/3 1/3

52+s—2=(s—1)_(s+2)

De donde:
1 1 1
-1 — _ ot _ -2t
£ { } 3¢ 73°
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Un método de diagramas para ver la propiedad de
translacion

El empleo de la propiedad para encontrar la transformada inversa, es
un poco artificiosa, de manera que nos podemos ayudar a plantear el
problema mediante un diagrama de la siguiente forma:

flty —— Gls)
l,e'“ 13 -+ 5—a

e"Kt) — G(s - a)

Las lineas horizontales indican la relacién entre una funcién que
depende de t y se encuentra en el lado izquierdo del diagrama y su
correspondiente transformada de Laplace en el lado derecho. Las
flechas verticales representan los cambios a los que se someten las
funciones. Multiplicar a f (t) por e corresponde, de acuerdo con la
primera propiedad de la translacion, a reemplazar s por s - a en la
transformada de Laplace.

Asi para el ejemplo 7, tendriamos el siguiente diagrama:

T

l-e' ls—rs—‘l

N -
E=1p

Ejemplo 22.

. 1
Encontrar la transformada inversa de e
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Solucion:

Observemos que la expresion dada en s, se puede obtener a
partir de la funcién mas simple 5—12 sustituyendo s — s + 1. Por lo tanto,
podemos plantear el diagrama siguiente:

X
52
l.g'-' ls—rs+1
1 —a
{s+1)2
. ) . 1
Para que la caja vacia sea ocupada por la inversa de ——=, la

(s+0)2’
funcidn f (t) = t que aparece en el extremo superior izquierdo, se

. 1 .y .
reconoce como la inversa de oY la operacion vertical del lado
izquierdo se determina para que corresponda con la operacion

que se efectla en el lado derecho, de acuerdo con la propiedad
de translacion.

De este modo el diagrama indica que el resultado es:
1
-1 —
£ {(s n 1)2} te

Ejemplo 23:

Aplique el mismo método del diagrama para calcular:

o)
s2—2s+5

-t

Solucion:

Para empezar, completemos con el denominador un cuadrado
perfecto, asi:

s2—2s+5=(s-1)?%*+4

Ahora podemos plantear el diagrama:
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Tsen(2l) —— —

55 +4
l,g' J's—';s—1
1 1

1

5-17+4 s2—25+5
Y obtenemos el resultado:

ft)=

Ejemplo 12:

Aplique el mismo método del diagrama para calcular:

etsen(2t)

N| =

_1{ 1 )
sZ + 6s + 10J

Solucion:

En algunos casos nuestro diagrama exige un poco de mas elaboracion,
empezamos por completar un cuadrado perfecto:

s2+6s+10=(s+3)?+1

lo cual sugiere el siguiente diagrama:

J— ]
l-e““ 1s—~s+3

(I 5 >

(5+3)0f+1 s +8s5+10°

Ahora decidiremos qué debe ir en la caja del extremo superior
derecho. Obviamente el denominador es s2?+1, pero podemos
encontrar el numerador mas facilmente si invertimos las operaciones.
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=~ ]
‘[;Eﬂ ISﬂ$—3

($+3F+1 sP+6s5+10°

A condicion de que las flechas en ambos lados del diagrama
apunten en la misma direccién, no importa si apuntan hacia arriba o
hacia abajo. Ahora es mucho mas facil completar el resto del diagrama:

§—-3
cost—3sen! ——
£ +1
T-e‘" IS-—*S—:‘I
— > 2

“(s+3P+1 s2+6s+10°
Por dltimo, la solucién deseada f (t) debe satisfacer:
f (£)e3t = cost — 3sent

Luego:

f(t)=e 3¢ (cost — 3sent)

Ejemplo 25.

Aplique el mismo método del diagrama para calcular:

o)
s24+s5—2

Solucion:
Completando el cuadrado perfecto, se tiene:

z 4 2—( +1)2 i
S S =1S E Z




Y planteando el diagrama:

1
G+1F-1
T_g—if Ts—-s+;-
1
~ §senh (3t) — .

lo que nos lleva a la solucion:
2 _(l)t (3 )
f(t)zge 2/ sen Et
Es bueno observar que esta no es la misma respuesta que nos

dio en el ejemplo 8 c, pero en realidad se puede ver que son la misma
respuesta.

Otro resultado general, es la propiedad de cambio de escala, que
resulta algunas veces muy util al encontrar transformada de Laplace
e inversas.

Propiedad de cambio de escala.
Sif (t) es una funcion que tiene transformada de Laplace, y
a es una constante positiva. Entonces:

1
Lf(at) = = LI} s-s/a (18)

Demostracion:

La demostracién de esta propiedad se logra facilmente, haciendo
el cambio de variable x = at.

L{f(at)} = fo T st f(at)dt = fo

0]

1
e S&/) f (x) Edt

=%foooe—(s/a)xf(x)dx — %(fooo e—Sxf(x)dx)l

s-s/a
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Ejemplo 26.

Deducir la férmula de la transformada de Laplace de la funcién cos
(at), a partir de la propiedad de cambio de escala.

Solucion:

1 1, s
L{cosat} = EL{COSt}|s—>s/a ~ 2 (52 T 1)

B 1( s/a ) _ S
Ta\(s/a)?+1)  st+a?
Para emplear la propiedad de cambio de escala para hallar la
inversa es mas conveniente escribir el resultado en la forma:

s—os/a

L{f(at)}s-s/q = aL{f(at)} = L{af(at)}

y plantear el siguiente diagrama:

) —— G{s)
i f;ﬂa ls —~
af(at) —G{j—;}

Transformada de Laplace de t"f (t)

Una regla facil para resolver ecuaciones diferenciales con
coeficientes que son potencias de t, es la regla de «multiplicaciéon por
t». Por su uso, la transformada de Laplace convierte una ecuacion
diferencial cuyos coeficientes son potencias de t en una ecuacion
diferencial en la transformacion.

Regla de lamultiplicacion por t" porla transformada de Laplace
Si f (t) es una funcién continua a trozos sobre [0, o) y es de
orden exponencial &, entonces para s > a:

L{t"f (1)} = (—1)"‘517:(5), donde n es un entero positivo  (19)
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Demostracion:

Probamos el resultado para n = 1, usando el hecho de que la
derivada y la integral se pueden intercambiar, se tiene:

iF(s) = iJ’me‘“f(t)dt = fmie‘“f(t)dt =— fmte_Stf(t)dt = —L{tf(t))
ds S ds ), ~ )y ds A -

El resultado para n arbitrario, se puede obtener a través de
repetidas derivaciones.

Ejemplo 27. Multiplicacion por t:

Encontrar £{tcos bt},

Solucion:
Recordemos que por la tabla dada de las transformadas se tiene que:

L{COS bt} = m

Entonces usando la regla de la multiplicacién por t™, se tiene:

d s s? — b?
L{tcos bt} = _E(sz - bz) = VY

Coeficientes variables

Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables pueden
algunas veces ser resueltas mediante la transformada de Laplace. La
ecuacion de Bessel de orden cero es uno de tales ejemplos.

Ejemplo 28. Ecuacion de Bessel:
Resolver la ecuacién de Bessel:

Con condicién inicial, y (0) = 1,y (0) =0



Solucion:
Recordemos primero que:

Lly'} = sLiy}—y (0) = s&{y} - 1
L{y!’} = s2L{y} — sy (0) — y/{0} = s*L{y} —s

Comoy, y, y" estan multiplicados por t, aplicando la regla de la
multiplicacién por tn, se tiene:

d ’r L 1 d L =0
~ = (PLY} = 9) + (L} - D)~ — (LD =
Si hacemos F (s) = L{y}, se puede escribir esta expresién como:
— = (s2F{s} = 5) + (sF{s} - 1) - =—(F{s}) =0

Después de derivar y simplificar, se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial de primer orden en F{s}:

(s> + 1)F/(s) + sF(s) = 0

Separando variables, tenemos:
F/(s) =S
F(s) sZ+1
Integrando respecto a s, se tiene:
1
Ln (F(s)) = — Eln(sz +1)+InC

Luego:

Ln (Fs))=Inc (s* + 1)‘§

Es decir que:

C
F) =77



Donde C es una constante arbitraria. Para encontrar la inversa
1
. L . ) ]
de F (s)* usamos la serie binomial para = obteniendo:

c 11,131, 135.2n-1) (D", )
F(s)= 7—52 (1 E.S—2+Z.E.F+ .+ T o + -l

Finalmente tomando la inversa de cada uno de los términos de
la serie, podemos llegar a la solucién la cual es denotada por:

R £6
y(t)E]O(t):C(l_?'Fﬁ_m‘l"“)

Si aplicamos la condicién inicial y (0) = T, vemos que la constante
C = 1. Esta serie de potencias es llamada la funcién de Bessel de
orden cero, y es una de las funciones especiales mas utiles. Surge en
problemas de ecuaciones diferenciales parciales que tienen simetria
cilindrica, la mds famosa en el anélisis de las vibraciones de los
tambores. La gréfica de Jo (t) se muestra en la figura 8, parece similar
a la solucion de un oscilador amortiguado, pero el cruce del gje se
produce a intervalos t no periddicos.

Figura 8. Funcion de Bessel de orden cero.

]!,\
I\ N\, /.

s\ﬁz‘ia/t

Fuente. Elaborada por el autor con el programa Derive.

4 En este punto debemos usar nuestra tabla de transformada inversa de Laplace.



Inversa de la transformada de Laplace. En los problemas 1 al 10
encuentre la inversa de cada transformada de Laplace.

2 T 1
]. s—3 2 s2 3 Vit s 4 ;
8s5%2-6 5-3 25+1 s+1\2
o s7 6 s2—-3 7 S244 8 (?)
1 S
3. SZ +2 ]0 52—2

Transformada de Laplace mediante diagramas. En los problemas
11 al 22 emplee fracciones parciales para encontrar la inversa de
cada transformada de Laplace (realice el diagrama correspondiente):

1 S 1
1. s 12. 5 13. 7
1 9 1
]4. s3 452 ]5- s3-9g ]6. s24+35—4
(5_1)2 s—2 1
17. s3+s 18. 52425 19. s2+425-3
20 1 21 25345243 29 s3—s%2-2s-1
" st—s3 Tost-1 =

Transformada de Laplace. Encuentre la transformada de Laplace
de cada funcion.

23.f (1) = tet 24. f(t) = t?senht
25. f(t) = (t+e 92 26. f(t) = e lsent
28.f() = & 29. (1) = 22

30. f(t) = e3t cosh(2t) 31.f(t) = g




32. f(t) = Velsenh (V2t) 33.f0) = (%)’

Transformada inversa. Use el teorema de la translacién para
encontrar la inversa de cada transformada de Laplace (utilice
diagramas correspondientes).

1 N

34.F(s) = 35.F(8) = 55
36. F(5) = 7= 37.F(s) = o0——
38.F(s) = 50 39.F(5) = e
40.F(5) = —= 41.F(s) = 50
42. F(s) = % 43.F(9) = 55
44.F6) = 45.F6) = s

Problemas de primer orden. Use la transformada de Laplace para
resolver los problemas con valor inicial del 46 al 49.

46.y/ =1, y (0) =1

47.y -y =0, y (0) =1

48.y/ -y=ef y(0) =1

49.y/ +'y=ef, y(0)=-1

Transformaciones en el trabajo. Resuelva los problemas con valor
inicial del 50 al 57.

50.y7-3y+2y=0, y(Q)=1 y (0)=0

51.y7 + 2y =4, yO) =1,y (0)=-4




52.y/+9y=20€e",  y(0)=0, y/(0)="1

53.y" + 9y = cos (31), y(0) =0, y(0)=-1

54.y/" + 3y’ + 2y = 6, y(0)=0, y(0)=2

55.y7+y/ +y=1, y(0) =0, y(0)=0

56.y/ +y +y=sent, y(0)=0, y(0)=0

57.y/+y/ +y=e"t y () =0, y(0) =1

Solucién general. Si se tiene que y (0) = Ay, y/ (0) =B, la transformada
de Laplace aplicada a la ecuacién diferencial:

ay’+by +cy="1(t)

produce la soluciéon general en términos de las constantes
arbitrarias Ay B. Aplique este hecho a las ecuaciones diferenciales de
los problemas 58 y 59 y compare sus resultados.

58.y// -y =t 59. y/ + 3y/ + 2y = 0

Elevando las apuestas. Resuelva los problemas de valor inicial 60
y 61 usando la transformada de Laplace, compare con los métodos
usados sin la transformada.

60. y/ - y/' - yl+y=6e" y(0)=0,y (0)=0,y” (0) =0

6l.y(4)-y=0, y(0)=0,y(0)=0,y"(0)=-1,y(0) =0

Métodos del operador. Los métodos simbdlicos para resolver
ecuaciones diferenciales son métodos en los cuales las derivadas son
reemplazadas por los operadores simbdlicos D = d/dt, D? = d?/dt?
Luego, la ecuacién diferencial:



y/+y-2y=0

puede ser reemplazada por la ecuacién algebraica:

D’y+Dy-2y=0

(D2+D-2)y=0

DO-1)D+2)y=0

Como con la transformada de Laplace, se transforma una
ecuacion diferencial en una ecuacion algebraica, los problemas 62 y
63 pueden resolver estas dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden usando operadores.

62. Resolver y/ + 3y/ + 2y = 1, siguiendo los siguientes pasos:

a. Escriba la ecuacion diferencial en forma de operadores
y muestre que ella se puede escribir como:

(D +1(D+2)y=1

b. Muestre que y se puede encontrar resolviendo las dos
ecuaciones de primer orden:

Db+1w=1

D+2)y=v

c. Encuentre y de la parte b. resolviendo la primera
ecuacion dada para v, y luego sustituya v en la segunda
ecuacion para obtener el valor de y. (Ayuda: Tenga en
cuenta que (D+1)r =1 es simplemente v/ + v=1Yy
que (D+2)y=v,esy +2y=v).




63. Encuentre la solucion de:

Y//+y=l:6

usando operadores simbdlicos (ayuda: reescriba la ecuacién
diferencial en forma de operadores, resuelva para vy, dividiendo por
(D% + 1)) y escriba la serie de potencias como:
——=1-D%2—-Dp*— ..
D?+1
luego esta serie de potencias opera sobre t°. Esto nos da una
solucién particular. Verifique su respuesta.
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11.5 La tuncion escalon y la
funcién delta de Dirac

La funcion escalon unitaria

Algunos sistemas en fisica son controlados por switches de abierto
o cerrado, los cuales son modelados por funciones discontinuas.
Por ejemplo, la entrada del voltaje de un circuito puede ser con-
vertido en abierto o cerrado, o escalonado arriba o abajo; sistemas
mecéanicos pueden experimentar cambios abruptos ante un forza-
miento. Muchos de estos sistemas pueden ser representados usan-
do funciones escalonadas®.

Funcion escalén

La funcidén escaldn unitaria U(t), se define como:

(0 Sit<0,
u(t)‘{1 Sit>0,

Y la funcién escaldn unitaria trasladada como:

_ (0 Sit<a,
u(t_“)‘{1 Sit>a

5 La funcién escalén unitaria es también llamada la funcién de Heaviside, después de Oliver
Heaviside (1859-1925).
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Figura 151. Oliver Heaviside (1850-1925).

Fuente. Enciclopedia Briténica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN).

Heaviside fue un inglés autodidacta que inventd su propio
célculo operativo para resolver ecuaciones diferenciales mucho antes
de que se introdujera la transformada de Laplace en la ingenieria,
con el mismo propdsito. Heaviside acund los términos inductancia
y capacitancia e introdujo la ecuacion del telegrafista, una ecuacion
diferencial parcial para el voltaje en un cable en funcién del tiempo,
lugar, resistencia, inductancia y capacitancia. Asimismo predijo la
existencia de una regién ionizada reflectora alrededor de la tierra
(la ionosfera). Acongojado por la pobreza y menospreciado en los
primeros anos de su vida debido a su falta de educacién, su genio fue
reconocido finalmente y recibié numerosos honores y premios.

La funcién escalén unitaria representa el cambio de un
interruptor de apagado a encendido, en el tiempo t = O, mientras que
la funcién escalada trasladada representa activar el conmutador
en el momento t = a. Estas dos funciones se representan en la figura
152:
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Figura 152. Gréfica de la funcién escalar unitaria.

a3 U(t) by - a)

Fuente. Elaborado por el autor.

Transformada de Laplace de la funcion escalonada

e—as
LU - )} = — (20)
Demostracion:
Por la definicién de la transformada de Laplace, se tiene que:
LUt —a)} = f e StU(t — a)dt
0

a _ oo _ oo _
=J, e7*todt + [ e~ 1dt = [ e S'dt

. e %1h . 1, _ _ e~
=lim [— ] = lim —=[e™S? — ¢754] = —
b—oo s 1a b—oo S s

Es claro entonces que:

£ {e} = Ut — a) 21)

S

Antes de aplicar la transformada de Laplace a funciones esca-
lonadas, es importante ver cémo podemos expresar y graficar funcio-
nes definidas a trozos mediante las funciones de Heaviside.
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Ejemplo 29. Graficando funciones definidas a trozos

mediante funciones de Heaviside:

Graficar la funcion f (t) = U(t — 1) = U(t = 3).

Solucion:
Como la férmula para U(t — 1) cambia en t = 1, y la férmula para
U(t — 3) cambia en t = 3, entonces la férmula para f (t) cambia para
t=1yt= 3. De acuerdo con esto dividimos el dominio de t, en los
intervalos.

(—0,1),[1,3),y [3,»)
Sit< 1, entonces f (1) =U(t—-1)—-U{t—-3)=0-0=0C ya que
Ut-1)=0sit<TyUt—-3)=0sit<3.

Si 1=t<3 entonces f (t) = U(t—-1)-UEt—-3)=1-0, ya que
Ut-1)=1sit=>1yUt—-3)=0sit <3

Si 3<t entonces f () =UE—-1)-Ut-3)=1-1=0( ya que
Ut—1)=1sit=1y Ut —3)=1sit>3 Lafigura 153, nos dala
grafica de f (t) = U(t — 1) — U(t — 3).

Figura 153. Gréfica de la funcién Dada.

L3 g
—

Fuente. Elaborado por el autor.

Del ejemplo anterior se concluye la siguiente deduccién: una vieja
funcidn en ingenieria utilizada como un filtro o funcién de interrupcion
para extraer una pieza de una funcién a lo largo de un intervalo [a, b).
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Observacion util funcién de interrupciénsiO<a<b
0 sit<a

entonces: y(t —a) —U(t —b) = {1 sia <t<b (22)
0 sibst

Y la gréfica de U(t — a) — U(t — b) se da en la figura 154.

Figura 154. Gréfica de la funcién dada.

- - - & = |
B i
Fuente. Elaborado por el autor.
Figura 155. Gréfica de la funcién dada.
ik [
- - - & = |
B i

Fuente. Elaborado por el autor.

La funcién de interrupcién corta una parte de una funcién entre
a y b para una funcién particular f (t), como se muestra en la figura
156. Es decir si g (t) es alguna funcién de t, con a < entonces:

0 sit<a
gOU(t—a)—Ut—Db)] =1{g(t) sia <t<b (23
0 sib<t

La funcidén g (t) se activaent=ay luego se apagaent =b.
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Figura 156. Gréfica de la funcién de interrupcién.

¥

]} oeemc—e

a b i

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 30. Expresiones graficas con la funcion de

Heaviside:

Trazar la gréfica de la funcion f (t) =t?[U(t — 1) — U(t — 2)]

Solucion:
Como: 0 sit<1
Ut -1 -U{t—-2)]=1{t? sil<t<?2
0 si2<t

y la gréfica de f (t) estd dada por la figura 14, la férmula
t2[U(t — 1) — U(t — 2)] selecciona esa parte de la gréfica de t2 entre
1y 2,y vuelve el resto igual a cero.

Figura 14. Gréfica de la funcién dada.

1 & ! w f
1 2 a

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Ahora estamos listos para escribir una funcién continua a trozos
en términos de funciones escaldn unitario.
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Ejemplo 31. La forma alternativa:

Escribir la funcidon dada en la gréfica 157, en términos de una funcién
escaldn unitario.

Figura 157. Gréfica de la funciéon 14 en términos de la funcién escalon unitaria.

Fuente. Elaborado por el autor.

Solucion:
La funcién f(t) dada en la gréfica la podemos escribir como:
t si0<t<1
f(y=)2—t sil<t<2
0 si2<t<3

1 si3<t
Entonces:

f)=tfu) -Ut -]+ 2-t)[U(t —1)=U(t —2)] + 1. [U(t — 3)]

Observe que el primer término de la expresién anterior es
cero, excepto cuando 0 <t < 1y esta expresién toma el valor de t.
El segundo valor toma el valor de cero, salvo cuando 1 <t <2, en
donde toma el valor de 2 - t. Para el tercer término de la expresion es
cero salvo cuando 3 < t, donde toma el valor de 1. Observacién: como
solo consideramos valores de t= (, el primer término de la expresion
anterior puede ser escrito como t[1 — U(t — 1)].
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Ejemplo 32:

Trazar la gréfica de:
fO)=2u@)+ Ut -1+ B-t)U(t —2) —3U(t—4),parat >0

Solucion:

Mirando las funciones de Heaviside vemos que ellas cambian en los
puntost=1,1=2yt= 3, entonces podemos romper el intervalo
(0,00c), de acuerdo a la siguiente tabla:

Tabla 2. Funciones de Heaviside de acuerdo a los intervalos dados.

Intervalo f(t) =2U(t) + Ut - 1) + (3 - U(t —2) — 3U(t —4)
0<t<l fH=21+10+(3-1).0-3.0=2
1<t<? f)=21+t1+(B83-1).0-3.0=2+t

2 <t<4 fO=21+t1+3-1)1-3.0=5

1<t f=21+t1+B-1)1-31=2

Fuente. Elaborado por el autor.

En los cuatro subintervalos [0, 1), [1, 2), [2, 4), [4,0<), vemoSs
coémo f(t) se comporta. Usando la definicién de la funcién de Heaviside,
podemos trazar la gréafica que se ve en la figura 158.

Figura 158. Grafica de la funcién de Heaviside para los cuatro subintervalos.

- M W & o
T

1 i 1 1 | 1 | -
{1 2 4 4 568 7 8
Fuente. Elaborado por el autor.

= !




Ya hemos visto cdmo las funciones que tienen discontinuidad de
salto (funciones escaldén) pueden ser representadas en términos de
funciones de Heaviside.

Otra propiedad de Laplace para funciones definidas mediante
funciones de Heaviside, llamadas también funciones de retraso, es
la siguiente:

L{f(t —a)U(t —c)} = e “F(S)parac > 0. (24)

En otras palabras, esta propiedad nos dice lo siguiente:
Para encontrar la transformada de Laplace de una funcién de

retraso f (t - c) U(t — c), se transforma f (t) a F S) y se multiplica por
e—CS.

Demostraciéon

Para c > 0. Usamos la definicién de la transformada de Laplace
y las propiedades de la funcion de Heaviside, en la que U(t —c) =0
parat<cyU(t —c) = 1parat>c,luego:

£if e - -} = | Ce St (e - (e - c)dt =

= [Te St —a)U(t — c)dt + [ e Stf(t — a)U(t — c)dt
= [Je Stf(t—a).0dt + [ e Stf(t —a).1dl

= [ e Stf(t — a) dt

Haciendo el cambio de variable, u = t - ¢, tenemos que du = dft,
por lo tanto:

£ (t - )U(t = )} = j " eSO (1) du
0

=e ¢S fooo e W f(u) du = e F(S)
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es claro entonces que la inversa para 24 es®:

L Ye SFS)Y=f(t—a)U(t—c) Parac>0 (25)

Para calcular la transformada inversa de una expresion de la
forma F(S)e™, encontramos la transformada inversa f (t) de F (S),
e imponemos el corrimiento reemplazando f (t) por f(t — a)U(t —c).

En la practica es mas comun encontrar la expresion de la forma
g (OU(t — ¢), esta se logra reemplazando en 24, a g (t) por f (t —c) y
entonces 24 se puede escribir como:

Forma alterna de la propiedad de retardo
Lig Ut -} =eSLig(t+c))  (26)

Ejemplo 33:

Calcular £{t2U(t — 1)}

Solucion:
Para poder usar la propiedad 24, tomamos:

Ut —1) = f(t— Ut —0)

Entonces ¢ = 1y t? = f (t — 1). Para poder calcular e *SF(S) en
nuestra formula necesitamos F (S) = L{f(t)}, pero tenemos f (t -1) el
cual no es f (t). Pero si introducimos una nueva variable u, y hacemos
u=t-1,0,t=u+ 1, entonces:

f(t-1)=t

fwy=u+1)y=ul+2u+l

6 Si f(t) es de orden exponencial a, entonces el teorema de la funcién de retardo (y sus
formas alternativas) necesitan las restricciones ¢ < S.
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Luego:
fuy=u’+2u+l

Por lo tanto:
2 2! 2 1
FO) - LU W) = L2 +2u+ 1) = 2+ 2+ ]
Por lo tanto, de nuestra propiedad tenemos que:

Ut~ 1) =e “FS) =e™* [53 + —+s]

Ejemplo 34:

Calcular L{(e* + 1)U(t — 2)} usando la propiedad 24.

Solucion:
Tomamos de nuevo:

(et + DUE—2) = f(t—2)U{t—2)

Dondec=2yf (t-2) = (¢! + 1). Seau=1t-2,0t=u+ 2 entonces
f (u) = eu+2 + T=eZeu + 1. Entonces f (u) = e2eu + 1, de donde:

1

1
F(S)=LleZet+1}=e’c—++

Por lo tanto, por nuestra propiedad tenemos:

L{(e* + DUt — 2)} = e SF(S) = 725 [Se_z -+ %]

Observacion: es facil ver que si en (24) hacemos f (t - a) = 1,
entonces tenemos:

L{LU(t — )} = e~SF(S)

Pero F (S) = £{1} = -, por lo tanto:

LILUE — )} = LQU(t — ¢)} = e,

Gnl -
95
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Ejemplo 35. Funcion definida a trozos:

La funcién escaldn unitaria es Gtil para representar funciones
definidas a saltos. Calcular la transformada de Laplace de la funcién:

2sit<3
f()=1-4si3<t<4
1 sid<t
Solucion:

Por lo visto anteriormente podemos escribir la funcién definida
a trozos como:

ft)y=2-6U{E—3)+5U(t —4)
Luego:

2 —6e 3t 4 54
LN =F©) =L{2-6U(t—3) + 5Ut -4} = <

La figura 159 nos muestra la gréfica de la funcién definida a

trozos f (t) y su curva suave continua F(s). Es bueno observar que el
término 2/S es el dominante.

Figura 159. Gréfica de la funcién definida a trozos.

1) 7
J R ]
| 5
1 [ e 4
—1—5 1 -
o2 3 4 5 F o 3
L £,
- . 2
-2 Lo
P ! S
-3 . S e
. Lo {2 3 4 5

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.
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Ejemplo 8. Otra funcion definida a trozos:

Usando la funcion escalar unitaria encuentre la transformada de
Laplace de la funcion definida a trozos:

0 sit<O
g(t)=t? sio<t<1
1 sit=>1

Solucion:

Podemos escribir la funcidn a trozos mediante la funcion escalar
unitaria de la siguiente forma:

g () =t2UR)+ (1 - tHU(t - 1)
Luego:
L{{g®}} = G(S) = L{{2U) + (1 — UL — 1) })
=) esteRu(tde + [ emS (1 — t)U(E — 1) dt
= fy eStPU)dt + [ e~Stde— [7 e~Stt2 dt
=f01t2€_5tdt +f1008_5tdt — g_ e—S (§+é +S_23) +%€_S
=533— 23—5(i+ 1)

sz s3
Figura 160. Grafica de la funcién definida a trozos.

E{ﬂu
2..
1 /
L 2 3 i
14

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.
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Funciones de retardo

En muchos ejemplos précticos estamos interesados en problemas de
retardo o corrimiento de funciones.

Funcién de retardo
Para una funcién dada g (t), la funcién de retardo, se define
como:
0 sit<c

f {1 ={g(t—c)sit =cC
Desplaza g a la derecha ¢ unidades desde el origen y lo
reemplaza por cero a la izquierda de t = c. Utilizando la
funcién escaldn unitaria, la funcidén de retardo también se
puede escribir como:

f(t) =g (t-c) Ut — ¢) (27)

Ejemplo 9. Imponiendo un corrimiento:

Imponer un corrimiento de 3 unidades hacia la derecha de la funcién

f(t) =+t

Solucion:

Para obtener un corrimiento de 3 unidades hacia la derecha vasta
escribir la funcién como:

0 sit<3

g(t)z{\/t—3 sit>3

O si usamos la funcién escaldn unitaria tenemos que:

g(t)=VE=3U(t - 3)
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La figura 161 nos muestra la funcion (t) y la funcion trasladada g (t).

Figura 161. Gréfica de la funcién trasladada.

4-3-2-1 | 1 23 45 ¢ 1] 12345678 1

a) Funcién original b) Funcién de retardo g (t) = vVt — 3U(t — 3)

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Ejemplo 38. Transformada de una funcion de retardo

Encontrar la transformada de Laplace de la funcion:

h(t) = t>U({t - 1)

Solucion:
Usando la propiedad (24) conc =1y g (t) = t? se tiene:

Lh(©)} = L{t>U{t — 1)} =e S L(t + 1)?

-S 2 _ —s(2 2 1
=e L{t +2t+1}—e (S_3+5_2+§)

Si comparamos esta simplificacion con el célculo directo, vamos
a necesitar calcular la integral de [ t2e~S'dt por partes.

Ejemplo 39:

Encontrar la transformada de Laplace de la funcion:

g =(et+ DU -2)
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Solucion:
Usando la propiedad (24) conc =2y g (t) = et + 1, se tiene:

L{g(©)} = L{(e* + DUt — 2)} = e725 L{e"? + 1)
=e 2 L{e?et + 1} = e 25 [e2L{e'} + L{1]}]

2
—2s| e 1]
—e R B
[S—l + S

Ejemplo 40. Trabajando con la inversa de la funcion

de retardo:

Calcular la transformada inversa de:

1—e™35
SZ

F () =

Solucion:
Reescribiendo F (S) como:

Para encontrar f (t), tratamos el segundo término como la
transformada de un retardo. Luego:

LTYF(S)} =t — (t—3)U{t -3}

L—l{e—35/52}

Ejemplo 41. Utilizando la forma alternativa:

Usar la funcién de supresion y la forma alternativa de la propiedad de
retardo para encontrar la transformada de Laplace de:

0 sit<l],
f(t)={—senmt sil <t<2
0sit=>2

559



Solucion:
La figura 162 muestra la gréfica de esta funcién. La cual podemos
escribir como:

f ()= —senmt[U(t — 1) —U(t — 2)]

Por 26 podemos encontrar la transformada de Laplace, con a
=lyb=2

L{f(t)} = e SL{—senn(t + 1)} + e 25 L{senm(t + 2)}

Usando la identidad trigonométrica para sen (A + B) y
simplificando, tenemos:

L{f(t)}=e5L [senn’t COST + CcoS Tit Sen n']+e‘ZS£ {sen mtcos2m + cosmt senZn:}
bl N Sl Lret

-1 0 1 0

= L{senmt}(e™5 + e7%5) = ud (e75 +e7%5)

S524m?

Figura 162. Grafica de la funcién definida a trozos dada.

fly

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Si en una ecuacién diferencial su término forzado es una funcién
definida a trozos, resolver con métodos dados anteriormente es
engorroso: una solucion separada debe calcularse para cada intervalo
de tiempo, y las soluciones «coinciden» mediante la busqueda de valores
iniciales apropiados en cada nuevo intervalo. La transformacién de
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Laplace nos permite resolver estos problemas con mayor eficiencia,
asi, por ejemplo:

Ejemplo 42. Término de encendido/apagado:

Resolver el problema con valor inicial:

1si0<t<m

= / =
0sit>m x(0)=0, X' (0)=0

X//+X/={

Solucion:
Podemos reescribir la ecuacion diferencial escribiendo el término

forzado. De la siguiente forma:

X/+x'=1-U({t—m) x(0)=0, x(0)=0
Tomando la transformada de Laplace y sustituyendo por las
condiciones iniciales se tiene:

S2X(S) + X(S) = L{1— Ut — )}

Por la propiedad del retardo de una funcién se tiene que:

L1- UE-m)} = s LLU(t -1} =g—zeT™

Luego:

[UnN

2 =1__ -TS
SPX(S) +X(S) =z —ze

wn

Entonces:

1= 1 oS 1
X(S)= S(S2+1)  S(S%+1) S(S2+1

G-wn)- " G-wn)
= | =—— —e —— —
S S2+1 S S2+1

Por la propiedad del retardo tenemos:

X (t)=L7HX(S)} = (1 — cost) —[1 — cos(t — m)|U(t — )



En forma de una funcion definida a trozos, tenemos:

(t)—{ 1 —cost si0<st<m
= 1—cost—[1—cos{t—m}] sit=>n

Simplificando y usando la identidad trigonométrica para
cos (t-m), se tiene:

x(t) = {

1 — cost si0<t<m
—2 cost sit=>m

En la figura 163 tenemos la entrada f (t) y la salida x (t).

Figura 163. Gréfica de la entrada f(t) y la salida x(t).

Cutput function x(#)

Input function f{#)
1 e

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Sabemos poco acerca del comportamiento del «cambio» en el
punto en cuestion, pero se puede comprobar que esta bien definido
por la continuidad en dicho punto.

Una funcién f (t) definida sobre (0, ) es periddica de periodo T si:

F(t+T)=f(t) paratodot >0

Las funciones periddicas aparecen en muchas aplicaciones.
Estamos interesados en ver el comportamiento de las funciones
periddicas y la transformada de Laplace. En esta seccidn veremos
esto en detalle.
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Teorema
Sif (t) es periddica sobre elintervalo (0, ©) con periodo Ty tiene
transformada de Laplace, entonces:

1 r —St
£f ©) = r— f fOde  @28)

Demostracion:
Suponemos que f (t) es periddica con periodo T y que tiene
transformada de Laplace, entonces:

(o] T [ee]
L{f (t)} =f e St f(t)dt :j e Stf(t)dt +j e Stf(t)dt
0 0 T
(Si esta segunda integral hacemos t =T + u)
_ ) e St O dt + [ 7St flu + T)du

[ e St (tydt + =T [ e St fw)du

Como f (t) tiene periodo T, entonces:
T
Lif @)= [ et f@de+ e Lif @)
0
Resolviendo esta ecuacion para L{f (t)}, se tiene:

1 T
£f (0} = —=5r f e St (t)dt.

cuando T (t) es periddica, solo necesitamos 0 <t < T.

Ejemplo 43:

Encuentre L{g (t)}, donde:

sio<t<1
glt) = {0 Sil<t<?2 periodo 2

a1
o))
w



Figura 164. Gréfica de la funcién de entrada f(t).

Fuente. Elaborado por el autor.

Solucion:
Como la funcién es periddica de periodo 2, entonces por la férmula

(28) se tiene: ,

1
£lg ) = 1=z | e o0

1 fl St
= ——| e~ dt
1-e725),

1 (e‘St 1)
===l
1 eS

=1—(3‘25(:-'- )
_ 1

" s(ive-S

wls

Observe que la parte mas dificil para el célculo de la transformada
de Laplace segun (28) es calcular la integral fOTe"Stf(t)dt. Esta se
puede calcular usando las tablas de la transformada de Laplace, como
sigue. Si:

o _(g(t) para0<t<T
g0 _{ 0 parat>T

entonces:

T
[ estgtere =gy
0
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Luego:

[ eStg@yde = [ e g(ode
= [ e St g(tydt = L{G®)} (29)

Observe que g(t) = g(t)[1 —U(t = T)]

Ejemplo 44. Transformada de Laplace de una funcion

periodica:

Sea g (t) la funcion dada por:

_{t para0 <t <1,
g0 —¢ paral <t <?2

Hallar G (S). La gréfica de la funcién se muestra en la grafica
(165).

Figural65. Grafica de la funcién periddica g(t).

Fuente. Elaborado por el autor.

Solucion:
Sea:

GO =t[1—Ut- D]+ Q2 - DUt —1) - Ut -2)

St42(1— U — 1) + (¢t — 2)U(t - 2)

565



Entonces:

g(t) =g(Para0 <t <2y §(t) = 0parat > 2 Lagréficade g
1) Y g(t) estédn dadas en la figura 22 y 23. Entonces por (28) y (29):

1 2
JTIG) E— fo e~Stg()dt

1 A
== Lg0)]

—)UE - 1) + (£ - 2)Ut - 2)]

1 1 e™S e72S
T1e S|z fTeT TS

La transformada inversa, de Laplace usualmente no se calcula
usando (28). Un método para calcularla es mediante el uso de series.
Recordemos que para, [x| < 1.

=1+x+x*+- =Zx"

n=0

1_

SiS>0,T>0,e % > 1. Haciendo x = e 5T, por la serie anterior
se convierte en:

o

=14+e ST 42T ... = Z e T (30)

n=0

1—e-5T

Entonces si L{g(t)} = F(S),

1 oo _
——F(S) = Enzoe TES)

Tomando la inversa de Laplace a ambos lados y usando (24) con
¢c=nT, nos da:

£ [ F(9)] = TR0 f(—n)UE—nT)  (31)
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De forma similar, haciendo x = - e 57 en la serie geométrica nos
da:

[o¢]

1
T+e T Z(_l)ne_nST

n=0

Y:

£ [ FO)] = Eimo(-DMf(E = nt)UE = nT)  (32)

Ejemplo 45. Transformada inversa de Laplace con

1— e5T en el denominador:

Sea G (S m Encontrar g (t) = £7Y4G (S))}.

Solucion:
Usando (30), tenemos:

(S =g (¥ - 1) Trge™mS
_ 27?:05_12 (e—(2+3n)s) -y, 5126—3115
Ahora, por (24), £1 L —CS] = (t — ¢) U(t — c), luego:

g(t) = Z(t—Z —3n)U(t — 2 — 3n) —Z(t— 30Ut — 3n).
n=0 n=0

Solucién alternativa. Podemos también resolver el ejemplo 17,

usando la férmula (31) con T=3y F (S) = —Si + =e~25 Entonces f

() =-t+ (t-2UE—2),yde (31): ’

Zf(t —3n)U(t - 3n) = Z [—(t — 3n) + (¢ — 3n — 2)U(t — 3n — 2)]U(t — 3n)
n=0 n=0

=Y o—(t—=3n)U({t—-3n)+ (t —3n—2)U(t —3n—2)U(t — 3n)



- Z —(t = 3n)U(t — 3n) + (t — 3n — 2)U(t — 3n — 2)
n=0

Esta dltima desigualdad se sigue de que:

Ut —a)UE—Db) =U(t—¢)
donde c es el mayor entre ay b. (33)

Sistemas fisicos frecuentemente involucran fuerzas de impulso que
actlan sobre periodos muy cortos de tiempo, tal como un bate gol-
peando una pelota de béisbol o la colisién de particulas subatémicas.
Para tratar con este tipo de ejemplos, el fisico Paul Dirac inventé un
objeto llamado «como funcién», la funcién delta de Dirac o la fun-
cion impulso unitario impulsién & (t).

Empecemos con una funcién especial:

0 Sit<O
fu® ={1/h Si0O<t<h
0 Sit=>h

Tal que [, fu(©)dt = 1. La gréfica tipica de f,(£) se muestra en
la figura 166. Entonces Dirac sugiere que:



Figura 166. Grafica de la funcién delta de Dirac.

6(t) = lim f, ()

Yi
13h3l:;_--o
e
11 ey
[ & B Bk i

Fuente. Elaborado por el autor.

Esta definicién realmente no es valida en matematicas ordi-
naria, ya que ’lll_r)r(l)% no existe, pero la funcién delta de Dirac simulta-
neamente satisface dos condiciones que una funcién ordinaria no
podria cumplir.



Figura 167. Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).

Fuente. Enciclopedia Britanica (Biblioteca virtual de la Universidad EAN).

Fisico tedrico britanico, quien fue premiado (junto con Erwin
Schrédinger) con el premio Nobel de Fisica por su trabajo en mecé-
nica cuantica. Entre otros logros, Dirac describié el movimiento de un
electron mediante cuatro ecuaciones diferenciales simultaneas. Con
el hallazgo de estados negativos de energia que predijo con este mo-
delo matematico, Dirac planteé la hipdtesis de la existencia de posi-
trones o antiparticulas electrénicas, hipdtesis que se confirmé mas
tarde.

La funcion Delta de Dirac
La funcién delta de Dirac o la funcién unidad de impulso
&(t) estén definida por dos condiciones:

0 Sit+0
8(t) = { SN
m(h) Sit=0
o [T 8(t)dt =1 (34)

Una forma de visualizar la funcién delta es verla como un limite,
en el sentido de una sucesion de funciones que son cero en casi todas



partes, excepto cerca al origen, donde ella toma «puntas»; en el limite,
estas puntas se hacen mas altas pero mas finas para satisfacer la
condicién 2.

Para encontrar la transformada de Laplace de la funcién
impulso unitario, se tiene primero que calcular la transformada de fa
y entonces examinar qué sucede cuando h tiende a cero. Como fr es
ceroparat>h:

0 h

L{f,(D)} = jo e Sty (Hdt = fo e Sty (H)dt

1 /h —St l—e_h5
== e dt = ——
hfo hS

Usando la regla de L’hopital, encontramos que:
lim L{f, ()} = 1

y definimos la transformada de Laplace de la funcién impulso
unitario como sigue:

Transformada de Laplace de la funcion delta de Dirac
L{s®)} =1 (35)
L{(t—a)} =€  (36)

Podemos encontrar (36) de manera similar, o escribiendo la
funcién de retardo para la funcién ¢, como:

S(t—a)U(t—a)

y aplicando el teorema del retardo o corrimiento.

Transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales con funciones 0

Los problemas que implican cambios y retardos pueden resolverse sin
transformaciones de Laplace, pero las transformaciones son una gran
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ayuda, como vimos anteriormente. Para sistemas sujetos a impulsos
modelados por la funcién delta, los métodos de transformacién de
Laplace son esenciales.

La funcion delta desempena un papel importante en la investi-
gacion médica, ya que una dosis de medicaciéon administrada por una
inyeccion se puede introducir con una tasa de entrada del farmaco
como una funcién delta.

Ejemplo 46. Funcion impulso forzada:

Resolver la ecuacion diferencial:

y/+y=6(t—1),y(0)=1

Solucion:
Tomando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion y
utilizando (36) se tiene:

SY(S) -y +Y(S)=e"*

Resolviendo para Y (S), tenemos:

e~S

1
Y(S)—m+m

Asi que por (24) y (lll) de la tabla de transformadas:

y@=L" {S%} +L71 {e‘s S%} =e"+eUt-1)

Fisicamente este ejemplo puede ser visto como un ejemplo de
un circuito simple lineal RC en la figura 168, donde y es la carga sobre
el condensador en el tiempo t, y hay una carga inicial de 1 sobre el
condensador. Para 0 <t <1 el voltaje e es cero y el condensador
esta descargado. En el tiempo t = 1, existe un voltaje impulso, es
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decir, un voltaje muy grande aplicado durante un breve periodo que
recarga el condensador. Entonces el voltaje es de nuevo cero, y el
condensador reanuda la carga.

Figura 168. Gréfica de un circuito RC.

Fuente. Elaborado por el autor.

La gréfica 169 muestra la interpretacién de lo que es el problema
real, mediante y (t).

Figura 169. Interpretacion gréfica de la funcién y(t).

¥
1k ‘ma
— ..I L T - f
1 2 3

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Esta gréfica puede ser interpretada mediante la funcién continua
dada en la siguiente figura.
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Figura 170. Gréfica de la funcién continua para el ejemplo 27.

¥

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Es importante decir que en los problemas reales que implican
los impulsos, se debe tener cuidado para asegurar que las ecuaciones
que se usan proporcionen modelos asertivos en la precision de los
grandes, pero breves valores dados en el impulso.

Ejemplo 47. Terapia con una droga:

Supongamos que un investigador médico administra a un paciente
100 mg de un farmaco y la misma cantidad 24 horas después. Su-
pongamos que la vida media del farmaco en el cuerpo del paciente es
de 24 horas. Utilizar nuestro conocimiento de ecuaciones de primer
orden para encontrar la cantidad futuray =y (t) del farmaco presente
en el cuerpo. Teniendo en cuenta que este es un problema de mezcla,
plantee la ecuacion diferencial y resuélvala para vy (1).

Solucion:

Como se trata de un problema de mezcla, entonces debemos tener en
cuenta la cantidad de entrada del medicamento asi como su cantidad
de salida, esto es:

d
d—i’ = 1008 (t) + 1008(t — 1) — ky

Razdn de entrada razdn de salida




Donde la unidad de medida t estd dada en dias. La gréfica de la
entrada esta dada en la siguiente figura.

Figura 171. Gréfica de la funcién de entrada.

}i’ .

175
150
125 '
100

75

50 .

25

i 2 3 r

(@) funcion de entrada

Fuente. Elaborado por el autor.

Podemos evaluar la constante k de decaimiento en nuestra
férmula anterior, usando la informacién de la vida media. La ecuacién
de decrecimiento es y/ = - k y, que tiene como soluciony = y.e, . La
vida media de 24 horas (un dia) significa que:

1 —k
53’0 = Yo€

De donde k =In2 = 0.7, entonces nuestra ecuacién se puede

escribir como:

d
d—3t'+ 0.7y = 1008 (t) + 1008(t — 1)

Tomando la transformada de Laplace de esta ecuacién tenemos:

SL{y} + 0.7L{y} = 100(1 + ~5)

L{y} =100 1+e™
= S+0.7



100 (5755) + 100 (55)

=100£L{e "7t} + 100e S L{e 7]

Luego el futuro de la cantidad de medicamento es:

y () = 100e7%7 + 100 707Dy (t — 1)

100e7%7t si0<y<1

{ 0 sit<O0
100(1 + e%7)e %7t sit > 1

La figura 172 nos muestra la gréfica de esta funcion:

Figura 172. Gréfica de la funcion y(t).

Ly
173 4
150 ¢
125 1
1040 ¢

75+
504
5+

b) La cantidad-de
droga en el cuerpo.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Este es exactamente el tipo de problema en el que la informacién
de punto final puede no ser conocida exactamente.

Puede dibujar facilmente a mano el grafico de la solucién en la
figura 172, con la férmula solucion solamente a partir de la informacion
de entrada y la vida media.
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Los saltos en la solucién ent =0y t = 1 son causados por
la inyeccion del farmaco. Un impulso de magnitud Ad(t — t,)
dara lugar a un salto por la cantidad A en t = t, en la solucién
y (1) de la ecuacién de primer orden.

Después de cada intervalo de 24 horas, el farmaco que
queda en el cuerpo se reduce a la mitad.

Funcion de respuesta de impulso

Es importante saber como un sistema lineal reacciona a una
interrupcién subita o funcién delta de entrada. Esta salida se refiere
a la funciéon de respuesta de impulso. Saber cémo un sistema lineal
reacciona a una entrada de la funcidon delta nos permite encontrar la
salida de los sistemas a cualquier entrada (aprenderemos mas sobre
esto cuando estudiemos la Convolucién en la seccidn siguiente.) Los
siguientes ejemplos encuentran la respuesta de impulso a unos pocos
sistemas lineales.

Ejemplo 48. Respuesta de impulso:

Una masa se une a un resorte y se libera del resto 1 unidad por debajo
de su posicién de equilibrio. Después de que la masa vibre durante
T segundos, es golpeada por un martillo en sentido descendente,
ejerciendo una fuerza unitaria sobre la masa. Suponiendo que el
sistema se rige por el problema de valor inicial:

y/+y=6(t — m) y(0)=1,y(0)=0

Donde vy (1) representa el desplazamiento hacia abajo desde el
equilibrio en el instante t, determina el movimiento posterior de la masa.



Solucion:
Para hallar y (t), tomamos la transformada de Laplace de la ecuacion
dada, para obtener:

S2Y(S) = S+ Y(S) = &5

Resolviendo para Y (S), tenemos:

S en’S

Y(S) =
Q) 52+1+52+1

= L{cost} + e ™ L{sent]

Usando la forma alternativa del teorema de retraso, encontramos
que el impulso respuesta es:

y(t) =cost +sen(t —m) U(t — )

Sent

_{cost sio<t<m
“lcost —sent sim <t

La gréfica de y (t) se muestra en la figura 173.

Figura 173. Gréfica de la funcién y(t.

La pendiente salta en el
momento del golpe del martillo

B{f )

A

}I
Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

La respuesta a 6(t — ty) para esta ecuacién diferencial de
segundo orden provoca un salto de + 1 en la primera derivada de la
soluciénen t =t
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Ejemplo 49. Deltas y amortiguacion:

Encontrar la respuesta impulso del sistema:

X/ +2xn+b5x=6(t—m), x(0)=0, x (0)=0.

Solucion:

El objeto estéd en reposo en el momento cero, y permanece asi hasta
que el impulso se produce en el tiempo t = 7. Tomando la transformada
y simplificando, se tiene:

(S2+25+5)X(@S) =e™
por lo tanto:

_ ,— TS 1 — —1'[51 2
X(@S)=e (S5+1)2+22 € 2 (S+1)2+22

Entonces por el teorema del retraso y la tabla de transforma-
ciones, tenemos:

X (t) = %‘U(t —m)e " Msen2(t — m)
Luego:
0 si0<t<m

x(t) = {1 ,
® —e tTsen2t sit>mw

El impulso de respuesta esta dada por la gréafica de la figura
174.
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Figura 174. Gréfica de la funcién de impulso de respuesta.
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Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.
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Use la funcién escalonada para escribir la funcién en cada uno de los
problemas del 1 al 7 como una sola expresion simple.

Ja sio<t<1 =jet si2<t<3
LTW=1p si1=t<2 2t {BZSlsit_>3

c sit=>2

1 sit<1 0 sit<?2
3.f()=44—-t2 sit<t<4 4.f(t)=qsennt si2<t<A4
1 sit =>4 2 sit =24

. 1 si0<t<1
0 si0<t<2 -1 sil<t<?2

5f()=13 si2<t<5 6.fM)=97 go<t<3
PosEeEs ~1  sit>3

sent si0< t<m
_ 0 sim<t<2m

7.1 = sent si2n<t<3m
0 sit=3m

Series geométricas. Es una serie en la cual cada término de la
sucesion es obtenido multiplicando el término que le precede por una
razén constante r. Si |r| < 1, el siguiente teorema permite encontrar
la suma infinita.

Teorema para las series geométricas

(ee)
ar™ =
1-—r
n=0




Podemos usar este resultado para escribir la transformada de
Laplace en «forma cerrada» (sin el «..» al final de la expresion) para las
funciones en el siguiente conjunto de funciones. En cada problema
del 8 al 13, escriba las funciones como una suma de funciones
escalonadas, tomando sus transformadas de Laplace, y luego escriba
L{f (t)} en forma cerrada usando el teorema de la serie geométrica.

8. Encuentre la transformada de Laplace para la funcion
escalera definida sobre [0, o), definida por f (t) = n, n
<t <n+ 1, para cualquier natural n.

Figura 175. Gréfica de la funcién escalon.
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Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

9. Encuentre la transformada de Laplace para la funcién
escalera definida sobre [0, o), definida por f (t) =n+ 1,n
<t <n+ 1, para cualquier natural n.



Figura 176. Gréfica de la funcién escalén para el gjercicio 9.

Fuente. Elaborado por el autor.

10. Encuentre la transformada de Laplace para la
funcién escalera descendiente (disminuyendo) definida
sobre [0, o) definida por f (t) = zin ,Nn<t<n+1 para
cualquier natural n.

Figura 177. Gréfica de la funcién escalén para el ejercicio 10.
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Fuente. Elaborado por el autor.




11. Encuentre la transformada de Laplace para la funcion
de onda cuadrada f definida por la figura 178 sobre [0,

00).

Figura 178. Gréfica de la funciéon onda cuadrada.

S
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[

Fuente. Elaborado por el autor.

12. Encuentre la transformada de Laplace para la funcién
de onda cuadrada f, definida sobre el intervalo [0, o).

Figura 179. Gréfica de la funcién onda cuadrada para el ejercicio 12.

¥4

= ] e
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R

Fuente. Elaborado por el autor.

En los ejercicios 13 al 18, escribir la funcién definida sobre el intervalo
(0, =) en términos de la funcién escaldn unitario.



13.

Figura 180. Grafica de la funcién periddica.

1}k
L L e |
1 2 3 4
Fuente. Elaborado por el autor.
14.
Figura 181. Gréfica de una funcién periédica.
1 —
i i 1 - |
1 2 3 4
Fuente. Elaborado por el autor.
15.
Figura 182. Grafica de una funcion periddica.
!
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Fuente. Elaborado por el autor.




16.

Figura 183. Grafica de una funcién periédica

N

1 2 3 4

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

17.

Figura 184. Gréfica de una funcién periddica.

|
A

Fuente. Elaborado por el autor.

18.

Figura 185. Grafica de una funcién periddica.
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Fuente. Elaborado por el autor.

Funciones continuas a trozos. En algunas aplicaciones es necesario
usar funciones continuas a trozos y combinarlas para formar nuevas
funciones continuas a trozos. Para las funciones definidas en



los ejercicios 19 a 25, utilice la funcién de interrupcion y la forma
alternativa de la propiedad de retardo para encontrar la transformada
de Laplace.

19. Encuentre L{f} para la funcién triangular que se
muestra en la figura definida por:
0 sit<o,

2—t sil<t<?2
0 sit > 2.

Figura 186. Grafica de la funcién definida a trozos.

¥

Fuente. Elaborado por el autor.

Podemos usar la funcidn supresién para escribir:

F(t)=t[Ut) — Ut — D]+ Q- D[UEt-1) - Ut -2)]

20. Encuentre L{f} para la funcién que se muestra en la
figura 187, note que f (t) = 0 para t >3.



Figura 187. Grafica de una funcién trazada a trozos.

Ji

Fuente. Elaborado por el autor.

21. Encuentre L{f} para la funcién que se muestra en la
figura 188, note que f (t) = 2 para t >3.

Figura 188. Gréfica de la funcién dada.

Fuente. Elaborado por el autor.

22. Encuentre L{f} para la funcién que se muestra en la
figura 189. La funcién esta compuesta de una sola joroba
de la funcién seno y una linea recta.



Figura 189. Gréfica de la funciéon dada.

}!

T

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

Nota: la funcién seno de periodo P se puede expresar como:

2mt

f (t) = sen (T)

23. Encuentre £{f] para la funcién que se muestra en la
figura 190. La funcién se compone de una pieza sinusoidal

y lineas rectas.

Figura 190. Grafica de la funcién dada.
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Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

24. Encuentre L{f] para la funciéon que se muestra en
la figura 191. La funcién se compone de dos piezas
sinusoidales y lineas rectas.



Figura 191. Gréfica de la funcién dada.

¥i

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

En los ejercicios 45 al 56, calcule la transformada de Laplace Y (S) de
y (t):

45.y (1) = 2- 5 Ut — 1) + 6U(t — 3)

46.y (t) =t Ut - 2)

47.y (1) = (t—2UE-2)

48.y (1) = (¢3 + 1)Ut — 1)

49.y (t) = e3tU(t — 2 + 6U(t — 3))

50.y (t) =sent U(t — )

5l.y(t)=sentU(t— n/2)

52.y (t) = cos t U(t — 2m)

53.y () = (3 + Ut - 2)

B54.y (t) = e2 Ut — 3)




55.y (1) = t2e2U(t — 1)

56.Y (1) = te>*U(t — 2)

Determine la transformada de Laplace de las funciones en los
problemas 57 al 60.

57.5(t — 1) + 28(t — 2) + 36(t — 3)

58. §(t) — 26(t — ) + 8(t — 2m)

59.
8(t) =8t —1)+6(t—2)—8(t—3)+8(t—4) — - =X=o(=1)"8(t — n)
60.
8(t) = 8(t — m) + 8(t — 2m) — 8(t — 3m) + 8(t — 4m) — - = 1o 8(t — nr)

Laplace paso a paso. Obtener la transformada de Laplace de las
funciones de los problemas del 61 al 67.

61.1-U(t—1) 62.1— Ut — 1) + Ut — 2)
63. (t — DUt — 1) 64. senl (t — m)U(t — )
65. e"U(t — 1) 66. U1 —e™t)

67. t2U(t — 2)

Transformada inversa. Obtener la inversa de la transformada inversa
de la funcién dada de los problemas 68 al 80.

e—S e—S e~2S

68. = 69. = 70.




_ _ _ _ -35
e S—2e72542e735_74S e

73, - 74,5

e B e S 76

77, M 78, o~
79.e735 E + s_iz] 80. e E + Széi‘?]

Soluciones de transformacién. En cada uno de los problemas del 81
al resuelva el problema con valor inicial y grafique tanto la funcién
forzada como la solucién.

81.x'=1-U{t—1),x(0)=0

82.x/=1-2UEt-1)+Ut—2),x(0)=0

83.x/ +x=Ut—m)—-2U({t—-2m), ¥ 0)=1, x(0)=0

84.x"+x=U{t—-3) x(0)=1,x(0)=0

85. x/ + x =g (), x (0) = x/ (0) = O, donde:
0 si0<t<?2
{1 si2<t<5

0 si5<t

gt)=

86. X7 - x =g (t), x (0) = x/(0) = 0, donde:
0 sio<t<1
{1 sil<t<3

0 si3<t

gt)=

87.x'-3x=g(t),x(0) =1,y g (t) estd dada por la figura
50.




Figura 192. Gréfica de la funcién g(t).
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Fuente. Elaborado por el autor.
88.x+x=g (t),x (0) =0,y g (t) estd dada por la figura 193.

Figura 193. Gréfica de la funcién dada

Fuente. Elaborado por el autor.

89. x/ +2 x/ +10x =g (t), x (0) = 1, ¥ (O) = 0, donde:

(1, si0<t<3
g(t)‘{o, Si3<t

90. x/ +5 x/ +6 x = g (t), x (0) = 0, x/(0) = O, donde:

0 '0<t<n
, SLUS K
3

s
t) = t, si-<t<—
g ) cos 512 >

0 | — <t
st =

91.x7-2x +x=g (t),x (0) =1, x (0) = 1, donde:

t?, sio<t<1
1) =" =
g (® {0, Sil<t

92. x/ +9 x = g (t), x (0) = 0, ¥/ (0) = 0, donde:
1 _{1, sio<t<?
90 =t siz<t




93. x/-9x=g (t), x (0) =0, x (0) = O, donde:
{e‘t, si0<t<4
9O =11, sit >4

94. x/ -5 x =g (1), x (0) = 0, donde:
: _{e3t, si0<t<4
9 =10, sia<t

95. x + 5 x =g (1), x (0) = 0, donde:
{0, si0<t<4
9W=le3, sia<t

96. ' + 3x =g (1), x (0) = 0, donde:
{o ﬂOSt<§

cost, Si T—ZT <t

97.x/ -4 x =g (t), x (0) = 0, donde:
cost, 5i0£t<%r
%) =
g 0, Sizst

98. Considere la onda triangular con P = 2, dada en la
figura 194 para obtener la transformada de Laplace.

Figura 194. Gréfica de la funcién periédica dada.
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Fuente. Elaborado por el autor.



99. Encuentre la transformada de Laplace de la nueva
onda de tipo triangular dada en la figura 195.

Figura 195. Gréfica de la funcion de tipo triangular.

Fuente. Elaborado por el autor.

100. Encuentre la transformada de Laplace para la funcion
dentada de la figura 196.

Figura 196. Grafica de la funcién dentada

Ln
-

Fuente. Elaborado por el autor.

101. Encuentre la transformada de Laplace para |sen t|
(lamada por los ingenieros: la rectificacion de onda
completa del sen 1), como se muestra en la figura 197.

Figura 197. Gréfica de la rectificacién de onda completa.

ooy

ﬂ213ﬂ41l511:f

Fuente. Elaborado por el autor.



102. Encuentre la transformada de Laplace de la semionda
rectificada del sen t (ignorando la parte negativa vy
reemplazandola por cero), como se muestra en la figura

198.

Figura 198. Grafica de la funcién de semionda.
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Fuente. Elaborado por el autor.

103. Encuentre la transformada de Laplace de la funcion
periédica que se muestra en la figura 199 (sobre el

intervalo (0,1) la curva es sinusoidal).

Figura 199. Gréfica de la funcién periédica de la figura (57).

Fuente. Elaborado por el autor.

104. Encuentre la transformada de Laplace para la funcion
periddica que se muestra en la figura 200.

Figura 200. Diagrama trazado con herramientas de Word.

Fuente. Elaborado por el autor.



105. Encuentre la transformada de Laplace de la funcion
periddica que se muestra en la figura 201 (la porcién de
curvas son pedazos de funciones sinusoidales).

Figura 201. Gréfica de la funcién periddica parea el gjercicio 105.

Fuente. Elaborado por el autor con el programa Derive.

106. Encuentre la transformada de Laplace para la onda
cuadrada dada en la figura 202.

Figura 202. Grafica de la ecuacién de onda cuadrada.

3

Fuente. Elaborado por el autor.

107. Hoja de Sierra. Resolver el problema con valor inicial
x' +x =f (t), x (0) = 0, donde la funcién forzada:

f)=t—Ut-1)-Ut-2) -

es la funcién dentada triangular que se muestra en la figura 203.



Figura 203. Gréfica de la funcién Dentada.
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Fuente. Elaborado por el autor.

108. Entrada de onda cuadrada. Resuelva el problema
con valor inicial X/ + x = f (t), x (0) = 0, donde la onda

rectangular esta dada por la funcién forzada:

fE)=1— Ut—1)+ 22Ut —2) —

Figura 204. Gréfica de la funcién de onda ciudad.
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Fuente. Elaborado por el autor.

En los ejercicios 109 al 116 encuentre g (t) dada G (S).

T 1=e s

109.G (S) = stz 5} 110.G(5) = s {5

S2+6S+13

T 1-e-Sls2+4

111.G (S) = =={2] 112.G () = tanh

sz | g3

113.G (8) = == {5 +£} 114.G (S) :%sechs

=S

115.G (S) = o ft+ Smn]  116.G (S) = o+ 5o+

S §2




En los ejercicios 117 al 123, resuelva el problema con condicion inicial,
usando la transformada de Laplace.

117.x +x=9g (t),x (0) =0y g (t) = |sen t|

118. x/ + x =|sen 2t x (0) =0, x (0) =0

119.x7-x=sent-|sent] x (0) =0, x/(0) =1

120. X +x=g (t),x(0)=0,g (t) =etpara0 <t < 1 de
periodo 1

121.x/-2x=g (t),x(0)=0,g (1)=t, para0 <t <1 de
periodo 1

1 si0<t<1

122.x - 4x =g (1, x (0) =% (0)=0,g () ={ 7, .13, %)

de periodo 2

123. x7 +2 x' + x =g (1), x (0) =x/ (0) =-1, g (t)
tsi0<t<1

1sil<t<2 de periodo 3
-1si2<t<3

Resolver con la funcién impulso. Resolver los problemas con valor
inicial del 124 al 128.

124.x/ =6 (t), x (0) =0

125. %/ = 8(t) = 6(t — 1); x (0) = 0.

126. x/ + x = 6(t — 2m); x (0) =0, x/ (0) = 0.

127. X/ + x==8(t —m)+ 6(t —2m); x (0) =0, x/ (0) = T.

128.x7 +x=6(t—2m); x(0)=1,x(0)=0




En la seccién 11.1, encontramos que la transformada de Laplace de
la suma de dos funciones es igual a la suma de sus transformadas.
Este mismo hecho no se tiene para el producto. Asi por ejemplo,
tenemos que:

n!

L{E"} = gy £{e™) = o pero L{t"e) =

n!
(S_a)n+1

Este resultado no es el producto de las transformadas. Pero las
ideas de las transformaciones de los factores se fusionan de alguna
manera.

Antes de ver cémo podemos definir un producto especial
para lograr nuestro objetivo, recordemos que la transformada de
Laplace de la derivada de una funcién es obtenida multiplicando la
transformacioén de la funcién por S, es decir:

L{g®)}=S5G(S) —g(0) (37

Luego, no debe ser una sorpresa que la transformada de Laplace
de una integral se obtiene dividiendo por S. Para ser precisos:

c{f; fdr} = 22 (38)
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Prueba de (38)

Usando (38) con g (t) = fo f(r)dt, se tiene que g/ (1) =T (t) y g (0) = O:

£{g/(v} = F(S) = SG(S) ~ g (0) = § £{f, f(D)de}

ya que g (0) = 0. El resultado se tiene, despejando de:

F(S) =5£Utf(r)dr}
0

{ J f (r)dr} gS)

es decir;

Ejemplo 50. Inversa de la transformada de Laplace
usando (38):

. - . . _ 3
Aunque es mejor utilizar fracciones parciales, calcular £ 1{ }

S(S+5)
usando (38).
Solucion:
Tenemos que F (S) = Iuego f (t) = 3e~5¢, De acuerdo con (38):
_1(F(S) _ ‘
1)/ 1
£ { S } {S(S T 5)} j f@adr
f 3e —| = % —e 5

Encontrar la transformada inversa de Laplace de un producto
de transformaciones es una cuestion que surge frecuentemente.

El eslabdn perdido para la transformada de un producto es la
convolucidn, es una generalizacion del producto. Definido como sigue,
la convolucién proporciona otra manera de representar las soluciones
a los problemas de entrada-salida.

601
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Convolucion
Si f (t) y g (t) son funciones continuas a trozos sobre [0, ),
la convolucion de fy g esté definida por:

t
(f*g)) = fof(t—W)g(W)dW (39)

La idea de la convolucion lleva a un teorema Util relativo a las
transformaciones de Laplace.

Teorema de la convolucion
Sif (1) y g (1) son funciones continuas a trozos sobre [0, o)
de orden exponencial a entonces:
L{(f x ) (©} = £{f; ft—w)gw)dw} = L{f (1)} £{g )} = F (5).G (5), 5> (40)
La forma inversa de (39) es:

=(fxg)@),S>a (4]

Utilizaremos el teorema de la convolucién de manera ventajosa
cuando queramos encontrar la transformada inversa de Laplace de
un producto de dos funciones F (S) y G (S), para las que conocemos
individualmente £L=X{F (§))} y L7YG (S)}".

Ejemplo 51. Convolucion:

Sif(t)=etyg(t) =e* calcular (f % g).

Solucion:
Usando (40), la convolucién de (f * g) es justamente otra funcién de
t dada por:

t

(f % g) = (et % e*h) :J e® etz
0

7 Para una demostracién del teorema de la Convoluciéon ver M. Braun. Differential Equations
and Their applications. Tercera edicién. Springer - Verlag (1983).
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=1

at [t =314, g4t e 3"
=e e =" —
fO 7=0

-3

=§e4t(1 —e73t) = %(e‘” —eh)

Ejemplo 52. Transformada inversa de Laplace usando

la Convolucion:

. -1 1

Use el teorema anterior parte (41) para evaluar £ {m}
Solucion:

SeaF (S) = ! y G (S) 1 Entonces:

5+1) = (5+2)

f=L FE} = £} =e

S+1 )
g=LGO®) = £ {5

Por lo tanto, por (41) nos da:

- _ - 1 —ptxp™
LYF(S).GS)} = £ l{m}_ et x o2t

- fote‘T e~ 2=0dr = Z‘thot e’dt

e—Zt

—e (et —1)=et—e 2

Por supuesto que este ejemplo también se puede resolver
utilizando la expansién en fracciones parciales.

Identidades trigonométricas utiles
Sen A sen B =%[COS(A —B) —Cos(A+ B)]

Cos A Cos B =%[COS(A + B) + Cos(A — B)]
Sen A Cos B=3[Sen(4 + B) + Cos(4 — B)]
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Propiedades de la convolucion
Sif (1) y g (t) son funciones continuas a trozos sobre (0, ), entonces:

l. fxg=g*f (propiedad conmutativa).

Il. f%(g %h)=(f %q)*h (propiedad asociativa).

. f%x(g+h)=f %xg+f %h (propiedad distributiva).
IV. F*0 =0 (multiplicacién por cero).

Prueba de la propiedad conmutativa
Por definiciéon se tiene que:

(£ xg)(t) =) F(t —w)g(w)dw

Haciendo un cambio de variable, tomando u =t - w, la ecuacién
anterior se transforma en:

(x2)(1) =f, F(t —w)gWw)dw = [ fF(w)g(t — u)(—du)
[0 gt —wWf (W) (du) =g *f

por definicidon de la convolucién.

Aplicaciones de la convolucion a la solucion de
ecuaciones diferenciales

Ejemplo 53. Resonancia:

Considere el caso en el cual la frecuencia de la funcion forzada es la
frecuencia natural del sistema, tal como el problema con valor inicial:

x/+x=sent,x (0)=1,x(0)=0,x (0)=1

Resolver la ecuacion diferencial.



Solucion:
Tomando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién

diferencial y resolviendo para X (S) = L{x(t)}, se tiene:

S L1t
X©) =571 1 oy

La transformada inversa de Laplace de esta ecuacion es:

-1 1
x(t)=cost+£ {W}

Sen t % sent

Podemos completar esta respuesta usando la convolucion,

como sigue:
t
Sent %sent = [ sen(t — w)sen(w)dw
1,0t
- Efo [cos(t — 2w) — cost]dw
_ i[_ sen(t—Zw)] t itCOSt
2 2 0 =2
=l[sent + sent] _ lCOSt
2 2 2

2
sent—cost

2

Luego la solucién para el problema con valor inicial es:
sent — cost
x (t) = cost + —

La figura 63 a y b muestra la gréfica de la funcién forzada y la

funcién de salida.



Figura 205. Gréfica de la funcién forzada y la funcién de salida.
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Fuente. Elaborado por el autor.

En el capitulo 6 resolvimos ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden X/ + a x = f (t) usando el método del factor integrante. Encon-
tramos que la solucién de esta ecuacion es:

x (0) = J, €2 (w)dw

La cual se puede reorganizar como una convolucién, haciendo x
= e % % f(t), en efecto, toda solucién de la ecuacién diferencial con
coeficientes constantes son convoluciones.

Consideremos un sistema fisico con dos términos forzados
diferentes 6(t) y f (t), modelados por la misma ecuacién diferencial

de segundo orden:

ah/+bh +ch=68(t) h(0)=h(0)=0

ax+bx/+cx=f(t) x©0)=x(0)=0 (42

En este caso decimos que los sistemas estan en estado inicial
cero porque todas las condiciones son cero. En este caso podemos
demostrar que todas las soluciones estan relacionadas.



El sistema:
aph™ + a,_ h®™D + -+ ah/ + agh = 5(t)

h (0) = W(0) = =+ = h(n—l)(()) =0

Tiene una solucién h (t), la cual es funcion de respuesta de
impulso, como la introducida en la seccién anterior. Su trans-
formada de Laplace es:

H(S) = £L{h(D)} = =

a,S"+ta,_1S" 1+ -+a,5+a,

(43)

Esta es llamada la funcién de transferencia del sistema.

Retornando a la ecuacion (42), y con la estrategia para resolver
el problema con condicién inicial nos da:

L(x(t)) = L{f (O}

aS?2+bS+c

Por lo tanto, tenemos que:

L0x) = LML)

En consecuencia, por el teorema de la convolucion, tenemos
para (42) la solucion:

x(®=h®xft)= [ h(t —w)f(w)dw (44)
La ecuacién (44) nos da un importante resultado:

La salida de un sistema lineal es la convolucion de la funcién de
respuesta de impulso y la funcién de entrada del sistema. En otras
palabras, una vez que sabemos cémo reacciona un sistema lineal
a una funcién delta, sabemos cémo reacciona a cualquier entrada.
Resumimos esta situacion con el siguiente teorema.
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Solucion de un problema con valor inicial lineal con una
convolucion

Sea ay, ay, ..., a, NUMeros reales y h (t) la respuesta de im-
pulso definida por:

h (0) = h/ (0) = -+ = h"'(0) (45)
Si la convolucidn h % f existe para alguna funcién forzada f
sobre el intervalo 0 <t < T, entonces el problema con valor

inicial:

apx™ + ap_ x4+t ax/ +agx = £(t)

x (0) =x (Q) = -~ =x"(0) (46)
Tiene la solucion: X (t) = (h % f)(t) = fot h(t —w)f(w)dw,
te (0,7) (47)

Ejemplo 54. Problema con valor inicial de segundo

orden en estado inicial cero:

Encontrar la solucién de:

x/+x=f(t), x(0)=0,x0)=0 (48)

Usando la respuesta de impulso h (t) para escribir la soluciéon de
este problema con valor inicial como una convolucién.

Solucion:
Primero encontramos la respuesta de impulso resolviendo:

h/+h=0d(), h(0)=0,h/(0)=0

Para tener h (t) = sen t. Luego, la solucién de (48) es la
convolucién:

X (t)=sent x f(t)= fot sen(t —w)f (w)dw



Transformada de LAPLACE -

Ejemplo 55. Problema con valor inicial de tercer orden|

en estado inicial cero:

Encontrar la solucion de:

X/ +6x/+12% +8x=f(t), x(0)=0,x(0)=0 x/0)=0 (49)

Usando la respuesta de impulso h (t) para escribir la solucién de
este problema con valor inicial como muna convolucion.

Solucion:
Tomando la transformada de Laplace de la funcién:

h/+6h/+12W+8h=4(t), h(0)=0,(0)=0 h’0)=0.
Tenemos:
L{n/ + 6/l + 120/ + 8h} =1

y la funcién de transferencia:

H(®) =reszrizs+e

La solucién de (49) tiene la transformada de Laplace:

1 1
= Srestrizsts [ ©)

X(S) = H(S) F(S)

= Gy F(S)
Entonces por el teorema de la convolucion:
X (f) = st2e 2 % f (1)

El uso de la funcién de impulso unitario y de la integral de
convolucién no suele ahorrar tiempo de célculo, debido a que la
integral debe ser calculada, aunque las integrales de convolucién
pueden a menudo ser evaluadas por medio de sistemas de élgebra
computacional. La principal ventaja de la funcidon de transferencia es
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que H (S) contiene toda la informacién del problema de valor inicial,
excepto la funcién de forzamiento, y H (S) puede multiplicarse por F
(S) para cualquier funcién de forzamiento apropiada g (t). Entonces,
tomando la transformada inversa de Laplace de este producto via la
convoluciodn, obtenemos la solucion.

Ejemplo 56. Prendido/apagado por transferencia:

Retomemos el ejemplo 14 de la seccién 11.3, para el problema con
valor inicial:

X/ +x=1-Ut—m), x(0)=0,x(0)=0

utilizar la convolucion para resolver el problema con valor inicial.

Solucion:

Como todas las condiciones iniciales son cero, podemos usar la ecua-
cion (46), con coeficientesa=c =1y b =0, para encontrar la funcién
de transferencia:

1

H(S)=£(h (0} = 5

y su transformada inversa de Laplace h (t) = sen t.

Por la ecuacién (47), conocemos que:

X (t) =h (t)% f(t), donde f (t) = 1 - U(t — )

Por lo tanto, la solucién del problema con valor inicial es la
convolucion:

x(t)=sentx[1 — U(t —m)]
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La cual podemos evaluar como sigue:

x(t) = fot sen(t—w) [1 — U(t —m)]

fot sen(t —w)dw si0 <t <mdw
f: sen(t —w)dw + f: Odw sit>mn

fot(sent cosw — cost sen w)dw si0<t<m
_{ f:(sen t cosw — cost senw) dw sitzm
_{l—cost si0<t<nm
U —2cost sit>m
Para ver la gréafica de la solucién, examine la figura 25 de la
unidad 11.3.

Aplicaciones

La integral de la convolucién no tiene una aplicacién muy intuitiva,
hasta que se vea algunos ejemplos para ver como surge en la vida
cotidiana.

En general, una convolucion:
X (t) =h (O£(t) = [} h(t — w)f (w)dw

puede interpretarse como la cantidad total de alguna «sustancia»
(dinero, material radiactivo, calor, energia, concentracién, cualquier
cosa) en el tiempo 1, si la sustancia es adicionada a una razén f (t),y h
(t) es la cantidad a la cual la sustancia cambia (crece o se desintegra)
como resultado de la dindmica del sistema.

Ademas, la integral de convolucién es practica porque da una
férmula para la salida de un sistema lineal con coeficientes constantes
que pueden aplicarse a diferentes entradas f (t).
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En el laboratorio se puede utilizar la funcién 6, o més bien una
funcién escalonada de muy corta duracién, para probar un sistema
desconocido en estado inicial cero que se supone lineal. La funcién
solucién resultante h (t), la funcién de transferencia, se encuentran
usando una aproximacion continua para obtener soluciones para una
variedad de términos forzantes.

Ejemplo 57. Ahorros:

Supongamos que hacemos depdsitos continuos en una cuenta de
ahorros a una tasa no constante de R (t) ddlares por unidad de tiempo,
y que el banco paga intereses a una tasa anual del 60 %. ;Cuanto
dinero estara en la cuenta en cualquier momento t?

Solucion:

La respuesta es, de hecho, una convolucién, y la cuestién
no es trivial porque los diferentes depdsitos devengan intereses
por diferentes periodos de tiempo. Para resolver este problema,
lo simplificamos subdividiendo el intervalo de tiempo en pequenos
subintervalos y haciendo depdsitos periddicos en los extremos de
estos intervalos, como se ilustra en la figura 206.

Figura 206. Gréfica de los depdsitos.

&
I

Fuente. Elaborado por el autor.
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Debido a que queremos conocer el valor futuro de la cuen-
ta en el tiempo t, ) lo mejor es denotar la escala de tiempo por la
nueva variable w, y pensar en t como un punto arbitrario en el gje
w. Bajo esta convencion, si depositamos R (w) dolares en el tiempo
w i, este depdsito crecera en valor, debido al interés compuesto,
al valor R (w) ¢006(t-wd) en el tiempo t. El t - w, en la expresion, se
debe al hecho de que la longitud de tiempo que el depdsito recoge
interés es t - w. Sumando los depdsitos y los intereses de los de-

pdsitos n + 1, la cantidad total en el banco sera:
Importe total de los pagos finitos = ?zOR(Wi)eO-OG(t—wi)

Ahora dejamos que los intervalos de tiempo entre depdsitos
se aproximen a cero y lleguen al monto total de la cuenta a partir de
pagos continuos a la tasa R (t), o la convolucion:

Cantidad total = fOtR(w)eO-%(t‘W)dw = e006t x R(t)

Donde e%%¢ es el impulso respuesta a la funcién delta de

entrada a un ddlar depositado en el tiempo t = 0.

Ejemplo 58. Polucion en un lago:

Supongamos que un contaminante se vierte en un lago a
una velocidad f (t), después de lo cual empieza inmediatamente a
degradarse exponencialmente a una velocidad h (t) = e 7. ¢Cudlesla
cantidad de contaminante en el momento t?

Solucion:

En el ejemplo anterior, hicimos depdsitos en una cuenta bancaria
y luego el dinero crecié. Aqui, anadimos algo que disminuye en lugar
de crecer. Por lo tanto, la cantidad futura y(t) del contaminante en el
lago en el tiempo t viene dada por:

y()=h(t) ¥ f(£) = [ e CM f(w)dw
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Propiedades de la convolucion. Verifique las propiedades de la
convolucién en los problemas 1 al 3, para funciones en las cuales los
teoremas de la convolucién se aplican.

1. fx(gxh)=((f xg))xh

2. fx(g+h)=f xg+f %h

3. fx0=0

Calculando convoluciones. Encuentre las convoluciones en los pro-
blemas 4 al 10, desde la definicién integral de una convolucién.

4. 1% 1 5 Tx1 %1 6. 1%t
T.txt 8. txt %..xt(k factores)
9. et xet 10. % % e

1T.tx et 12.cos t % et

p £—1 1 1
13. Use la féormula 41, para encontrar {ﬁ-mj

e ®
14. Use la férmula 41, para encontrar {m}

15. Ecuacion de convolucién de primer orden. En

la medida en que la convolucién se denomina a veces
multiplicacion «generalizada», jcudl es la solucién de la
ecuacion paraa xt=Db,paraa,b € R a# 07 jEsigualat=
b / a, como lo es para at = b?




Enlos ejercicios 16 al 31, resuelva el problema con valor inicial, usando
el teorema de la convolucion de la transformada de Laplace. Aqui f
(t) es una funcién especificada, la cual tiene transformada de Laplace.

16.x=f() x(0)=0

17.x=f() x(0)=1

18. x+x=1(t), x(0)=0

19. x+x=f(t), x(0)=1

20.x+x=1(), x(0)=1,x(0)=0

21 x"+ 3x+2x=f(t); x(0)=0,x(0)=0

22.x"-5 x/+ 4x =f (t); x(0)=0,x (0) =0

23.x"+ 7 x'+ 10x=f (t); x (0)=0,x/ (0) =0

24 . x"-9x =f (t); x(0)=0,x(0)=0

25.x7-Tex=f (t); x(0)=0,x (0) =0

26. x" +4x =1 (t); x(0)=0,x (0)=7

27.x"+25x =1 (t); x(0)=3,x (0)=0

28.x"+ Tx=1f(t); x(0)=0,x(0)=2

29.x7-2x+10x=f(t); x(0)=0,x(0)=0

30.x/'+ 6 x+25x=Ff(); x(0)=0,x (0)=0




3. x/+4 x+13x=Ff(t); x(0)=0,x (0)=0

Un ejemplo de una ecuacion integral es:
t
x(t) = f h(t —w)x(w)dw + g (t)
0

=(h xx)(t) + g ()

Donde hy g sonfunciones conocidas y x (t) es una funcién desconocida.
Esta ecuacion integral se puede resolver, tomando la transformada de
Laplace, resolviendo para X (S), y luego calculando £™1{X (S)}.

En los ejercicios 32 a 39, resuelva la ecuacion integral dada usando la
transformada de Laplace.

32.x (t) = 7 [, xdS + 1

33.x(t) = fot cos(t —w)x(w)dw + sent

34.x (t) = fot(t —w)x(w)dw + 1

35.x (t) = fy e *Wx(w)dw + 2

36. 6.x(t) = [, (t — w)3x(w)dw + t

37.x (t) = fot 2sen(2t — 2w)x(w)dw + sent

38.x (t) = [} cos(2t — 2w)x(w)dw + e

39.x (t) = — J; sen(t — w)x(w)dw + 3

Funciones de respuesta de transferencia y de impulso.

En cada problema del 40 al 43 determine la funcidon de respuesta de
la transferencia y de impulso de la entrada y salida del sistema (tome
todas las condiciones iniciales como cero).



40. x/=f (1) 41.x+ 40 x =1 (1)

42. x/+ x = f (t) 43. X7+ 4x + 5x = f (t)

Inversa del teorema de la convolucién. Para los problemas 44 al 50
encuentre la transformada inversa de Laplace en términos de la
convolucion y evalle la convolucion.

44, £ (2] 45. £ {]
46. L7 {5(51“)} 47. L7 {52 (51—2)}
48 L7 {5(521+1)} 49. L7 {(5211)2}

50. £ { o)

51. Estado inicial cero. Supongamos que h (t), la funcién
unidad de respuesta de impulso, es la solucién para:

ah/+bh/+ch=6d(t)

En el estado inicial cero, use h (t) para encontrar la
transformada de Laplace de la solucion del problema con
condicion inicial:

ax’+ b x +cx=1(), x(0)=x0 x/(0) =x1

Practica diferente de cero. Resuelva el siguiente problema usando
el método del problema 51:

B2. "+ x/+ x =6(t — 2) x0)=1, x¥(0)=0

53. x/'+ 4x = 4 cos t, x(0)=1,x(0)=-1.




Calculo fraccional. Aunque los estudiantes de célculo aprenden a
integrar y diferenciar funciones una, dos, tres veces, etc., existe una
teoria del célculo fraccional que define integrales y derivadas de cual-
quier orden real (o incluso complejo). Los problemas 54 y 55, propor-
cionan una introduccion a este tema.

54. Usando la siguiente definicién, encuentre la mitad de las
integrales de a - c.

La mitad de la integral
La mitad de una integral (o semi-integral) de una funcién f (t)
esta definida como la convolucién:

hy,(f) = 2= (2% f)

a. 11/2(1) b. I1,(t) . Il/z(atz + bt +¢)

55. Verifique que dos semi-integrales son iguales a la
integral total:

Ly, (zl/z(f)) ©) = fo Fwydw

Ayuda: L{t™?} = \/z;

56. Usando la definicién de la mitad de la integral dada en el
problema 55, tenemos la siguiente definicion.

La mitad de la derivada
La mitad de la derivada (o semiderivada) de una funcion, esta

definida por: d'/? d
Wf(t) = 511/2(0




Como la derivada total, la derivada fraccionaria puede o0 no
existir. Encuentre las siguientes semi derivadas y compare-
las con la primera derivada.

1/2 1/2 1/2
a.d b. 4 c.d g
gz (D) a7z () - g7z (@t” + bt +¢)

Aplicaciones

57. Ahorros. Una corporacién utiliza un modelo continuo
para las comisiones de las ventas de un modelo que esta de
moda, utilizando una funcién f (t) = 10°te~t. Estos ingresos
se depositan inmediatamente en la cuenta de ahorro que
acumula un interés del 8 %, compuesto continuamente.

a. Establezca un problema con valor inicial para la cantidad
A en la cuenta de ahorros en el momento t, dado que A
(0) =0.

b. Escriba la solucion A (t) como una convolucion.

c. Mediante un sistema de éalgebra computacional (CAS),
evalle la integral de convolucién para determinar la
solucién. En un gréfico, trace la funcién solucién que surge.

58. Inversién y ahorro. Al graduarse de la universidad, John
hace una inversién de depdsitos continuos dado por r () =
10000 €% délares en una cuenta de ahorros. Si el banco
paga intereses anuales del 4 %, compuesto continuamente,
encuentre y evalUe la integral de convolucion que se aproxima
al valor de su cuenta. ;Cuél es el valor de los ahorros de John
después de 20 anos de ahorro?

59. Contaminacion de un lago. Un contaminante es
vertido en un lago a una tasa r () = 2¢%%% kg/dfa. Una vez
en el lago, el contaminante se degrada segun la ley e~%10t,



Escriba la integral de convolucién que da la cantidad y (t) de
contaminante en el lago en el tiempo ty evalle esta integral.

60. Cadena de decaimiento radiactivo. Una sustancia
radioactiva es creada a partir de otra sustancia radioactiva
a larazén r (t) = e®%° (gramos/afio). La sustancia creada
decrece entonces a la razén de %91t Escriba la integral de
convolucién que da el aumento y (t) de la sustancia presente
en un tiempo t y evalle esta integral.

Ecuacion integral de Volterra. Una ecuacion del tipo:

y () =9 @+ [kt —w)yw)dw

Donde g y k son conocidas y la funcion y que aparece dentro de la
integral es desconocida, es llamada la ecuacion integral de Volterra.
Debido a que la integral en esta ecuacion es la convolucion k x vy, es
posible resolver esta ecuacion usando la transformada de Laplace.
Para los problemas 60 al 64 resolver la ecuacion de Volterra.

Bl.y () =1+ [, y(w)dw

62.y (t) =t — [t — w)y(w)dw

63.y (t) = 3 + [ sen(t — w)y(w)dw

64.y (1) = e[ 1+ [, e ™y(w)dw]

65.y (t) = cos t + [ sen(t — w)y(w)dw

66. Solucién general de la ecuacién de Volterra. Muestre
que la solucién general de la ecuacién de



Volterra esta dada por:

= fx)

Donde G(S) y K(S) son las transformadas de Laplace de g (1)
y k (1), respectivamente.

67. Mirando los circuitos. Considere el circuito en serie,
mostrado en la figura 65, para el cual L = T Henry, R = 10
ohmsy C = 1/25 farad.

Figura 207. Circuito LRC para el problema 66.

L
I B

|'Ir"'.

N

LY l,." '|_'|" l._-" \-I::

L,,_I I.II‘".I £

Fuente. Elaborado por el autor.

a. Escriba la ecuacion integro diferencial para la corriente como
una funcién del tiempo para v (t) = 12-24 U(t — 1).

b. Asumiendo que | (0) = 0 y que I’ () = O, use la funcion de
transferencia para encontrar la solucién del problema con valor
inicial, escrito como una convolucion.

c. Use un programa de computador para evaluar la
convolucion integral.

Funcion de transferencia para circuitos. Para los siguientes dos
circuitos, en estado inicial cero, determine la funcién de transferencia
e indique la solucién para la funciéon desconocida de t como una
convolucién.



68. Encuentre H (S) y Q (t) para el circuito en la figura 208.

Figura 208. Circuito LC.

Fuente. Elaborado por el autor.
69. Encuentre H (S) y | (t) para el circuito de la figura 209.

Figura 209.

AN —
1) =

A

Fuente. Elaborado por el autor.

70. Una convolucién interesante. Muestre que y (t) = sen t
* sen t es la solucion de:

y/+y=sent. y(0)=y (0)=0.

71. Principio de Duhamel®. Considere el problema con valor
inicial:
ay’+by+cy=£f(t) y0) =y (0)=0.

8 Frechaman Jean-Marie Duhamel (1797-1872), es conocido por su gran produccién en
matemadtica y fisica, y particularmente por su teorfa general del calor, de donde proviene el principio

de Duhamel.



El principio de Duhamel establece que la solucién de este
problema con valor inicial puede ser expresado como:

y (1) = fy f(t—w)z/ (w)dw

Donde z (t) satisface los mismos valores del problema inicial
pero f (t) reemplazado por 1. Es decir:

az/+bz+cz=1 z(0)=2(0)=0

Verifique el problema de Duhamel.

72. Usando el principio de Duhamel. Uselo para encontrar la
soluciéon del problema con valor inicial:

y’'-y=1(). y@0 =y (0)=0

73. Ecuacion integral interesante. Resuelva la ecuacion integral:

Lywww=yawy@)

Y verifique su resultado.
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11.9 Solucion de un sistema
lineal de ecuaciones
mediante la transformada de
Laplace

Introduccion

Hemos visto que la transformada de Laplace es una herramienta
poderosa para resolver ecuaciones diferenciales lineales en una
variable con coeficientes constantes, mediante la transformacién en
una ecuacion algebraica y transformandolo de nuevo para obtener la
solucién de la ecuacién diferencial. La transformada de Laplace puede
también ser usada pararesolver un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes, tomando la transformada de
Laplace a cada componente del sistema y transformandola en un
sistema linear de ecuaciones algebraicas.

Estrategia de la transformada de Laplace para un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales
El problema con valor inicial:

¥ = A%+ f(t), %(0) =7, (50)

Donde A es una nxn matriz de los coeficientes constantes
reales y f(t) es un vector nx1 de funciones de t, puede ser resuelta
mediante la siguiente estrategia:

Paso 1. Usando la transformada de Laplace £, transformamos
el problema con valor inicial con variable desconocida x°(t), en un
problema algebraico con variable desconocida X (S)




Transformada de LAPLACE -

SX(S) — x5 = AX(S) + F(S) (51)

O de forma equivalente:
(SI-AXS) =% +F(©S) (52)

Donde X(S) = £{x'(t)}y F(S) = L{f(t)] son los vectores de
transformacion de las entradas de {x'(t)} y f(t), respectiva-
mente.
Paso 2. Resuelva el sistema algebraico para X(S):

X®) =61-07 (K +F©)  (63)
Paso 3. Manipulando algebraicamente a X(S) si es nece-
sario, use la transformada inversa de Laplace £™* para
transformar Y(S) en la soluciéon del problema con valor
inicial x°(t).

La solucion de Laplace para el sistema de ecuaciones diferen-
ciales se puede escribir:

x(t) =L {(s1-A)~! (x—o’ + ﬁ(S))}

= L7Y(SI— A) x5} + L7H(SI - A)TTF(S))

X Xp

Ejemplo 59. Sistema lineal homogéneo:

Resolver el problema con valor inicial:
x1/= X1 + X3 x1=00)=1, x(0)=0
x) = 4x; + x, (54)

en forma de componente, usando transformadas de Laplace.
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Solucion:
Paso 1. Llamando X, (S) = L{x;} y X,(S) = £{X;}, y usando la derivada
y las propiedades de la transformada, encontramos la forma de las
componentes de (b1):
$X,(8)-%1(0) =X,(5) + X,(S)
S X,(S) - %5 (0) = 4X1(S) +X,(S) (55)
Sustituyendo en (55) la condicién inicia x; = (0) =1, x,(0) =0
, con esto escribimos la ecuacién en la forma (52):
(S — X1 (8) — X,(5) =1
—-4X, 8+ (S-DX,(5) =0
Paso 2. Resolvemos este sistema de ecuaciones algebraicas:

_s-1 1 1
X1(S) = $2-25-3  2(S-3) + 2(S+1) (56)

(S = 4 1 1
2()_52—25—3_5—3 S+1

Paso 3. La solucion de la ecuacién (54) es la inversa de la
transformada de (56):

=3 +e o

x,(t) = et —e7t

Ejemplo 60. Sistema lineal no autonomo:

La transformada de Laplace puede ser usada también para resolver el
problema con condicién inicial no homogéneo:

x{ = —2x; + X +1 x1(0) =0, x,(0)

xé =x; — 2x, (58)
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Solucion:
Paso 1. La transformada de Laplace de (58) es:

S X,(8) = -2X,(8) + X,(S) + 5

S X,(S) - 1= X,(S) —X,(S)

(S+2X,(S) — X,(5) =5 (59)

X1(S) + (S +2) Xp(S) =1

Paso 2. Resolviendo (59) para X;(S) y X»(S), tenemos:

2 2 2
Xy(S) = cremy = m -

S+1 2 (60)

1
X2 () = S(5+3) 35 | 3(5+3)

Paso 3. La inversa de la transformada de Laplace de nos da las
soluciones:

xy(t) = (1 —e™3)

1
x,(t) = 5(1 + 2e73h)

Ejemplo 61. Metabolismo de Lidocaina:

La droga Lidocaina se utiliza comunmente en el tratamiento de
las arritmias ventriculares (ritmo cardidco irregular). EI modelo
esquematico que se muestra en la figura 210, es ampliamente utilizado
de cinética de la Lidocaina.
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Figura 210. Lidocaina modelo de dos componentes.

25 | Enlasangre

Fuente. Elaborado por el autor.

Muestra un modelo de dos compartimentos que predice la
cantidad de Lidocaina en la sangre (m,) y en el tejido (m,) resultante
de una inyecciéon de 2 mg de Lidocaina en el torrente sanguineo.
Asumimos que 2 mg de Lidocaina se inyectan en el torrente sanguineo,
y que luego se mueven en los tejidos del corazéon. Dado que la inyeccion
de un farmaco es a menudo representada matematicamente por
una funcién delta, el problema con condicién inicial que describe la
cantidad (en miligramos) de Lidocaina en el torrente sanguineo es m,
y en el tejido m, esta dado por:

ml = —m; +26(t) my(0)=0, my(0)=0
mé =-my—m, (61)

Donde §(t) es la funciéon delta. Encuentre la cantidad futura de
Lidocaina en el torrente sanguineo y en el tejido.

Solucion:
Sillamamos M, (S) = £{m4}y M, (S) = £{m,}, tomando la transformada
de Laplace de (61), se tiene:

SM,(S) =-M,(S) + 2

S M,(S) = =M, (S) — M,(S)
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Resolviendo para M, (S) y M, (S), tenemos:

2
M, (S) = G+D
M,(S) = (S+21)2

Luego:

my = L7 {(s er 1)} =2e”

my = £ 2 gt
z (S +1)2

La figura 211 nos muestra la graficas de las dos soluciones.

Figura 211. Gréficas de las dos soluciones.

Fuente. Elaborado por el autor.

Ejemplo 62. Sistema masa resorte acoplado:

Dos masas m, y m, estan conectadas entre si por dos paredes y
por tres resortes (k;, k,, k), como se muestra en la figura 212. Las
masas se deslizan en una recta sobre una superficie sin friccion. Los
sistemas se ponen en movimiento sosteniendo los mastiles izquierdos
en su posicidn de equilibrio, mientras que al mismo tiempo tiran de la
masa derecha una distancia p a la derecha de su equilibrio. ;Cual es
el movimiento subsiguiente de las masas?
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Figura 212. Resortes Acoplados.

Fuente. Elaborado por el autor.

Solucion:

Denotando por x (t) y y (t) las posiciones de las masas m, y m, con
respecto a las posiciones de equilibrio, la ley de Hooke nos dice lo
siguiente acerca de las fuerzas que actuan sobre las masas debido a
los resortes de conexion:

La fuerza sobre m, debido al resorte izquierdo es -k x.

La fuerza sobre m, debido al resorte central es k, (y - x).

La fuerza sobre m, debido al resorte central es k, (y - x).

La fuerza sobre m, debido al resorte de la derecha es - k.y.
Entonces, tenemos el siguiente problema con condicién inicial:

m, x/=-k x +k, (y - x), X (0)=0,x'(0)=0

my' =k, (y =% - k. y(0)=p,y (0) =0

Tomando la transformada de Laplace de las ecuaciones anterio-
res, se tiene:

my[X(S) = Sx(0) — x/(0)] = —k:X(S) + k2[Y(S) — X(S)]
my[S2X(S) = Sy(0) — ¥/ (0)] = =k, [X(S) — Y(S)] — k3Y (5)

Haciendo m, = m, =m, y k, = k, = k, = k y sustituyendo en las
condiciones iniciales, tenemos:

(mS? + 2k)X(S) —kY(S) = 0
—KX(S)+(mSK) Y(S)=mSp



Resolviendo para X(S) y Y(S), encontramos:

X(S) = kmpS
)= (mS2 + k)(mS? + 3k)
mpS _ mpS
T 2(mS?+k)  2(mS2+3k)
_ pS _ pS
T 2(S2+k/m)  2(S%+3k/m)
Y:
mps(ms?+2k)
Y ) = Grszrmymsz+3n)
_ mpS mpS
T 2(mS%+k)  2(mS%+3k)

_ pS + pS
T 2(S2+k/m)  2(S2+3k/m)

(cosﬁt—cos\/ﬁt>
l m
y(t) = §<cos\/—§t+cos\/%t)

La figura 213, muestra la gréafica de la soluciéon cuandop =2y
k=m=1.

Luego la solucién es:

x(t) =

NS

Figura 213. Gréfica para p = 2 y k=m=1.

Fuente. Elaborado por el autor.



Resolviendo la ecuacién de segundo orden correspondiente,
podemos llegar a la misma solucion.

Recordemos que la transformada de Laplace para la funcién
exponencial:

Le®} = —

Esto nos puede sugerir que en la transformada de Laplace para
la matriz exponencial, se debe cumplir que:

L{eA}) = (S1-A)~1
Se puede demostrar que esto es verdadero tomando la trans-

formada de Laplace de la definicion formal de la matriz exponencial:

t2
L'y = L{I+At+AZT+ }

1 1 1
<1+ 54 +§A2 .
=(SI-A)7!
Es féacil verificar este resultado mostrando que
1 1
(SI —A)(§I+S—Z+ ) =1

Luego, se sigue que la expresion de la matriz exponencial es:

Matriz exponencial como la inversa de una transformada
de Laplace
La matriz exponencial de la funcién e®T de una matriz A puede
ser escrita como:

edt = £71(SI - A)™?
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Ejemplo 63. Matriz exponencial desde Laplace:

Usar la transformada de Laplace para encontrar la funcién exponencial

matricial et de la matriz A =[ © 1],
[—4 2
Solucion:
Primero calculamos:
S—-6 -1

Su determinante es:
ISI- Al =(S—=6)(S—2)+=5%—-85+16 = (S —4)?
Entonces, usamos este hecho para calcular:

Sl-my = [S72 1]

S—422l -4 s-6

Luego, usando fracciones parciales para cada entrada de la
matriz tenemos:

et = L7H(SI - A)™)

1 2 1
_1)]|s-4 " (5-4)? (5—4)2
=L —4 12 ‘

(SA-4)? (S-4) (5-4)2]
=[e4t+2te4t tedt ]
—4te*t edt — 2tett

Cae[l42t ot
=€ 4 1—2t]
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Transformada de Laplace para sistemas lineales. Para los
problemas 1 al 10 resuelva el problema con valor inicial usando la
transformada de Laplace.

=y 0)=0,y(0) =1

'y/:—x X =YY -
==y, 0)=-1,y(0) =1

x/ =y
3. =] 0 =1
y/ = —2x + 3y + 12e* ) /IS
x/ =y
4. = =

y! = —x + 2cost W=y 0 =0
AN 0)=0,y(0) =0
y/:_2x+3y X()_ !y()_
x/=—y+t

y/ =3x+4y—2— 4t

7.7 =1 fE+[]] #0) = o]
s Jael] =[]
o =2 Jz+[a]  o=[]
0% =g JF+[, ] z0=[]

Soluciones generales de sistemas lineales. Es posible encontrar
la solucién general de un sistema de ecuaciones lineales permitiendo



que las condiciones iniciales sean constantes arbitrarias. Para los
problemas 11 y 12 encuentre las soluciones generales del sistema
lineal dado.
x'=x+y x/ = —x—4y
11, y/ =4x +y 12. y/=x—y

X
13. Sistemas lineales mas complicados. Usando X = x [y]

y % = [ ] escriba el siguiente sistema lineal en forma
matricial. Luego encuentre la transformada de Laplace X(S)
y resuelva el sistema:
x/ +4x+ y/ =0,
x' —2x+y=0
Ayuda: los coeficientes de X y ®/ son matrices.

x(0)=0, y(0) =1

14. Sistemas de orden superior. Use la transformada de
Laplace para resolver el sistema lineal:

X{:x2+t2‘ xl(O) =1

xé=x3 x,(0)=1
Xé = Xq x3(0) = 1.
XL/; =X x4(0) = —1

15. Encontrando soluciones generales. Considere el
sistema lineal:

x/ = a;x + ay + f1(0), x(0) = ¢

v/ = ay1x + azy + f-(0), y(0)=c,

Donde @11,@12,821,022,€1Y €; son constantes. Use la
transformada de Laplace para mostrar que la solucién puede

ser escrita en la forma:
x(t) = xp(t) +x,(t)

y (&) = yu(t) + ¥p(8)



donde x,(t), v (t) dependen de ¢y, ¢; y Xp (), ¥ (t) dependen
de f1(t), f2(t)

16. Metabolismo de la droga. Un farmaco de liberacion
sostenida se toma solo a intervalos prescritos para mantener
una tasa de entrada constante r. Si la masa del farmaco en el
tracto gastrointestinal y el torrente sanguineo se denotan x1
y x2 respectivamente, entonces las tasas de cambio x{ y xé
se muestran como:

X{ = —k1x1 +r

Xé = k1x1 - kzxz

Las constantes positivas k; y k,, son constantes de velocidad
que varian de persona a persona. Tomando las condiciones
iniciales para x1 (0) = 1, x2 (0) = O utilice la transformada
de Laplace para resolver este problema de valores iniciales
k,=k,=k yr=0.

Variaciones en el sistema masa resorte. Use el resultado del
gjercicio 33 para encontrar las soluciones del problema 17y
18. Asuma que x (0) =0, x/(0) =1,y (0) =0y, y/(0) = 0.

17.m, =m, =2kl =k, =k, = 1

18.m =m,=2k, =0k,=1,k,=0.

19. Un modelo de tres componentes. Una persona
ingresa un producto quimico semitéxico, que entra en
el torrente sanguineo a la tasa constante R, después
de lo cual se distribuye en el torrente sanguineo, tejido
y hueso. Se excreta en la orina y el sudor a las tasas u y
s, respectivamente. Las variables x;, x, y x, definen las



concentraciones del producto quimico en las tres areas.

La ecuacion para x, esta dada por:
ax,

E = R - ux1 - k12x1 + k21x2

Encuentre las ecuaciones para x, y X,.

Figura 214. Gréfica de un modelo de tres componentes.

Fuente. Elaborado por el autor.

20. Vibracién con un extremo libre. Dos resortes y dos
masas vibran sobre una superficie sin friccién, como se
ilustra en la figura 73. El sistema se ajusta en proporciones
tales que se mantiene la masa m, en su posicion de equilibrio
y tirando la masa m, a la derecha de su posicion de equilibrio
en 1 pie, y luego soltando ambos. Asuma que m, = 1 Slug,
m.= 2 slugs, k, = 4 Ib/pie, y k, = 2 Ib/pie.

a. Determine las ecuaciones del movimiento de las masas.

b. Encuentre la transformada de Laplace de las soluciones de
las ecuaciones encontradas en la parte a.

c. Si tiene acceso a un programa de computador (CAS),
encuentre la solucion.

d. Discuta el significado de sus resultados.



Figura 215. Gréfica de la vibraciéon con extremo libre.

xs0 ! x>0 y=<0 ! y=0

x=i} y="0

Fuente. Elaborado por el autor.

Comparando Laplace. En los problemas 21 a 23, utilice las
transformadas de Laplace para volver sobre los problemas
previamente resueltos, trabajados en la seccién 10-7, mediante la
matriz exponencial en los problemas 11-13, y compare el método de
la transformada de Laplace con los métodos previos. En cada caso
suponemos X(0) = 0.

2% =[g oLl +ld

223 <[y 3ls]+[d
2.2 =[] o]+
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